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LINEAARISTEN SIMULTAANIYHTALOMALLIEN PARAMETRIEN ESTIMOINTI
RAJOITETUN INFORMAATION MENETELMILLA

1 Johdanto

Ekonometristen mallien parametrien estimointiteorian tutki-
muksesta on pddosan muodostanut ns. simultaaniyhtdléitd kos-
keva tutkimus. Simultaaniyhtdldmalleissa useiden muuttujien
arvot mddrdytyvédt samanaikaisesti, ja jonkin yhtdldn seli-
tettdvd muuttuja voi olla toisissa yhtdldissd selittdjénd.
Mallin mddrittelystd riippuen saattavat estimointiongelmat
vaihdella huomattavasti; hankaluuksia aiheuttavat esim. epéd-
lineaariset mallit ja monimutkaiset viivejakaumat sekd suur-
ten mallien parametrien estimointi "alamittaisista" otoksis-
ta, jolloin havaintoja on vdhemmdn kuin eksogeenisid selittd-

vid muuttujia.

Tdssa tutkimuksessa tarkastellaan varsin yksinkertaista, useis-
sa ekonometrian oppikirjoissa esitettyd mallia. Tdssd mallissa,
joka on tdsmennetty luvussa 2 , ei ole epdlineaarisia osia eika
viivejakaumia. Viimeisessd luvussa mallia hieman vaikeutetaan:
havaintoja oletetaan olevan vdhemmdn kuin eksogeenisid muuttu-

jia.

Tutkimuksen pddtarkoituksena on selvittdd, miten teoreettisen
mallin sisdltdmdsd, erilaisista oletuksista koostuvaa informaa-
tiota voidaan kdyttdd hyvdksi estimaattoreita muodostettaessa,
ja miten jotkut yleisesti tunnetut ja kdytetyt estimaattorit

tdtd informaatiota kdyttdvdt. Tutkimuksessa kdsitelldén



ainoastaan rajoitetun informaation menetelmid; erona tdyden
informaation menetelmiin rajoitetun informaation menetelmdt
vaativat vain tarkasteltavan yhtdl6n spesifioimista, ei mal-
lin kaikkien yhtdldiden. Rajoitetun informaationkin menetelmat
vaativat kuitenkin tietoa siitd, mitd (eksogeenisid) muuttujia

sisdltyy koko malliin.

Kaavoissa ja todistuksissa on kdytetty matriisimerkintdjd.
Lukemisen yksinkertaistamiseksi useimmat todistukset on siir-

retty liitteisiin. Todistukset on jaoteltu luvuittain.

Tutkimuksessa on kaksivaiheinen pienimmdn nelidsumman esti-
maattori ja rajoitetun informaation maximum likelihood-esti=
maattori johdettu aiemmasta hieman poikkeavalla tavalla. Lu-
vussa 2 olevaa ehdollisen parhaan harhattoman estimaattorin
teoreemaa en ole aiemmin n&hnyt esitetyn; teoreema on yksin-
kertainen Aitkenin yleistetyn Gauss—-Markov-teoreeman yleistys.
Luvussa 3 esitettyd identifiointirajoitusten testaamista kos-
kevia huomioita Samoin kuin luvussa 5 esitettyd estimaattoria
en ole aiemmin havainnut esitetyksi. Kaikki liitteiss&d esite-
tyt todistukset ovat omiani) joten niihin on suhtauduttava va-

rauksellisesti.



2: LINEAARINEN SIMULTAANIYHTALOMALLI

2.1, Johdanto ja merkint&ja

Tarkastellaan lineaarista yhtd8loryhmdd, jossa on M yhtdlda.
Oletetaan, ettd yhtdloryhmdssd on M kappaletta muuttujia
Yyrese1Yy s joiden saamat arvot mddrdytyvdt tarkasteltavassa
yhtdldryhmdssd ja riippuvat sekd toisistaan ettd yhtdldryh-
mdssd olevien K:n muuttujan Xqyres=rXyg saamista arvoista. Li-
sdksi yi-muuttujien arvoihin vaikuttavat stokastiset virhe-
termit. Muuttujia y; kutsutaan endogeenisiksi ja muuttujia
X eksogeenisiksi muuttujiksi ja yhtdloryhmdd malliksi. Jos

oletetaan, ettd mallin muuttujista on T yhteistd havaintoa,

voidaan mallin rakennemuoto esittdd seuraavasti:
*
{21} YT =X8+ 10U

Y* on endogeenisten muuttujien T x M-havaintomatriisi, X
vastaavasti eksogeenisten muuttujien T x K-havaintomatriisi.

I' ja B ovat tuntemattomien parametrien muodostamia kerroinmat-
riiseja, joiden dimensiot ovat M x M ja K x M. I':n oletetaan
olevan ei-singulaarinen. U on M:n T x l-virhetermivektorin

Ugreee Uy muodostama tuntematon T x M -matriisi. Virhetermivek-

toreista oletetaan, ettd
(2.2) Eu; = 0 i=1,...,M, ja

(2..3) Euiu‘. = g, 1,538 1,46 0,M a



Koska virhetermit ovat satunnaismuuttujia, ovat myds muuttu-
jat Yy satunnaismuuttujia. Mallin redusoituun muotoon pdds-
tddn kertomalla yhtdl6 (1) puolittain oikealta puolelta TI':n

kddnteismatriisilla:

b3
(2.4) Y = XBT + UT

1l
b
=]

*
+
<

II* on tuntemattomien parametrien muodostama K x M-matriisi

ja V* on virhetermimatriisi, joka koostuu vektoreista

1)

VireeerVye Voidaan osoittaa™’, ettd
(2.5) Ev, = 0 i=1,...,M, ja
(2.6) Evivj = wijI i,j=1,...,M .

Rakennemuodon ja redusoidun muodon vdlilld ovat siis yhteydet

(2.7) BT ~ =T

(2.8) ur = v

Il

Tdssd tutkimuksessa ovat kiinnostuksen kohteena ns. rajoitetun
informaation menetelmdt, jolloin malli (1) estimoidaan yht&ldo

kerrallaan. Olkoon tyypillinen tarkasteltava yhtdld

1) kts. esim. Goldberger, A.S.: Econometric Theory, s. 301



( =
2.9) y Yy + XlBl + u

jossa y on varsinainen selitettdvd muuttuja. Y on selittd-
jind olevien endogeenisten muuttujien havaintomatriisi, Xl
on yhtdlossd mukana olevien eksogeenisten muuttujien havain-
tomatriisi ja u on virhetermivektori. y ja Bl ovat tuntemat-

tomia parametrivektoreita.

Voidaan olettaa, ilman ettd se vaikuttaa myShempien tulosten
yleisyyteen, ettd y on muuttuja o ettd Y on muuttujien
Yoreees¥y havaintomatriisi, dimensioiltaan T x (M-1), ja ettd

X__L on muuttujien Xpreee sy T % Kl havaintomatriisi. T&11l8in
: 1

f on (M-1) x l-vektori. u on muotoa T x 1. Yhtdlossd ovat siis
mukana kaikki endogeeniset muuttujat, mutta eksogeenisistd

muuttujista puuttuvat muuttujat XKl+l""’XK ;, Joiden muodos-
tamaa T x (K—Kl)—havaintomatriisia merkitdan X2:lla. Sitd vas-—

taava (K-Kl) x 1 -parametrivektori 82 on siis O-vektori. T&al-

16in ovat voimassa ositukset

%k
(2.10) Y = [y vl da |

2.11 X ]
( ) [x; %, |

Muutkin t8ssd tutkimuksessa kdytettdvidt ositukset noudatte-

levat jompaa kumpaa tai molempia edelld olevia osituksia.



Esimerkiksi V* voidaan osittaa kaavaa (10) vastaavasti
: *
(2.12) v =[v V] [
II* voidaan osittaa kaavaa (10) vastaavasti
o *
(2.13) n = [m 1I1
kaavaa (1) vastaavasti

*
(2.14) il

Il

— o

tai molempia vastaavasti

*
(2:1.5) n =

Lisdksi otetaan kdyttddn merkintd

% 1]
(2.16) y =
e

“Y*¥-on -siis M-x l-vektori. Yhtidld (9) voidaan nyt esittiid

muodossa
(2.17) W=
. Y vy X;B; +u

. . ¢ 4 mis - 2
u:n varianssia merkitddn tdst'edes du:lla.



2 62 Parametrien estimoinnissa tarvittava lisdinformaatio

Zedode Yleistd

Estimaattori on havaintojen funktio, jonka kustakin otokses-

ta saaman arvon toivotaan olevan "l&hell&d" perusjoukon vas-

taavan parametrin arvoa. Tdssd tutkittavassa tapauksessa,

kuten yleensdkin, havainnot, ainakin osa niistd, ovat satun-
S

naismuuttujien saamia arvoja. Tdll6in estimaattori voidaan

tulkita satunnaismuuttujien funktioksi ja se on siis itsekin

satunnaismuuttuja.

Estimaattorin hyvyyttd tarkastellaan usein mm. harhattomuuden
ja konsistenssiuden kdsitteiden avulla. Estimaattoria sanotaan
harhattomaksi, jos sen odotusarvo on ko. parametrin arvo, ja
konsistentiksi, jos todenndkOisyys sille, ettd estimaattorin
arvo poikkeaa ko. parametrin arvosta, ldhestyy nollaa, kun
havaintojen lukumd&rd l&hestyy &ddretdntd. Estimaattorin omi-
naisuuksien tarkastelussa ovat tdrkeitd myOs estimaattorin
varianssi ja asymptoottinen varianssi, joka on varianssin

raja-arvo, kun havaintojen lukumddrd ldhestyy ddretdntd.

Luvussa 2.l. esitettyjen tietojen avulla voitaisiin paramet-
rit v, Bl ja II* estimoida, mutta tiedot eivdt ole riittdvia
estimaattorien edelldmainittujen ominaisuuksien tyutkimiseen.
Estimaattoreiden ominaisuuksien kannalta ovat ratkaisevia

tiedot tai oletukset selittdvien muuttujien ja virhetermien

vdlisistd suhteista.



Asian selventdmiseksi tehdddn erditd vdliaikaisia olettamuk-
sia yhtd18std (9). Merkitddn z = [¥YX;] ja o = [*B( 1. TH118in
1

Z on T‘x(Mml+Kl) ja o on (M—1+Kl) % lmatriisi ja yhtdld (9)

~

saa muodon

(2.18) y = Zo + u

Oletetaan (vdliaikaisesti), ettd
(2.19) E(u|Z) = u , Jja

(2.20) E(uu'|z) = owW_ ,

eli virhetermien ehdollisen odotusarvon ja ehdollisen varians-
sin ehdolla Z oletetaan riippuvan Z:sta, eli virhetermit ja

selittdvdt muuttujat eivdt ole riippumattomia.

Tarkastellaan nyt y:n ja uZ:n suhteen ehdollisesti lineaarisia
estimaattoreita ehdolla Zl). Tdllaiset estimaattorit ovat

muotoa
(2.21) a =C'y + D'uz

jossa C ja D ovat T x (M-1+K,)-matriiseja. Todistusliitteessd

1
on osoltettu, ettd estimaattorien ehdollinen harhattomuus eh-

dolla Z edellyttdd, ettd

1) Ilman ehdollistamista estimaattorit olisivat yleensd sto-
kastisia funktioita, eiv&dtkd lineaarisia., Vrt. Goldberger,
m:te,; S: 268



(2.22) C

!
i
v}

ja ettd ndistd ehdollisesti harhattomista estimaattoreista

pienin ehdollinen varianssi on estimaattorilla

1,,-1 1, . (Z,W;l -1,,.-1

(2.23) = 1y Lo e '
‘ a (2 WZ %) TZ Wz Z) 72 Wz v,
\\
Jdlkimmiinen tulos on yleistys Aitkenin yleistetystd Gauss-

1)

Markov-teoreemasta '; olettamalla Z ei-stokastiseksi ja uz
nollaksi, voidaan ehdollistamisesta luopua ja tulokseksi

saadaan Aitkenin esittidmi teoreema.

Estimaattoria (23) véoitaisiin pitdd varsin hyvé@nd estimaat-
torina, oletettavasti sen asymptoottisetkin ominaisuudet oli-
sivat hyvid. Huomattakoon, ettd harhattomuus ei vaadi tietoja
Wz:sta, vaan ainoastaan uZ:sta. Yleensa uz:sta el kuitenkaan
ole tietoa muulloin kuin silloin, kun se voidaan olettaa nol-
laksi. Simultaaniyht8lOmallien tapauksessa ei tdllaista oletus-
ta kuitenkaan voida tehd&, koska se on epdlooginen endogeenis-
ten muuttujien kohdalla; sen sijaan eksogeenisten muuttujien
kohdalla olettamus voidaan tehdd ja yleensd tehddénkin.

\/.

Tdssd tutkimuksessa oletetaan, ettd muuttujat Xyreeo Xy ovat

ei-stokastisia ja virhetermien odotusarvojen ei oleteta riip-
puvan niistd, eli

(2.24) E(U|X) = E(U) = 0

1) Vrt. Goldberger, m.t., s. 233.



w1 Q=

ja
* *
(2.25) E(V |[X) =E(V) =0 .

Yhtd1l6én (9) estimointia varten voidaan yhtdlostd (24) havaita,

ettd

(2.26) E(ule) =0 .

Lisdksi oletetaan, ettd X, = 1, eli my6s vakio on selittdvand

muuttujana.

Seuraavaksi tarkastellaan parametrien IT*, Bl ja vy estimointia

kdytettdvissd olevan informaation avulla.

2.2.2. Redusoidun muodon kertoimien estimointi

Parametrimatriisi II* voidaan estimoida yht&1lOstd (4)

(4)

4
it

X + V

tavallisella pienimmdn nelidsumman menetelmdlld (tdstd eteen-
pdin PNS-menetelmdlld). Yhtdld (4) sisdltdd M yhtdlod; esti-
mointi tapahtuu yhtdld kerrallaan. Voidaan osoittaa, ettd

* * * 1)
II :nestimaattori P :nonl ulparasharhatonllneaarlnenestlmaattorll;

- s

1) kts. esim. Goldberger, m.t., s. 246-248,
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ts. kaikista II*:n harhattomista estimaattoreista silld on

pienin varianssi.

* - *
(2.27) P = (X'X) X'y

P* voidaan osittaa samoin kuin II*:

*
| . \ i P; Py
(2.28) P =I[p Pl= =
. % ;
P2 Py By
Ernldw3» Eksogeenisten muuttujien kertoimien estimointi

Koska X on oletettu ei-stokastiseksi, voidaan M, kaavasta

(19) merkitd seuraavasti

(2.29) n, = E(u|z) = E(ulY) = My
Se on kuitenkin edelleen tuntematon, eikid Bl:n estimaattorina
voida k&8yttdd kaavan (23) estimaattorin a Bl:ta vastaavaa osaa.
Liitteessd on todistettu, ettd jos voitaisiin olettaa uy:n
olevan lineaarinen Y:n suhteen, eli muotoa Yk, jossa k on tun-
tematon (M-1) xlrvektori, saataisiin PNS-menetelmdlld B,:1le e%-
dollisesti harhaton estimaattori ehdolla Y. Koska aiemmin on
oletettu, ettd Wz = E(uu'lz) = ciI, olisi saatu estimaattori
ehdollisesti paras harhaton lineaarinen estimaattori ehdolla Y;
lineaarinen t&ssd tapauksessa y:n ja uy:n suhteen.

B

10 estimointi ei kuitenkaan muodosta oleellista ongelmaa.

Kun tarkastellaan kaavaa (17):
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* ko
(2.17) Yy = Xlﬁl-ku

havaitaan, ettd kaikki klassisen lineaarisen regressivanalyy-
sin olettamukset ovat voimassal), kun tulkitaan Y*y* selitet-

2)

tdvdksi muuttujaksi™’.

Tdten Bl:n paras harhaton lineaarinen (Y*¢*:n suhteen) estimaat-
tori on PNS-estimaattori:

(2.30) bl = (XI1X.)

Vaikeutena on edelleen se, ettd y*:d ei tunneta ja tdten bl:té
ei voida kokonaan laskea. Kidytd&nnOssd y* korvataan jollain
estimaattorillaan; saatu Bl:n estimaattori on tdll6in paras
harhaton estimaattori ehdolla ?*. Tarkasteltaessa yleisimpid
simultaanimallien estimaattoreita, kuten kaksivaiheista pie-
nimmdn nelidsumman menetelmdd (tdst'edes 2VPNS) ja rajoitetun
informaation maximum likelihood-menetelmdd& (RIML), havaitaan,
ettd niissd Bl:n estimaattori voidaan esittdd muodossa (2.30)

siten, ettd y*:n paikalla on sen estimaattori.

2.2.4. Endqgeenisten muuttujien kertoimien estimointi

Sopivan estimaattorin 1ld6ytd@minen y*:1le on tarkasteltavan

1) vrt. Goldherger, m.t., s. 162.

2) TAtd tulkintaa on kidyttinyt esim. Chow (1964).
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) yhtdldn estimoinnin vaikein vaihe. Koska E(ul Y) ei ole tun-
nettu, ei kaavassa (23) esitettyd estimaattoria voida k&yttédd.
Virhetermin ehdollisesta odotusarvosta tiedetddn kuitenkin sen
verran, ettd se ei ole nolla; jos y* (eli varsinaisesti siis Y)
estimoitaisiin PNS—menetelmd@llid yhdessa Bl:n kanssa, saatai-

siin ainakin y:n kohdalla ehdollisesti harhaisia estimaatteja.

Y*:n estimointia warten tarvitaan siis lisdd@ informaatiota.

Ainoa toistaiseksi kdyttdmdtdn informaatio on tieto siitd, ettd

1)

Kl‘!'l'...'xK .

Voidaan helposti 1oytdd useitakin muuttujia, joista Y*y* ei

82 =0 ; Y*vy* ei riipu Xzzsta, eli muuttujista x

riipu: kaikki sellaiset muuttujat, joista mik&d&n muuttujista

Yir i=1,...,M, ei ole riippuvainen, ovat varmasti sellaisia,
ettd jokainen endogeenisten muuttujien Yy lineaarikombinaatio

on niistd riippumaton. Informaatio siitd, ettd 62 on nollavek-
tori, on kuitenkin tulkittavissa toisin. Mallin endogeenisistd
muuttujista jokin tai jotkut riippuvat muuttujista XKl+l""’xK‘

mutta endogeenisten muuttujien tietty lineaarikombinaatio Y*y*

Tdm&d havaitaan

el riipu yhdestdkddn muuttujista x e sX

K+1’° K*

ottamalla odotusarvot toisaalta yhtdlostd (4) ja toisaalta

yhtdldstd (17):
£ 3 * * *
(2.31) E(Y ) = E(XII ) + E(V) =XII = X, I +XH2

* ok * *
(2.32) E(Y vy ) = [E(Y )]y = E(X;8;) + E(u) = X{B;

1) Muunlaisesta lis3informaatiosta kts. esim. Fisher (1959).



-14-

Tieto siitd, ettd B, = 0, on ratkaiseva yv*:n estimoinnin kan-
2

nalta. KyseessZ on itse asiassa K - K, erillistd tietoa; onko

1
tdmd mddrd riittdvd, riippuu siitd, montako endogeenistd muut-
tujaa tarkasteltavassa yhtdldssd on. Tdtd ns., identifiointi-

ongelmaa tarkastellaan myShemmin.

Yhtdldistd (31) ja (32) saadaan tunnetut yhteydet II*:n, y*:n

B:n { = [°1]1) vdlille:

B2
33 Mo =
.(2( ) lY - Bl
- * % B
(2.34) Iy =8, =0

Tarkastellaan seuraavaksi mielivaltaista endogeenisten muut-
tujien lineaarikombinaatiota Y*a, jossa o on Mx l-vektori.

Oletetaan muuttuja Y*oa selitetyksi muuttujilla RyreeerXp

ja yhtdld estimoiduksi PNS-menetelmdlld. Merkitd&n kerroin-

estimaattoria ba:lla:

(2.35) b, = x'x) " Ix'va

Estimaattori voidaan osittaa kuten B:kin:

b

. _ ol
(2.36) ba =

baZ

Koska PNS-estimaattori on selitettdvd@n muuttujan suhteen



~]15~

. : . L
lineaarinen, havaitaan, etta )

*
(2.37) ba =P o ,

jossa P* on aiemmin mddritelty I*:n estimaattori. Yhtdld (2.37)

voidaan nyt osittaa seuraavasti:

*
(2.38)  Plo =b_;
2.39 2 = b
(2.39) P2a T a2

Yhtdldiden (2.33) ja (2.34) kanssa analogiset yhtdldt olisivat

voimassa, jos ba2 olisi nollavektori. Tuntuisikin luonnolli-
selta pyrkid 1loytdmidn sellainen o, joka samalla olisi y*:n
estimaattori, ettd ba2 olisi nollavektori tai "mahdollisim-
man ldhell&d" sitd. Jatkossa osoitetaankin, ettd tavallisim= .
mat simultaanimalleissa’kdytetyt rajoitetun informaation es-
timaattorit, 2VPNS ja RIML, voidaan johtaa suoraan tdstd ta-
voitteesta. Huomattakoon, ettd triviaaliratkaisu a = 0 ei

kelpaa, silld merkinndn (2.16) mukaan y*:n ylin elementti on

ykkdnen.

1) N&itd PNS-estimaattoreiden lineaarikcmbinaatioita olen

tarkastellut tutkimuksessani "Rakennuskustannusten ennuste-
malli", kansantaloustieteen pro gradu-ty® Helsingin yliopis-—
tossa, toukokuu 1975.
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Je ESTIMAATTORIEN JOHTAMINEN JA VERTAILU

Sleds Johdanto

Tarkasteltava yhtdld on siis
L .

(3.1) XYY =X +u eli

{3.2) y - ¥y = X +u .

171
Ongelmana on y*:n eli varsinaisesti y:n estimoiminen; Bl:n
estimointi ei muodosta sen jdlkeen ongelmaa. yY:n estimointia
varten on kadytettdvissd K - Kl kappaletta informaatiota sii-
ti, ettd muuttujien Yqreeer¥y lineaarikcmbinaatio Y*y* ei ole

riippuvainen muuttujista x vaikka jokaisesta

Kl+l,-nr’xK 2

x-muuttujasta on ainakin yksi y-muuttuja riippuvainen.

Yhtd1l6 (3.1) on identifioituva jos redusoidun muodon kerroin-
matriisista I* voidaan johtaa yht&dldén (3.1) parametrit yksi-
kdsitteisesti. Valttdmdtdn ja riittdvd ehto tdlle on, ettd

1)

matriisin H; asteluku on M-1., Tdmd on ns. rank—-ehto .

\
Koska II* on tuntematon, on ns. jédrjestysehto (order conditionz’)

k8ytdnntssd tdrkedmpi; sen mukaan vadlttdmdtdn ehto (3.1):n identifioi-
tuvuudelle on se, ettd mallissa mukana olevien, mutta yhtdlos-
td (3.1) puuttuvien eksogeenisten muuttujien lukumdirid on va-

hintd8n yhtd suuri kuin yht&dléssd (3.1) selittdjind olevien

1) kts. esim. Goldberger, mt. 5,315

2) Goldberger, mt.;s.316,
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endogeenisten muuttujien lukumddrd, eli etta K-Kl > M=1.

Kun K-Kl = M=-1, yhtdl6d (3.1) sanotaan tdsmdlleen identi-
fioituvaksi. On huomattava, ettd tdssé& tilanteessa informaa-
tiota on "lukumddrdisesti" yhtd paljon kuin jos virhetermin
ehdollinen odotusarvo kaavassa (1.19) tunnettaisiin; ehdol-
lisessa odotusarvossa on kysymys M~-1 + Kl:n muuttujan vai-
kutuksesta virhetermiin, nyt taas on kdytettédvissd M- 1 riip-
pumattomuustietoa sen lisdksi, ettd aikaisemmin oletettiin,

ettd K, muuttujaa x

L X [ . . . L]
1 1’ r'"*R., eividt vaikuta virhetermiin.

1
MyShemmin osoitetaan, ettd informaation mddrd on tdlldin juuri
riittdvd: y*:n estimaattori c* voidaan johtaa redusoidun muo-

don kerroinmatriisin estimaattorista P*l).

Kun K - Kl > M ~- 1, yhtdldd sanotaan yli-identifioituvaksi.
Tdll6in informaatiota on tavallaan liikaa. Tdmd@ informaatio
on siind mielessd ristiriitaista, ettd y:n estimaattoria c ei
suoraan voida johtaa P*:std. Tarvitaan siis jotain kriteerid
tai periaatetta td@mdn liian suuren informaatiomddardn kdyttd-
miseksi, tavallaan painottamiseksi, mielekkddlld tavalla;

myShemnin osoitetaan, miten eri kriteereilld pdddytddn eri

estimaattoreihin.

Ellei erikseen toisin sanota, tarkastellaan tilannetta, jossa
K < T, eli mallissa on eksogeenisid muuttujia vd@hemmdn kuin
havaintoja. Luvun 3.5. lopussa vertaillaan estimaattoreita

1) T411l6in on oletettu, ettd P* on "tdyttd astetta", eli
rank (P*) = min(K,M).
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tilanteesssa K = T, ja luvussa 5 tarkastellaan tilannetta

K > T.

3402 Tdsmdlleen identifioituva yhtdld

Kuten luvussa 2.2.4. todettiin, luonnolliselta tuntuva y*:n

estimaattori o on sellainen, ettd yht&dldssd

%k
(1:39) Pza = ba2
olisi baz nollavektori, tai "ldhell&d" sitd. Merkitddn tdst'edes

o:n sijasta c*:114 y*:n estimaattoria. Yhtdld (1.39) saa muodon
(3.3) * ok )
. P2'C' =D

c* voidaan osittaa seuraavasti:

T4116in (3.3) voidaan osittaa:

(3.5)  p, = Pye = b_,,

Havaitaan, ettd

i

(3.6) bc*2 0 <=>P,C
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Tdsmdlleen identifioituvassa yhtdldssd P; on (M - 1) xM-mat-
riisi, joten P2 on (M - 1) x (M - 1)-matriisi. Se con yleensd
ei-singulaarinen, jdten]; saadaan nollaksi asettamalla

c*2

-1
(3.7) c = P2 P,

KRayttdmdlld ositetun matriisin kd&dnteismatriisin kaavaal) (o

voidaan esittdd muodossa

I N -1 -1,
(3.8) c = [D "XIM Y] D TXIMY
-1__ -1
— ' '-
(X3M;¥) "DD “XIMy
= (X'M Y)_lX'M v
21 271
jossa
(3.9) M, = I - X.(X'X )_lx'
. 1 1'%1%M 1
= 1
(3.10) D XM, X,

Tdsmdlleen identifioituvassa tapauksessa, kun muuttujaa
Y*c* = y - Yc selitetddn muuttujilla XpreeerXy ja yhtdld es-—

timoidaan PNS-menetelmdlld, saa muuttujien x rees Xy ker-

Kl+l
roinvektorin 82 estimaattori bc*2 vapaasti mddrdytyessiin

arvon nolla, kuten yht&léistd (3.6) ja (3.7) havaitaan.-

1) kts. Goldberger, mt., s.174
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Bl:n estimaattori on

=1
(3.11) by = (XX;) " X{ (y-¥Yc)

= ' =Ly — ' -1
(Xlxl) Xl[I Y(XleY) XéMl]y
3a3s Yli-identifioituva yhtidlo
33wl s Lisdkriteereja

Yli-identifioituvassa tapauksessa ei c:td voida ratkaista

kuten yhtdléssd (3.7), silld P, on singulaarinen, koska se

2

ei ole edes nelidmatriisi. Yleensd ei ole olemassa sellaista

vektoria c, ettd b olisi nollavektori yhtdldssd (3.5).

c*2
Td110in tdytyy pyrkii siihen, ettd 1lOytyisi c, jolle bc*2
olisi "mahdollisimman l&helld" nollavektoria. Seuraavassa

on esitetty kolme ehkd helpoimmin mieleen tulevaa kriteerid:

1° Minimoidaan 82:n kerroinestimaattien nelidsumma, eli va-
, s .. . » 3 ’
litaan ¢ siten, etta bc*zlbc*2 minimoituu.
Saadulla y:n estimaattorilla on erditd epdtyydyttdvid ominai-

suuksia, kuten myShemmin huomataan.

2° valitaan ¢ siten, ettd selitettdessd muuttujaa y - Yc ensin

ja lisdttdessd sen jdlkeen selittdjiksi
1
jdlkimmdisten muuttujien mukaantulon aiheuttama

muuttujilla Xqreser Xy

xKl+l,oole~K r
selitetyn varianssin absoluuttinen lisdys on mahdollisimman

pieni, kun yhtdld estimoidaan PNS-menetelmdll&d. Teoisin sanoen,
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minimoidaan X,:n mukaantulon aiheuttama selitetyn varianssin

2
absoluuttinen lisdys. Osoittautuu, ettd tdlldin pdadytddn

kaksivaiheiseen PNS-estimaattoriin (2VPNS).

3° Minimoidaan X2:n mukaantulon aiheuttaman selitetyn varians-
sin lisdyksen suhde jd&nndsvarianssiin. Saatu estimaattori mi-
nimoi myds todenndkdisyyden sille, ettd selitettdessd y - Yc:td

sekd muuttujille x ettd muuttujille Xy gpreeer¥g

,C..’x
1 ¥y 1
kdyttden PNS-menetelmdd, 82:n estimaattori poikkeaa nollasta,
kun virhetermin oletetaan noudattavan normaalijakaumaa. Osoit-

tautuu, ettd tdlldin pdddytdédn rajoitetun informaation maximum

likelihood-estimaattoriin (RIML).

3:3:2. Kerroinestimaattien nelidsumman minimointi

Nelidsumman minimointi tapahtuu normaalisti: sen ensimmé&inen
derivaatta c:n suhteen asetetaan nollaksi. Nelidsumma on kaa=-

van (3.5.) perusteella

' & == ' - — =
(3.12) by by (Py=Pyc) ' (py P,c) = pyp, 2p,P,c + c'P)P,C

Derivoidaan nelidsumma c:n suhteen:

ob!

b
ok *
g2 Cz--—ZP' 4+ 2P!P.c

(3.13) —%g — = 2Po 2°9% ¢

joka asetettuna nollaksi antaa "normaaliyhtdlot"
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- ]
(3.14) Péch = Pzp2

josta saadaan ratkaisu

— it P
(3.15) c = (Pépz) P2P2

Saatu ratkaisu on minimi, silld

2,
) %P
c*2 c*2 _ i
(3.16) —*——~——acz = 2921?2

1)

joka on positiivisesti definiitti™’.

. . e . . . . 2 2)
Saatu estimaattori voitaisiin luultavasti osoittaa konsistentiksi .
Estimaattori on kuitenkin sikdli epdtyydyttédvd, ettd se riippuu

muuttujien Xg 41700 1% mittayksikOistd.

1 K

P2:n elementithd&n ovat nditd muuttujia vastaavia redusoidun
muodon kgrroinestimaattoreita ja niiden saamat arvot riippuvat
muuttujien mittayksikOistd. Esimerkiksi muuttujan havaintojen
kertominen vakiolla aiheuttaa sen, ettd vastaava kerroinesti-
maatti tulee jaetuksi vakiolla. T&ll0in kerroinestimaattien
nelidsumma on suuresti riippuvainen muuttujien XK1+1""’XK
mittayksikoistd. Mahdollinen korjauskeino olisi kysgiden ek~

sogeenisten muuttujien normeeraaminen jakamalla ne keskihajon-

noillaan.,

1) vrt. Goldberger, s. 36, kaava 7.7. P2 on (K-—Kl) X (M-1)-
matriisi, ja rank (P2) = M-1,

2) tekemdlld erditd lisHolettamuksia. vrt. Goldberger, mt.,:S.301
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Kaava (3.15) saa auki kirjoitettuna muodon

= [ =1 =1 =i, =L =1
(3.17) (o] (Y MlX2D D X2M1Y) Y M1X2D D XZMlY
Bl:n estimaattori saadaan jdlleen kaavasta (1.30).
£ P PO Absoluuttisen lisdselityksen minimointi

Otetaan aluksi kdyttddn erditd lyhentdvid merkintdjd. Selite-
tddn muuttujaa Y*c* PNS-menetelmdd kdyttden muuttujilla

xl,...,xKl Ja xKl+lf'f"XK' Merkitdd&n kokonaisnelidsummaa,
K:1la, eli J

(3.18) K= ¢ “¥'¥c'© = (y-¥c)’ (y=~¥c)

Merkitddn selitettyd nelidsummaa S(X):11&

(3.19) S(X) = ¢ 'v'x(x'x) Tx've”

Merkitddn jdadnbsnelidsummaa J(X):11d

1

(3.20) J({X) = c*'Y' [T - X(X'X) X']Yc*

Kun Y*c*:d selitetddn vain muuttujilla x c1Xp merkitd&n

res
1 1}

selitettyd nelidsummaa S(Xl):llé jne. Koska X, = l, tiedetddn,

ettd



=

(3.21) K

S(X) + J(X)

S(Xl) + J(Xl)
Merkitddn lisdselitystd S(X) - S(Xl) L(Xz):lla;
(3.22) L(X2) = S(X) - S(Xl)

L(XZ) on auki kirjoitettuna

* % - * ok
— i 1 =
(3:23) L(X2) =ic ¥ M1X2D XéMlY c

Minimoidaan nyt (3.23) c*:n suhteen. Menettelytapa on sama

kuin luvussa 3.3.2. Tulokseksi saadaan

(3.24) ¢ = (v'HY) Yy'ay

jossa

(3.25) H = M.X.D tx'M
142 21

Liitteessd on johdettu kaava (3.24) ja todistettu, ettd tulos

on minimi. Bl:n estimaattori on tdlldin

1 lyim)y

(3.26) bl = (Xin)

X§ [T =¥ (Y'HY) ™

1) vrt. Goldberger, s. 176-177.
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Liitteessd on osoitettu, ettd bl ja c ovat itse asiassa Bl:n
ja y:n kaksivaiheisen pienimmdn nelidsumman estimaattorit.
Tdten niiden ominaisuudet ovat hyvin tunnettuja. Ominaisuuksia

kdsitellddn luvussa 3.5.

30 Bed Suhteellisen lisdselityksen minimointi

Edellisessd luvussa minimoitiin absoluuttinen lisdselitys

L(Xz), nyt minimoidaan lis&dselityksen suhde jddnn&snelibsum-
: L(X,)
maan, eli.lausekeTFif- . Minimointi tapahtuu c:n suhteen. Mini-

moitava lauseke on auki kirjoitettuna seuraava:
o & * ok
L(Xz) c *Y "HY ¢

(3.27) = ——% —
J (X) c 'Y 'MY c

jossa

(3.28) M=1I- x(x'X)'lx'

Voidaan osoittaal), ettd (3.27) saaminimin, kun ratkaistaan
yhtdld

%
(3.29) (H - \M)c =0

ja valitaan pienintd ominaisarvoa A vastaava ominaisvektoxri
!

cx. Tamdn jdlkeen kdytetddn ns. normalisointisd&dntdd, eli

1) kts. esim. Wonnacott-Wonnacott, Econometrics, s. 376-378.
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tietoa siitd, ettd c*:n ylimmdn alkion on oltava ykk&nen.
Ilman tdtd sddntdd c* saataisiin vain vakiokerrointa vaille.
Huomattakoon, ettd lausekkeen (3.27) minimiarvo on juuri
pienin Al).

B

10 estimaattori on jdlleen muotoa

3 . 1., % *
(3.30) b, = (Xle) XlY (o

1
4

Seuraavaksi osoitetaan, ettd saadut estimaattorit minimoivat

todenndkdisyyden sille, ettd Bzcn estimaattori b poikkeaisi

c*2

merkitse#ééti.nollasta, kun Y*c*:td ajatellaan selitetyn kai-

killa xi“muuttujilla i=1,...,K.

Oletetaan, ettd virhetermit noudattavat normaalijakaumaa, ja

ettd Eu=0 ja Euu' = ciI. Td11ldin sen hypoteesin vallitessa,

2)

ettd 82 = 0, noudattaa testisuure

=K Q2

(3.31) K-K; J(X

F-jakaumaa vapausastein B

= Kl’ jossa

* ok * ¥
(3.32) Q2 = bziDb2 = c 'Y 'HY c

Suuret testisuureen arvot antavat athetta epiillid hypoteesin ‘

82 = 0 oikeellisuutta. On selvdd, ettd estimaattori, joka

1) vrt. Wonnacott-Wonnacott, mt., s.37g

o 5

\
2) vrt. Goldberger, mt ‘s.l73-
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minimoi lausekkeen (3.27), minimoi my0s lausekkeen (3.31).

Liitteessd on todistettu, ettd edelld esitetyt Bl:n ja Y:n
estimaattorit ovat itse asiassa rajoitetun informaation
maximum likelihood-estimaattoreita. Kdiden estimaattoreiden

ominaisuudet ovat tunnetut. Niitd kdsitellddn luvussa 3.5.

i B Identifiointirajoitusten testaaminen

Tdhdn asti on oletettu, ettd muuttuja Y*y* on riippu-

maton muuttujista Xp ypr e r¥ge Tdtd oletusta voidaan myds
1
testata. Ekonometrian oppikirjoissal) on yleisesti esitetty

kdytettdvdksi testisuuretta (ﬁ-l), joka itse asiassa on

>
o
Il
>
~

(3.33)

jossa A on pienin ominaisarvo yhtdldstd (3.29) kuten liitteessi
on todistettu. (ﬁ-—l):n voidaan osoittaa noudattavan asymptoot-

tisesti jakaumaa XE—K M1 jos identifiointirajoitus on oikea.

Kuten luvussa 3.3.4. osoitettiin, noudattaa testisuure

T-K 5 T-K
1 K=Ky

(3.31) (;—l)

F-jakaumaa vapausastein == Kl, jos identifiointirajoitus on

T = K

1) kts. esim. Goldberger, m.t., s. 346.
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oikea. Jos testisuure joutuu hylkddmisalueelle, tiedetddn,
ettd jokaiselle lineaarikombinaatiolle Y*a, jossa a:n ylin
alkio on ykk&nen, testisuure joutuu hylkddmisalueelle: A
saatiin minimoimalla lauseke, joka samalla minimoi ko. testi-
suureen. Jos minimikin on liian suuri, ovat varmasti kaikki
muutkin te;tisuureen saamat arvot liian suuria. Identifiointi-
rajoitus 62 = 0 voidaan silloin hyl&dtd ja vaihtoehtoinen hypo-

teesi 82 * 0 astuu voimaan.

Basmannl) on johtanut vastaavan testisuureen 2VPNS-estimaatto-
ria kdytettdessd. Hinen mukaansa testisuure
Xk * %
‘T-K c 'Y 'HY ¢

(3:.32) e e
K—Kl—M+1 c 'Y MY c

jossa c* on y*:n 2VPNS-estimaattori, noudattaa approksimatii-
visesti F-jakaumaa vapausasteilla K-—Kl - M+1 ja T-K. Tes-

tisuure voidaan esittdd nelidsummalyhenteiden avulla muodossa

T=K L(X,)
(3.33) . 2’ 2VPNS

K—Kl—M+l J (X)

2VPNS

jossa alaviite 2VPNS viittaa siihen, etti c* on 2VPNS-estimaat-

tori .

2)

Theilin mukaan Basmannin menetelmd on Monte Carlo-kokeissa

osoittautunut xz—menetelméa paremmaksi.

1) Rasmann (1960).

2) Theil: Principles of Econometrics, s. 508.
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2VPNS-menetelmidn yhteydessd voitaisiin myds ajatella ehdollis-

ta F-testid: ehdolla, ettd y*:n 2VPNS-estimaattori c* on oikea,

testataan, poikkeaako muuttujia Xy 41700 r¥g vastaavan kerroin-
1

vektorin B, estimaattori b_x, merkitsevdsti nollasta,kun muuttu-

jaa Y*c* selitetaan muuttujilla XyreeorXy ja yhtdld estimoi-

daan PNS-menetalmdlld. Testisuure !

T-K L(X,)

K—
Ky T 5upns

noudattaa F-jakaumaa parametrein K--Kl ja T~ K, kun identi-

fiointirajoitukset ovat voimassa.

Kaikissa eo. testimenettelyissd on oletettu virhetermin

noudattavan normaalijakaumaa.

3.4 k-luokan estimaattorit

Ennen kuin siirrytddn estimaattoreiden vertailuun, laajenne-
taan tarkasteltavien estimaattoreiden ryhmdd yksiparametri-
sella estimaattoriperheelld, k-luokan estimaattoreilla. Tamdn
Theilin kehittdmdn estimaatoriryhmdn normaaliyhtdl6t voidaan

1)

esittdd muodossa
(3.35)  (Y'¥-kV'V)e, + Y'X;b_ = Y'y-k\'y

3:3 ' ' _
( 6) XYc, + XX b, = X}y

1) vrt. Goldberger, m.t., s. 336.
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jossa

1

(3.37) \’}'y = Y'[T - X(X'X) "X'ly = Y'My

A
(3.38) V'V = Y'MY

(3.39) b, = (xixi)'-lx-i (y-¥e,)

(3.35) voidaan.eSittééseuraavasti:

(3.40) Y [I—kI+kX(X'X)-lX']Yck+Y'lek=Y' [I-kI+kX(x'X)'lx']y \;
|
Sijoittamalla t&hdn (3.39) saadaan E
(3.41) Y [I—-kI+kX(X'X)—lX' - X, (XX )'lx']Yc |
1'% 1%k

= Y'[I-KI +kX(X'X)"Ix' -x_ (X!x.) "1x!] |
1% ALY !
Tdstd saadaan edelleen ’

(3.42) Y- [T-%p (%)) TIxf] 4k (X (') M=%, (x]%) TR} 1hve,
= y'{(1-k) [I-X, (XX )"lx'] +k [x(x'x)'lx'—x (XX )'1x']} |

1 W18 1 1'%1% TRt ]

Toisaalta

1)

L v =m x.p Ixrm

(3.43) X' (X'X) 1 =M%, My

. -
X Xl (xixl)
2)
=H
1) vrt. Goldberger, m.t., s. 174 ja 176. ‘

2) vrt. kaava (3.25).
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joten (3.42) saa muodon

(3.44) Y'[(l—k)Ml + kH]YCk = Y'[(l—k)Ml + kH]y

: -1 |
Moo= T - : ' i
jossa M; I Xl(Xle) X{ eli Cy on!

o
(3.45) cp = {Y'[(l—k)Ml+kH]Y} Y'[(l—k)Ml+kH]y }
(3.44) on auki kirjoitettuna

(3.46) (l—k)Y'Mch_k S5 kY'HYck

= (1-k)Y'M,y + kY'Hy

1
Toisaalta kaavaan (3.44),pééstéén minimoimalla ck:n suhteen

lauseke

(3.47) (l—k)(y—Yck)'Ml(y—Yck) + k(y—Yck)'H(y—Yck)

<> (1-k)J(X;) + KL(X,) /

kuten liitteessd on todistettu. Tdten k-luokan estimaattori

saadaan minimoimalla (3.46) Cp i suhteen ja laskemalla bk

kaavasta (3.39).
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3.5. Estimaattorien vertailu

3.5.1. Estimaattorien toimenkuvaukset

Seuraavassa pyritd&n vertailemaan toisiinsa erilaisia y :n
estimaattoreita c¢ . Kaikki Bl:n estimaattorithan osoittau-
tuivat olevan tavallisia PNS-estimaattoreita, kun muuttujaa

y — Yc selitetd&n muuttujilla Xyrees X Tdstd seuraa, ettd

K. *
1
onpa ¢ saatu milld tahansa menetelmistd 2VPNS, RIML, k-luo-

kan estimaattorimenetelmd tai PNS, jossa siis c¢ ja bl on es-
timoitu yht'aikaa, on voimassa nelidsummahajoitelma: .

(3.48) K = S(Xl) + J(Xl) (kts. luku 3.3.3)

Samoin on voimassa, ettd jos (y - ¥Yc):td olisi PNS-menetelmdl-

14 selitetty kaikilla xi—muuttujilla i=1,...,K, niin

(3.49) K = S(X) + J(X)

Toisaalta kaavan (3.22) mukaan

(3.22) L(X,) = S(X) - S(X;)

jolloin kaavoista (3.47), (3.48) ja (3.22) pddstddn kaavaan

(3.50) (X)) - L(X,) = J(X)

Kaikki nelidsummat kaavassa (3.49) ovat c*:n (eli c:n) funk-

tioita. Estimaattorin toimenkuvaukseksi kutsutaan tasta
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eteenpdin jonkin nelidsumman minimoimista c:n suhteen. PNS-

estimaattorin toimenkuvaus on luonnollisesti

. min
(3.51) PNS: J(Xl)

1)

Luvun 3.3.3. mukaan 2VPNS:n toimenkuvaus on

(3.52) 2vpNs: Min L(X,)

Luvun 3.3.4. mukaan RIML:n toimenkuvaus on

min L(X2)

(3.53) RIML:
J (X)

Luvun 3.5 mukaan k—-luokan estimaattorin toimenkuvaus on

(3.54) k-luokka: ™% (1-k) J(X;) + KL(X,)

eli k-luockan estimaattorin toimenkuvaus on painotettu keskiarvo

2)

PNS:n ja 2VPNS:n toimenkuvauksista®™’, painoina (1 - k) ja k.

Tdstd ei seuraa, ettd k-luockan estimaattori olisi painotettu

keskiarvo PNS- ja 2VPNS-estimaattoreista.

1) Teoksessa Wonnacott-Wonnacott, m.t., mainitaan s. 381, ettd
2VPNS minimoi jddnnOsvarianssien erotukseniJ(Xl) - J(X);
tdmdhdn on yhtd kuin L(Xz). '

2) Teoksessa Wonnacott-Wonnacott, m.t., osoitetaan s. 379, ettd
k-luokan estimaattori voidaan tulkita instrumenttimuuttuja-
menetelmdksi, jossa instrumenttimuuttuja on painotettu keski-
arvo PNS:n ja 2VPNS:n instrumenttimuuttujista.



_34_

Yhdistettynd estimaattorien toimenkuvaukset ovat siis seuraa-

vat:
(3.55) Estimaattori minimoi tavoitefunktion
c:n suhteen
PNS J (Xl)
2VPNS L(Xz)
RIML , L(X2)
J (X)

k-luokan estimaattori

(l—k)J(Xl)+k L(XZ)

Kaikki tavoitefunktiot ovat kvadraattisia c:n funktioita.

Kolme ensimmdistd tavoitefunktiota voi saada vain ei-negatii-

visia arvoja. Huomattakoon, ettd RIML:id ei voida laskea, kun

J(X) = 0.

Y1lld olevat tavoitefunktiot voidaan luonnollisesti esittii

useissa eri muodoissa kdyttdmdlld hyviksi yhtdlditd (3.21)

Ja (3.22]).
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3:5u2% Estimaattorien vertailu

Estimaattorien vertailu tapahtuu pddasiassa taulukon (3.55)
avulla. Aluksi vertaillaan estimaattorien keskinéisié.suh—
teitaferi tilanteissa ja lopuksi yleisesti. Eri tilanteissa
havaiﬁtojen, poissa—- ja mukana olevien eksogeenisten muuttu-
jien sekd endogeenisten muuttujien lukumddrdt vaihtelevat.
Muistettakoon, ettd tutkimuksessa on oletettu mallien kaik-
kien endogeenisten muuttujien olevan mukana tarkastellussa yh-i
tdldssd. Oletus ei sindnsd ole tdrked eikd vdhennd todistus-
ten yleisyyttd. Jos kaikki endogeeniset muuttujat eivdt ole
mukana, on luvun M- 1 paikalle seuraavassa tarkastelussa ase-

tettavalyhtd16sssd selittdjini olevien endogeenisten muuttu-

jien lukumd&ri.

1° Tarkastellaan tdsmilleen identifioituvaa yhtdldd, eli

K-—Kl = M-1, ja oletetaan, ettd K<T. Luvun 3.2. perusteella

tiedetddn, ettd muuttujia x x_, vastaavat regressioker-

R+17° 7K

toimet voidaan saada nolliksi. T&dten luvussa 3.2. esitetty
ratkaisu minimoi sekd 2VPNS:n ettd RIML:n tavoitefunktion,
eli ndmd estimaattorit yhtyvat luvussa 3.2. esitettyyn esti-

maattoriin, jota kutsutaan epdsuoraksi PNS-estimaattoriksi.

Kuten tunnettua, 2VPNS-estimaattori on k—-luokan estimaattori
P ' /2
k:navullal, ja RIML On;[k-luokan estimaattori k:narvolla A+1. Tdssi
{

tapauksessa A' saa arvon 0, joten 2VPNS, RIML ja k-luokan esti-

maattori k = 1 yhtyvédt.
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2° Tarkastellaan yli-identifioituvaa yhtdlod, eli K-Kl>B4—]_

jossa edelleenK < T.

Estimoidun yhtdl6n selityskykyd voidaan vertailla jdadnnds-
nelidsumman J(Xl) avulla. Tdmd saa pienimmdn arvonsa, kun
kdytetddn PNS-estimaattoria. Seuraavaksi todistetaan, ettd
2VPNS:n j&ddnndsnelidsumma on pienempi kuin RIML:n jddnndsne-

liésumma. Taulukosta (3.54) voidaan pddtellé, et#é

L(X

L (X)) prmr, 2) 2vpNS

(3.56) <
J(X) prmr, I (X) HupNs

ja ettad

(3.57) L(X > L(XZ)

2)RIML 2VPNS '

josta seuraa

(3.58) J(X) > J(X)

RIML 2VPNS '

joka voidaan (3.49):n mukaan esittdd muodossa

(3.59) J(X - L(X > J(X o L(XZ)

l)RIML 2)RIML l)ZVPNS 2VPNS

Tdstd voidaan pddtelld, ettd

(3.60) J(Xl) = J(Xl) > L(X - L(X

RIML 2VPNS 2)RIML 2)2VPNS
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Yhtdlbiden selityskyvystd voidaan siis todeta, ettd

<J (X

(3.61)  J(Xy)pyg <I (X)) Hypys 1) RIML

3° seuraavaksi tarkastellaan tilannetta, jossa K-K1>D1—l
ja K = T. Tdlldéin J(X) = 0, eli J(Xl) = L(X2) kaikilla esti-

maattoreilla. Taulukosta (3.54) havaitaan, ettd
(3.62) J(X) = 0 =» RIML ei ole olemassa

(3.63) PNS = 2VPNS = k-luokan estimaattori kaikilla
ddrellisilld k:n arvoilla. RIML on tdssd tapauk-

sessa k-luokan estimaattori k:n arvolla d&dretdn.

4° Lopuksi tarkastellaan tilannetta, jossa K-—Kl = M-1 ja

K = T. Kohdista 1° ja 3° voidaan paddtellda, ettd

(3.64) RIML ei ole olemassa

(3.65) PNS = 2VPNS = k-luokan estimaattori kaikilla]k]< =

(3.66) J(xl)PNS = J(xl)2VPNS = J(Xl)k = 0

Eri estimaattorien toimenkuvaukset siis painottavat eri lailla
yhtdldn selityskykyd [eli termid J(Xl)] ja rajoitusta Hz*y* =0
[eli termid L(X2)]. k-luokan estimaattori painottaa selitys-
kykyd painoa (1-k) iéﬁ identifiointirajoitusta painolla k.
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Tdten

o= PNS painottaa vain selityskykyd,

- 2VPNS painottaa vain identifiointirajoitusta,

= RIML painottaa yli-identifioituvassa tapauksessa, samoin
kuin ne k-luokan estimaattorit,; joilla k >1, selityskykyd
negatiivisesti ja identifiointirajoitusta yli 1l:n suurui-

sella painolla.

Huomattakoon, ettd RIML on k-luokan estimaattori, jota vastaa-
va k—-luokan estimaattorin tavoitefunktion arvo on nolla. Jos
merkitddn Ai:llé RIML:n laskemisessa saatua i:nnettd ominais-
arvoa, voidaan pddtelld, ettd k-luokan estimaattorin tavoite-

funktio saa arvon nolla kaikilla ki:

(3.67) k. =, +1

k-luokan estimaattorin tavoitefunktio voi saada myds negatii-
visia arvoja. Tdmd saattaa olla yhteydessd siihen, ettd tie-

tyilla k:n arvoilla estimaattori "r&jdhtada".

2VPNS vaikuttaa monessa suhteessa miellyttadvdammdltd kuin RIML.
Se on laskennallisesti yksinkertaisempi, selityskyky on yli-

identifioituvassa tapauksessa parempi, se on olemassa tilan-=..

LN

o

teissa 3° ja 4° eli tilanteissa, jossa K = T. T#1l8in RIML ei

ole oclemassa. Jcs RIML tulkitaan k-luokan estimaattoriksi, sen

ominaisuus painottaa selityskykyd negatiivisesti vaikuttaa

epdilyttdavdltd.
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RIML vaikuttaa 2VPNS-estimaattoria kdyttdkelpoisemmalta ainoas-

taan identifiointirajoitusten testaamisessa.

Luvussa 3.3.2. esitetty estimaattori ei ole ollut vertailussa

mukana. Tdhdn estimaattoriin palataan lyhyesti seuraavassa

Juvussa.
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4. YHTEENVETO

Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittdid, miten teoreetti-
sen mallin sisdltdmdd, erilaisista oletuksista koostuvaa
informaatiota voidaan k&dyttdd hyvdksi estimaattoreita muo-
dostettaessa, ja miten erddt yleisesti tunnetut ja kéyte-

tyt estimaattorit tdtd informaatiota kdyttdvat.

Aluksi tutkittiin virhetermien ja selittdvien muuttujien
keskindistd riippuvuutta. Todettiin, ettd oleellista ei
ole se, ettd virhetermit olisivat riippumattomia selitté&-
vistd muuttujista, vaan se, ettd riippuvuus on tunnettu.
Luvussa 2 esitettiin kaava hyvdlle estimaattorille, kun
virhetermin ehdollinen odotusarvo ja ehdollinen varianssi

tunnetaan.

Run virhetermit oletetaan riippumattomiksi eksogeenisista
muuttujista, ei redusoidun muodon parametrien estimoinnis-—
sa ole vaikeuksia. MyOs Bl:n estimointi on selvdpiirteistd:
tulkitaan Y*c*, jossa c* on Y*:n estimaattori, selitettd-
vdksi muuttujaksi, ja estimoidaan BL tavallisella PNS-mene-
telmdlld. Todettiin, ettd k-luokan estimaattorit, siis myds
2VPNS ja RIML, voidaan esittdd tdssd muodossa. Identifioin-
tirajoitusten testaaminen voitiin my&s palauttaa tavalli-
sen klassisen regressioyhtdldén kertoimia koskevien hypotee-

* ok
sien testaamiseen, kun Y ¢ +tulkittiin selitettdva@ksi muut-

tujaksi.
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Y:n estimointia varten ei riittdva@d informaatiota virhe-
termien ja muuttujien Y; riippuvuuksista ole. Tdmén sijas-

ta kdytettiin hyv&ksi olettamusta

joka voidaan my8s esittdd muodossa
(4.2) N, = sz

Y:n estimointi osoittautui olevan sellaisen vektorin c

etsimistd, ettd yht&dld
(4.3) P, = ch

0lisi "mahdollisimman hyvin" voimassa, kun P, ja P2 ovat

:tn ja II,:n PNS—-estimaattoreita. Antamalla erilaisia ope-

., 5
rationaalisia tulkintoja sanonnalle "mahdollisimman hyvin",

padadytédédn erilaisiin estimaattoreihin.

Y:n estimointi on itse asiassa tavallista regressioanalyy-
sid, jossa redusoidun muodon estimaatit ovat havaintoja.
Yhtdlon (4.3; voidaan tulkita poikkeavan yhtalbsté_(4.2)
siind mielessi, ettd muuttujien havainnoissa on mittausvir-

heitd. Tiedetisn, ety

1) Vrt. Goldberger, mt., s. 174.
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- -1 1
(4.4) P, =T, + D X2Mlv
(4.5) P = T + D ixIM v
) 2 2 271
josta seuraa
e =1, ' - - ’
(4.6) P, = sz + D X 2Ml(v vy) sz + €
(4.7) Ee = 0
2 -1
(4.8) Ece' = oD - V'M
: | , (D = XX) \

Td11l6in y:n estimaattori c saadaan Aitkenin yleistetylld

1)

pienimmin neliSsumman menetelmdllda ™’ :

— ' I
(4.9) c = (P2DP2) P2Dp2

Sijoittamalla (4.9) :&in p,:n ja P,:n lausekkeet :ja sieven-

2

tdmdlld saadaan

lymm x. p 1y

-1,
X,D X 1%5 2Mly

e | |
(4.10) c = [y M X, 5

MlY]

1

I

(Y'HY) “Y'Hy

!

1) Vrt. Goldberger, mit., s. 232,
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1)

Havaitaan, ettd ¢ on y:n 2VPNS-estimaattori™’ . Se on
konsistentti, vaikka virhetermit eivdt olekaan riippumat-
tomia selittdvistd muuttujista (joiden havaintomatriisi

on PZ)'

Luvussa 3.3.2 johdettiin y:lle estimaattori

_ -1
(4.11) ¢ = (PyP,)

B3P,

joka on muuten samanlainen kuin kaavan (4.9) estimaattori,
mutta se ei huomioi virhetermien kovarianssimatriisia.

Jos virhetermit olisivat riippumattomia selittdvistd muut-
tujista, jotka olisivat ei-stokastisia, olisi Aitkenin
yvleistetyn Gauss—Markov-teoreeman mukaan estimaattorilla
(4.11) suurempi varianssi kuin estimaattorilla (4.9).
Vaikka ndmd olettamukset eivdt ole voimassa, tuntuu (4.9)

paremmalta estimaattorilta kuin (4.11).

Huomattakoon, ettd yht&dl6ssd (4.6) on havaintoja K-K, kap-
paletta ja selittdvid muuttujia M-1 kappaletta. Vapausas-

teiden md&&rd K-K.-M+1l mittaa samalla alkuperdisen tarkas-

1
teltavan yhtdlén yli-identifioituvuuden mddrdd. Tdstd havai-
taan mybs, ettd estimointi ei ole mahdollista ali-identi-

fioituvassa tapauksessa.

1) Vrt. luku 3.3.3.
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Intuitiivisen mielikuvan eri estimointimenetelmien toimin-
nasta eri tilanteissa saa tarkastelemalla estimaattoreiden
toimenkuvauksia. Ndiden toimenkuvausten avulla voidaan redu-
soidun muodon estimaatteja jossain mddrin kdyttdd hyviksi
my8s rakennemuodon yhtdloitd spesifioitaessa. Ilmeiseltd
virhespesifioinnilta esim. vaikuttaa tilanne, jossa rakenne-
muodon yhtdldstd on jdtetty pois sellainen eksogeeninen muut-
tuja xj, josta muuttuja y on redusoidun muodon estimaattien
perusteella riippuvainen, mutta mik&dn mukaan otetuista endo-
geenisistd selittdvistd muuttujista ei ole riippuvainen xj:sté.
Tdllainen "poikkeava havainto" painottuu ilmeisesti merkittd-
vdsti kaikissa y:n estimointimenetelmissd. Helpoimmin asia

on ymmdrrettdvissd tarkastelemalla estimaattoria (4.11),
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5. PARAMETRIEN ESTIMOINTI ALAMITTAISISTA OTOKSISTA

Aiemmissa luvuissa on oletettu, ettd mallissa on eksogee-
nisid muuttujia vdhemmé&n kuin havaintoja, eli K< T.

Luvussa 3.5 tarkasteltiin estimaattoreita myds tilantees-
sa K = T. Tdlldin matriisi X on ei-singulaarinen ja H*:n

*
estimaattori P on
(5.1) P =X"Y

Kun K > T, ei redusoidun muodon kerroinmatriisia voida
estimoida, eikd yhtddn luvussa 3 esitellyistd y:n esti-
maattoreista my&skdin voida laskea. Tdllaisessa tilantees-—

sa otosta voidaan kutsua alamittaiseksi (undersized).

Useita alamittaisten otosten tapaukseen sopivia estimaat-
toreita on jo kehitettyl); monet ndistd ovat iteratiivisia.
Seuraavassa johdetaan yvksinkertainen y:n estimaattori,

joka sopii tilanteeseen K > T.

Oletetaan, ettd moniulotteinen stationaarinen stokastinen

prosessi generoi muuttujien XyreserX .arvot (ts. hyl&atddn

K
olettamus muuttujien ei—stokastisuudeéta). Virhetermien

oletetaan olevan riippumattomia muuttujista Xy

1) Kts. Dutta (1975).
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* %
Muuttujan Y Yy oletetaan edelleen olevan riippumaton

muuttujista x IR < Riippumattomuudesta seuraa, ettd

K+1’ K*
1
* %
(5.2) cov(Y vy , xi) = 0 kaikilla i = Kl+l,...,K
Td1lldin mySs
* * * ok

(5.3) E(X2 - EX2)'(Y,Y -EYy ) =0
eli

5.4 E(X, - EX.)' (Y y o xay =0
(32 (X, 2 Y = XLy gt 4 =
eli

5.5 E(X, - EX.)' (Y = X y) =0

sillid edelleen on oletettu, ettid

(5.6) n;y* -0

*
EX2 ja II; ovat tuntemattomia, mutta ne voidaan korvata

estimaattoreillaan. EX2:n estimaattorina kdytetddn otos-

keskiarvoista muodostettua matriisia X jonka tyypillinen

a7

alkio on

% = 1. o4
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jossa siis 2aon Txl-vektori, jonka alkiot ovat ykkdsii.

Merkitdén
{5.8) Z2 = X2 = X2
" : g . e SR e s 1)
Hl:n estimaattorissa kdytetdén Pl:ta, joka on
(5.9) P, = (x!%,) txry’
) 1 1 g 1

~,

* ok
T&l16in P, voidaan osittaa samoin kuin Ifj,:

N* ~
(5.10) Pl = [51Pﬂ
~*
Pl on yleensd harhainen estimaattori.

Yhtdldn (5.5) vasemman puolen paikalle tulee nyt vastaava

"otossuure"

~

L o ¥ * ok
(5.11) ZZ(Y - XlPl)Y = d

joka (K—Kl)xl—vektori. Se ei ole nollavektori, mutta sen
voisi olettaa olevan "1l&dhelld" nollavektoria.

Vektori d voidaan osittaa seuraavasti:

= ' - = - v o T
(5.12) d Z,5 (y=X.p;) 22. (Y-X,P )y

1) Oletetaan, ettd K1< T.
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* * ~x
jossa on kdytetty hyvéksi Y :n, vy :n ja Pl:n osituksia.

(5.12) voidaan esittdd muodossa
F (veX = ) = 72V (Vv D
{5.13) Z2(y lel) Zz(Y XlPl)y + da

Yhtdld (5.13) on erddnlainen regressioyhtdld.

Merkitdan

(5.14) s = Zé(y—xlpi)
= 7V (Y=X_.P.

(5.15) R Zz(Y lel)

jossa s on (K—Kl)xl—vektori ja R on (K—Kl)x(M—l) -

matriisi. T&l1l1l6in (5.13) saa muodon
(5.16) s =Ry + d
Virhetermistd voidaan pddtelld, ettd

(5.17) Ed on tuntematon ja\
(5.18) E(d-Ed) (d-E4d) ' on tuntematon.

Y:1lle saadaan nyt estimaattori PNS-menetelmdll&:

2 h

(5.19) ¥ = (R'R) "R's
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Huolimatta siitd, ettd ? on harhainen eikd silld liene
mitddn minimivarianssiin vivahtavia ominaisuuksia, se on
ilmeisesti konsistentti. Olen yrittdnyt osoittaa konsis-
tenssiuden liitteessd. Konsistenssin mielekkvys tédssd ta-
pauksessa tuntuu kuitenkin kyseenalaiselta, koska siinid

havaintojen m&drdn  ldhestyessd ddretdntd on myds K < T.

Monimutkaisista merkinndistd huolimatta estimaattorin ;
taustalla oleva ajatus on yksinkertainen: valitaan sellai-
nen v, ettd otoskovarianssit muuttujan (y—Y?) ja muuttu-
jien Xpppr - r¥g vdalilld ovat "mahdollisimman l&hell&"
nollaa.lkriteeriksi on valittu se, ettd otoskovarianssien
nelidsumma minimoituu. Muuttujan (y—Y?) otoskovarianssi

muuttujan xj kanssa on hajotettu eri muuttujien Yy otos-

kovariansseiksi muuttujan xj kanssa.

Muuttujien Yy otoskovarianssia xj:n kanssa ei kuitenkaan
ole laskettu y;:n otoskeskiarvon avulla, vaan sen sijaan
on kdytetty termia
(5.20) (x2x.) " txry
. 171 14i

Regressioyhtdltssd (5.16) muuttujan s havainto j on risti-
tulo

=1

(5.12) Ishy = (x4=%y) ' Iy~ (X]X;) "X{y,]
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ja matriisin R tyypillinen alkio on

= ' - 1 —Loq
(5.22) (R} = (x5m%5) ' byy = (XX TRy L)

Tdstd havaitaan, ettd alkiot ja samalla myds estimaattori
? riippuu muuttujien xj, j=K1+l,...,K mittayksikdista.
Tamd vika voidaan poistaa jakamalla muuttujien xj arvot
ko. muuttujan otoskéskihajonnalla. \_ :

Huomattakoon, ettd eo. estimaattori voidaan laskea kaikissa

tapauksissa, joissa K -~ K, > M'-'1 ja K; < T. Todella suu-

i}

- M + 1 luultavasti

1
rissa malleissa on vapausasteita K - Kl
hyvin runsaasti. KdytdnnOss&d tdméd lienee usein ndenndisti,

koska osa havainnoista on luultavasti l&helld nollavektoria,

ts. mikd&dn alkuperdisen yhtdldn endogeenisistd muuttujista

ei korreloi joidenkin muuttujien x. kanssa.

Kun y on estimoitu, voidaan By in estimaattorina jdlleen k&yt-

tdd estimaattoria

i -1
(5.23) b, = (Xle)

1 Xt - v




TODISTUSLIITE
Luku 2.2.1.

Tarkastellaan yhtdlda

(1) y = Zo + u ,jossa

(2) E(ulz) =1,

(3) EE(u—Eu)(u—Eu)'IZ] =Giwz ;, Jjossa WZ on positiivisesti
definiitti.

Tarkastellaan o:n estimaattoreita &, jotka ovat lineaarisia

y:n ja M_:n suhteen, .eli

(4) &8 =C'y + D'uz

Vdite: a) jotta & olisi harhaton ehdolla Z, tdytyy olla

(5) D' = -C' Jja

(6) Cc'Z2 =1

b) ehdollisesti harhattomista estimaattoreista on

pienin ehdollinen varianssi estimaattorilla

(7) a =C'y-u) = (', 2) Tz'w tiy-u)

Todistus:

Il

(8) E(&|z) = E[c' (Za + u)]zJ.+ ED 'y

li

C'za + C'E(u|2z) + D'u_ \

] 1 ]
C'Za0 + C uz + D uz
Jotta E(&|2) = o, tdytyy vditteen a)-kohdan olla voimassa.
Ehdollisesti harhattomille estimaattoreille on voimassa

9) [@-a)|z]clu-cy, =c'(u- M)

(10) E[@ - a) (8 - a)'|z) = C'o2W C = 0 C'W,C

L d

Voidaan todeta, ettd estimaattori C'(y - uz) kaavassa (7)



|

on ehdollisesti harhaton ja sen ehdollinen varianssi on

: L D
(11) (ZaaIZ) = o C'w ¢

= o2 (z'w ilz) tawtw wilzzrwtzyt
A Z z Z Z

1, ;=1

o Z)

cNg N

-
(Z WZ

Kaikki ehdollisesti harhattomat y:n ja M0 suhteen lineaariset
estimaattorit voidaan esittdd muodossa

(12) &= (&' + F')(y = u,)

jossa ehdollisesta harhattomuudesta edelleen seuraa

(13) F'Z2 =0

T&116in &8:n ehdollinen varianssi on

(14) '(Zaalz)j oi](é' + FOW, (C + F)|

cz(é'w C+ FWC+CTCWF + F'WF)
u Z z z Z

2.0
(Zaa|Z) + o F'WF

silla
., R W |
(15) C'W,F = (2'W,"2) "Z'W_"WF
= (Z'W;lz)—lZ'F
_ ol T §
= (2'W_"2) "0

=0
ja samoin myds F'Wzé = 0.
Koska F'WZF on ei-negatiivisesti definiitti, on b)-kohta todis-
tettu.
Todistus on téysiﬁ analoginen Goldbergerin esittdmin Aitkenin
yleistetyn Gauss—-Markov-teoreeman todistuksen kanssa (kts.
Goldberger, mt., s. 232 - 233). Aitkenin teoreema saadaan

erikoistapauksena tédssd esitetystd teoreemasta.



Luku 2.2.3.

Vdite: Jos edellisessd todistuksessa olisi kaavassa (2) ollut
(1) E(u|z) = E(u]y) = vk ,
saataisiin PNS—-menetelmdlld a:n Xl:té vastaavalle osalle Bl

ehdollisesti harhaton estimaattori

Todistus: Merkitddn m =[g] ; Jjossa m on (M—l+Kl)xl—vektori.
T&lldin

(2) Yk = Zm

Edellisen todistuksen kaavasta (8) voidaan pddtelld, ettd
estimaattorin

1

(3) a = (2'2) “2'y

ehdollinen harha

1

(4) E(alz) = (2'2) "Z2'Zm =m ,

jonka Bl:té vastaava osa on nollavektori.

Luka 3.3.3.

Viite: ¢ = (Y'HY)—l

Y'Hy minimoi lausekkeen
(1) L(X,) = (y-¥Ye) 'H(y-¥c)

Todistus:

3L(X2)
(2) =———— = 2Y'HYc -2Y'Hy
ac
= Q0 <¢=> Y'HYc = Y'Hy
<=> ¢ = (y'uy) ly'my

Saatu tulos on minimi, kun



2
(3)ﬁ§—5%59) = 2Y'HY on positiivisesti definiitti, eli kun

ac ;
c'y'HYc >0 kaikilla ¢ # 0. Tdm& taas pitédd paikkansa, kun

selitettdvdksi muuttujaksi tésséftapauksessa tulkittavaa Yc:té&

vastaava X2:n mukanaan tuoma lisdselitys on >0: ndin voidaan

olettaa yleisesti olevan.

Vidite: Estimaattori c = (Y'HY)_lY'Hy on y:n ja estimaattori
= Bl % T hor ¥ fiape e A W .

bl (Xlxl) Xl(y Yc) Bl.n 2VPNS-ectimaattori.

Todistus:

Lihdetddn liikkeelle Goldbergerin esittdmdstd 2VPNS-estimaat-

torin kaavastal):
" v'x(x'x) " Ixty v'x \ (9 vrx(x'x) " tx'y
L} ] a - 1
| xly xlxl Bl XJy
Kirjoitetaan se auki:
(2) Y'X(X'X)—lX'Y? + Y'X,8, = Y'X(X'X)_lX'y
] (5] ] _—
(3) ley + xlxlsl = xiy
Ratkaistaan (3) Bl:n suhteen:
3 -1
b ' —
(4) Bl (Xle) Xi(y Y¥)
Sijoitetaan (4) kaavaan (2):
51 Y‘X(X'X)_lX'Y? + Y'xl(xixl)'lxl(y—Y?) = Y'X(X'X)-lx'y
eli |
6) [v'x'x) Ix'y - vrx (x!x) " txrv]d
17171 1 _
[v'xx'x) " tx' - vrx,xrx) " txly
i i s | 1

2)

Kaava (6) taas on

1) Goldberger, mt., s. 332 kaava (6.17)

2) vrt. Goldberger, mt., s. 177



1 1

- - 1 i '
(7) Y'MlXZD XéMlY? =Y MlX2D Xley
eli
(8) Y'HYY = Y'Hy

josta saadaan

1

(9) § = (Y'HY) “Y'Hy = c

A

Tdten mySs B, on b, 'kuten kaavasta (4) havaitaan.

Luku 3.3.4.

L(Xz)
J(X)

tetun informaation maximum ‘likelihood -estimaattori RIML.

Vdite: Estimaattori, joka minimoi suhteen ;, on rajoi-

Todistus: Teoksessa Wonnacott - Wonnacott: Econometrics , on
osoitettu s. 378 , ettd RIML minimoi suhteen
J(X,)
(1) _ 1
J (X)
Toisaalta
joten (1) on
(3) J(x))/3(X) = [3(X) + L(X,)]/3(X) =1 + L(X,) /I (X)

joten estimaattori, joka minimoi suhteen L(Xz)/J(X) minimoi

myds suhteen J(Xl)/J(X), eli on RIML.
Luku 3.3.5.

Vdite:y - 1 = j (kaava 3.33)
Todistus: Teoksessa Wonnacott - Wonnacott, Econometrics, on
osoitettu.s. 378, ettd Alon suhteen J(Xl)/J(X) minimiarvo.

Vastaavasti A on suhteen L(X2)/J(X) minimiarvo., Edellisessé

todistuksessa osoitettiin, ettd aina on



(1) 3(X)/3(X) = 1 + L(X,) /T (X)

Edellisessd todistuksessa osoitettiin myds, ettd RIML minimoi

molemmat suhteet. T&dlldin minimipisteet (c) ovat samoja, ja

(2) A=1 + X eli A= 1 = A

Luku 3.4.

Vdite: k—-luokan estimaattori minimoi lausekkeen (l—k)J(Xl) 4

kL(Xz).
Todistus:
(1) J(xy) = (y—Yc)'Ml(y—Yc ja
(2) L(X,) = (y-¥Yc)'H(y-¥Yc)
Td1106in

| a[(1-k)T (%) + kL(X,)]
(3 ,

2(1-k)Y'M

il

- — 1
ch 2(1-k)Y Mly

+ 2kY'HYc - 2kY'Hy

dc

= Q) <=>

(1-k)Y'M,Yc + kY'HYc

(1-k)Y'M.y + kY'Hy <=>

1
Y'[(l—k)Ml + kH]Yc

1
v'[(1-k)M; + kH]y  <=>

kaava 3.44 sivulla 31.

Kyseessd on minimi, jos lausekkeen (3) toinen derivaatta on
positiivisesti definiitti. Toinen derivaatta on ¥Y'M.Y + Y'HY.
Jalkimmdinen termi on jo aiemmin osoitettu positiivisesti defi-
niitiksi. Td116in kcko lauseke on positiivisesti definiitti, jos
Y'MlY on p.d. Tdmd taas pitdd paikkansa, kun mikd&n Y:n lineaa-
rikombinaatio Yc, ¢ # 0, ei PNS-menetelmdlld selity tdysin muut-

tujilla KyreoosXp 3 ndin voidaan olettaa olevan.
1



Luku 5.

Viite: Y = (R'R)_l

R's on Y:n konsistentti estimaattori.
Todistus: Todistusta varten oletetaan, ettd
(1) plim T_lR'R on olemassa ja ei-singulaarinen

1

(2) plim T—lX'u = plim T_lX'V = plim T "X'V = 0

Todistuksen ajatuksena on saattaa s= Zé(y — Xlﬁi) nuotoon,
jossa yksi termi on Ry, osa termeistd paattyy (Tr2 —HZY):aan ja
loput termit sis&dltdvdt jonkin tuloista X'u, X'v tai X'V tai
vastaavan eksogeenisten muuttujien ja virhetermien ristitulon.

1

T4116in voidaan pd&telld, ettd plim (R'R) "R's = ¥y.

Koska T » «, voidaan tarkastella tilannetta T > K. Tarkastellaan
s:n jadlkimmdistd osaa y - Xlﬁl. Todetaan, ettd
(3} ¥ = lel = Yy + X181 + u - lel
Sijoitetaan yhtd1ld6n (3) hajoitelma
= [[*y*= -
(4) By = M¥y*=my ~ Iy

jolloin saadaan

(5) ¥y = Xypy = Yy + X M- XlHly+ u— X

1P1
51 voidaan esittdd muodossa (6): (vrt. Goldberger,s.l1l95)

ko — ] "1| _
(6) p; =p; + (X;X;) "XjX,p, = p; + Bp,

Yhtdlé (5) saadaan nyt muotoon
(7) ¥y - lel = (Y - XlHl)y + Xl(ﬂl ~ pl) - Xpr2

Toisaalta tiedetddn, ettd (vrt. Goldberger, s.164 ja 174)

l
1 -—

(8) my - py = (xjxp T

= Fv



Samoin voidaan pdatelld, ettd

(9) Hl = Pl + FV

T&d110in saadaan yhtdld (7) muotoon

(10) y- X.p

lpl = (Y - lel)Y = X

FVy + Xva - Xpr2

1
Analogisesti kaavan (6) kanssa on voimassa

(11) Pl = Pl - BP,

Tadlloin voidaan (10) esittdd muodossa (12)

(12) y - le1 = (Y ~ xlpl)Y— XlB(p2 - PZY) + X, F(v - Vy)

1

Toisaalta (vrt. Goldberger, s. 175)

=Ly = :
ﬂz + D Xlev = ﬂz + Av Jja

2 H2 + AV

(13) P,

(14) P

Tdlldéin (12) saa muodon

~

(15) y - lel = ¥ ~ XlPl)Y - XlB(ﬂ2 - sz) + Xl(F—A)(v - Vvy)

Oikean puolen keskimmdinen termi on identifiointirajoituksen

mukaan nolla. Havaitaan, ettd

(16) s = Zé(y ~ xlﬁl) zﬁ(y - xlﬁl)y + Z)

2%1
1 e -
Ry + Z2X1(F A) (v=Vy)

{F=n} (v = Vy)

Il

jolloin

L 1=l

plim (T "R'R) T "R's

1

(17) plim vy

1 1

= (R'R) IR'Ry + plim(T *R'R) ‘1plimr~ R'Z;X, (F-A) (v-VY)

2

Havaitaan, ettd yhtdld6n (17) oikean puolen jalkimmdinen termi

sisdltdd eksogeenisten muuttujien ristituloja, silld F pddattyy

matriisiin Xi ja A pddttyy mySs matriisiin Xi. Tdten yhtdld (2)
9 ) §

huomioon ottaen plim y = (R'R) R'R§ =Y.
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