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edelle: a 2 > a 1 ja a 2 7 a O' Vaihtoehtojen a O' a l ja a 3 keski­

näisellä järjestyksellä ei tällöin ole merkitystä: a 2 on joka

tapauksessa paras vaihtoehto. Jos taas b haluaa lähinnä vält­

tää pahoihin onnettomuuksiin liittyviä pieniä utiliteetteja

asettanee hän al:n vaihtoehtojen a O ja a 2 edelle. Tällöin hän

säilyttää suureksi osaksi aO:ssa esiintyvän mahdollisuuden

päästä korkeisiin hyvinvoinnin tasoihin, mutta välttää pahoi­

hin onnettomuuksiin liittyvät pienet utiliteetin tasot.

Useat päätöksentekijät pystynevät kuvion 1 kaltaisesta esi­

tyksestä muodostamaan mielipiteensä vaihtoehtojen keskinäi­

sestä paremmuusjärjestyksestä taL ainakin tunnistamaan mie­

lestään parhaimman vaihtoehdon. Arvostamisen helpottamiseksi

voidaan utiliteettiasteikolle merkit~ näkyviin,mitä konkreet­

tisia onnettomuustilanteita tietyt utiliteettiarvot vastaa-

vat.

On syytä korostaa, että edellä esitetyssä tarkastelutavassa

edellytetään vain, että tulevaisuudenkuvat (ei,ak } voidaan

asettaa miellyttävyysjärjestykseen. Utiliteettiasteikko voi­

daan valita ehdon (l} puitteissa muuten mielivaltaipesti. Tar­

kastelun lähtökohtana on siis oletus, että ordinaalinen utili­

teetti funktio tulevaisuudenkuville voidaan konstruoida. Tämä

ei ole kovinkaan rajoittava edellytys, vaan tarkastelutapaa

ilmeisesti voidaan soveltaa useissa käytännön tilanteissa.

Lisäetuna esite'tyssä menettelytavassa on, ettei siinä tarvi­

ta hankalia matemaattisia käsitteitä, joita päätöksentekijän

on ehkä vaikea Ylnmärtää. Menetelmä on kuvaileva luontceltcun
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ja sen voi maallikkokin ymmtirtää. Ehkä oleellisin piirre

siinä on, että vaihtoehtojen akEA arvostaminen on jätet-

ty päätöksentekijälIe: vain informaatio arvostamista var-

ten on pyritty esittämään helppotajuisessa, mutta täsmäl-

lisessä muodossa. Päätöksenteko,teorian mielessä. ongelmaa ei

näin ollen ole vielä ratkaistu, mutta edellä se on jaettu

loogisiin osiin, jotka nähdäkseni auttavat ymmärtämään ongel-

man luonnetta sekä kirjallisuudessa esiteltyjä usein mate-

maattisesti vaikeatajuisia ratkaisuyrityksiä. Seuraavassa

1uvus sa tarkas te llaan, millä ede llytyks illä ut il i teet in odotus­

arvoon p~rustuvaa arvostusmenetelmää voidaan soveitaa jäljelle

jääneiden vaihtoehtojen keskinäisen edullisuuden vertailuun.

5 . UTILITEETIN ODOTUSARVOON PERUSTUVA VAKUUTUSSOPIMUSTEN

VERTAILU

Päätöksentekoteoriassa edellytetään usein, että päätöksen-

tekijä asettaa harkitsemansa vaihtoehdot akEAb,t paremmuus­

järjestykseen kiinnitttien huomiota ainoastaan vaihtoehtoi­

hin liittyvien utiliteettien jakaumien odotusarvoihin eli

~aihtoehtojen tuottamiin keskimääräisiin utiliteetteihin.

Menettely olisi hyvin luonteva, mikäli utiliteettien jakaumat

(vrt. kuvio l) poikkeaisivat toisistaan vain sijainniltaan

(keskiarvoltaan, odotusarvoltaan) , jolloin jakaumat saa-

taisiin yhtymään toisiinsa siirtämällä niitä asteikolla.
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Mutta yleensä utiliteettien jakaumat eivät ole näin saman-

kaltaisia, vaan keskiarvojen lisäksi jakaumien hajonnat, vi-

noudet jne. Vaihtelevat, kuten edellä kuviossa '1. On ilmeis-

tä, ettei ole mielekästä per'ustaa vaihtoehtojen a k paremmuus­

järjestystä tule~aisuuderiktivieri (Ci,ak } mielivaltaisen ordi-
. . ..... . . .. b

n'aalisen utiliteetin ub(cil akI 'odotusarvoon g(ak ) == LU (Cil ak)p(Ci ).

Lukujen g(a
k

) järjestys nimitt~in tavallisesti riippuu ordi­

naalisen utiliteettif~nktion ub(cilak) valinnasta. Jos nimit-

täin h::ffi~:ffi on kasvava f~nktio, on myös lib(Cil a
k

) ~ h(ub(Cil a k ))

edellisen esimerkin järjestysehdon (1) toteuttava ordinaali-

nen utiliteettifunktio ja sen odotusarvo on ij(ak ) =Lub(Cilak)p(Ci).

Tavallisesti odotusarvojen g(ak ) ja g(ak ) (joissa akEAb,t

'

jär­

jestykset poikkeavat toisistaan, eikä siis vaihtoehtojen pa-

remmuusjärjestystä voida näin määrätä yksikäsitteisesti. Voi-

daan osoittaa, että jos kahteen vaihtoehtoon (esim. a l ja a 2 )

liittyvien utiliteettien kertymäfunktiot F1 ja F2 leikkaavat,

mikä on ordinaalisen utiliteettiasteikon valinnasta riippuma-

, - -
ton ominaisuus, niin odotusarvojen g(a1 ) ja g(a2 ) järjestys

riippuu funktion h ja siis utiliteettiasteikon valinnasta.

Vain jos kertymäfunktiot Fl ja F2 eivät leikkaa toisiaan,vaan

esimerkiksi Fl on F 2 :n vasemmalla puolella (eli Fl(x)~F2(x)

kaikilla x:illä),niin ~(al)~~(a2) riippumatta utiliteettias­

teikon valinnasta. Tällöin a l pysyy a 2 :ta htionompana vaihto­

ehtona, vaikka kasvava h-funktio valittaisiin miten tahansa.

Tämti tärkeH tulos on todistettu liitteessä.
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Jos esimerkiksi utiliteettien jakaumat ovat siirtoa vaille

samat, niin kertym~funktiot F l ja F2 eivät leikkaa toisiaan

ja lukujen g(all, g(a
2

) järjestys on utiliteettiasteikon va­

linnasta riippumaton. On syytä korostaa, että tarkastelukos-

kee utiliteetin kertymäfunktioita, ei tiheysfunktioita tai

frekvenssifunktioita, jotka lähes aina ovat päällekkäisiä,

siis "leikkaavat toisensa". ;....

Vakuutuksenottaja b tarkastelee siis vakuutussopimuksia a 1 ,··· ,aK

joita vastaavien utiliteettien kertymäfunktioista yksikään ei

ole kokonaan minkään toisen KF:n vasemmalla puolella. Vakuutuk-

senottajan oletetaan maksimoivan odotettavaa utiliteettiaan.

Hän siis määrää vakuutussopimuks ia vastaava t hyvyys indikaa ttori t

bg (ak) kaavalla

.(13)
1 b

= L P ( C . ) u (C. I ak )
i=1 1 1

ts. uti1iteettien ub(Cilak ) odotusarvona. Laskentakehikko

voidaan esittää seuraavana tau1ukkona.

Päätösvaihtaehdat - Tulevaisuudennäkymien Vakuutus-

A'b,t eli luakittelussa käytetyt sopimusten

tapahtumat
hyvyysindi--

vakuutussapimukset kaattarit

Cl C2 ... -. Cr
gb(akl

b ub (C 2 Iaa ) b b
a u (ellaa ) u (Crlaa ) 9 (a )

0 a

a 1

···---- -~._- -
a1<

b b b b .
u (C1Ia K) u (C2IaK) 1.1 (CilaK) ~ (aK)

,
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Vakuutussopimuksien paremmuusjärjestys määrätään tässä menette-

lyssä niitä vastaavien utiliteettien kertymäfunktioiden (ks. ku-

via 1) odotusarvojen avulla. Menettelytapa edellyttää, että tule-

vaisuudenkuvien (ci,a
k

) miellyttävyysjäijestystä mittaava utili­

teetti konstruoidaan erityisesti tätä tarkoitusta varten. Mikä

tahansa ordinaalinen utilite~ttifunktio ei kelpaa. Siirrytään

tarkasteleciaan mitä lisävaatimuksia ehdon (11) lisäksi utilitee--

tin on tässä menettelytavassa täytettävä.

Jos ub(cilak)-arvojen valitsemista rajoitetaan lisäehdoilla,

jotka määräävä-t nämä lineaarista muunnosta

(14)

yksikäsitteisesti:

vaille, määräytyvät myös gb (a
k

) --luvut samaa muunnosta vaille
.\

(15)

Tämä merkitsee sitä, että sekä utiliteetit ub(Cilak) että

hyvyysindikaattori gb(a
k

) ovat intervalliasteikolla mitatta­

via suureita, kuten esimerkiksi esineiden paikkakoordinaatit,

aika ja t3vanomaiseen tapaan (ei siis Kelvin-asteikolla) m-itattu

lämpötila.

Tarkastettua ongelmaa ja ehtoja, joita utiliteettifunktion

b
u (eil a k ) tulee täyttä~, on runsaasti tarkasteltu päätöksen-

tekoteoriassa, ks. esim. Luce & Raiffa (1957), Neuman &

Morgenstern (1947).
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Ehdon (11) toteuttavan utiliteettifunktion on oltava lisäksi

sellainen, että utili.teettien erotuksien u
b

(C i ' a k ) - u
b

(Cjl a l )

on mitattava kvantitatiivisesti parien,'ci,ak ) ja (Cj,a l )

.välistä miellyttävyyseroa, vrt. Vasama & Vartia (1972, s. 46~48).

Eräs menettely-tapa verta,i.luj en suori,ttamisessa on käyttää

jo aiemmin mainittua todennäköisyysvaakaa (ks. TN. s. 24),

jolloin lisäksi B asettuu nollaksi. Tämä voidaan suorittaa

seuraavasti. Olkoon (Cil ' akll miellyttävin ja (Cia' akOl

epämiellyttävin tulevaisuudenkuva, jolloin kaikille muille

tulevaisuudenkuville (C., a
k

) pätee
. 1

Tehtävänä on määrätä mihin kohtaan vertailtava tulevaisuu­

denkuva (C. ,ak ) asettuu epämiel11ttäviIIunä~ ja miellyttävim-
. 1

män kehitysmahdollisuuden välissä. Kysytäänkin siksi. mikä

on sellainen nollan ja yhden välissä oleva luku n(ci!ak ), että

b:n mielestä on yhdentekevää toteutuuko tarkasteltava tule-

vaisuudenkuva vai sellainen arpomalla aikaansaatu tulevaisuu~

dennäkymä, jossa b todennäköisyydellä n(C, la
k

) pääsee miel-
J.

lyttävimpään tulevaisuudenmahdollisuuteen (Cil,akll ja toden-

näköisyydellä l-n(cil a k ) joutuu epämiellyttävimpään mahdolli­

suuteen (Cia ,akO )· Jos esimerkiksi n(cll a O) = 1/2 niin (c1,a O)

on 'puolivälissä' miellyttävimmän ja; epämiellyttävimmän mah-

dollisuuden määrägmällä asteikolla. Tällöin b:n mielestä on

yhdentekevää tot~utuuko (el,aa) vai heitetäänkö rahaa siitä,

kumpaan ätirimahdollisuut:c~(-mhän joutuu.
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Näin saadut luvut TI(C.\ ak) toimivat utiliteetteina ub(cila k )
J_

ja vakuutus sopimuksen hyvyysindikaattoriksi saadaan

(17) LP (C . ) n (c.\ a l ,) •
1 1 h

Tämä on nollan ja yhden välissä oleva lukri, joka kertoo

miten tulevaisuudennäkymä h(b) (t ~Iak) sijoittuu miellyt­

tävimmän ja epämiellyttävimmän mahdollisuuden määräämällä

asteikolla. Itse asiassa b:n tulevaisuudennäkymä h(b) (t ~Ia)

on b:n mielestä samanarvoinen, kuin mahdollisuus osallistua

arpajaisiin (peliin), jossa todennäköisyydellä gb(ak ) hän

pääsee miellyttävimpään ja todennäköisyydellä l-gb(ak ) joutuu

epämiellyttävimmäksi arvioimaansa tilanteeseen.

Tarkastellaan vakuutussopimusten arvbstamista lopuksi numeerisen

esimerkin avulla, jossa tulevaisuudennäkymien luokittelussa

käytetään 5 tapahtumaa Cl""'CS " Nämä on määritelty siten,

että wait and see - vaihtoehdon tapauksessa CCl,aO)-<"'~ -<-.(cS,a O)

vaatien lisäksi, että peräkkäisten tapahtumien miellyttävyys-

erot ovat likimain yhtä suuret. Tätä kuvastavat wait and see -

vaihtoehtoon liittyvät "hyvinvoinnin asteet" 0.00, 0.2?, 0~50,

0.75 jal.OO sekä niiden kielelliset vastineet "hyvin epämiellyt-

t " "II II h "II V . . s k t . k t kava , ... , yva. arSlnal en va uu ussoplmu sen a
k

apau sespa

],isääntyy b:n hyvinvointi ao-tilanteen hyvinvoihtiin verrattun~

tietyssä Ci -luokassa, mikäli vakuutuskorvaus ylittää vakuutusmaJc.-·

sun ja vähenee vastakkaisessa tapauksessa. Esimerkiksi C 2-Juokassa

halvan vakuutus sopimuksen tapauksessa vakuutuskorvaus ylitt~ä

maksun 650 markalla ja b katsoo hyvinvointinsa lisääntyvän a O-



TAULUKKO 3. VAKUUTUSSOPIMUKSIA VASTAAVIEN TULEVAISUUDENKUVIEN ARVOSTAMINEN JA VERTAILU

I
ONNETTo.'iUUSLUOKAT JA NIIDEN TODcNNÄKÖISYYDET I

(1 (2 (3 I (4 C
1

1
5 I

1
1 I

!I
VAKUUTUSSO? Ir,1UKSET 1% 4 % 15 % 40 % llO % KESKI ARVOT I

I1 I

!
I I

1
AO KORVAUS 0 0 0 0 0 0

I
"\~AIT AND MAKSU 0 0 0 0 0 0 I
S~_lI HYVINVOINNIN 0,00 0.25 0.5 0.75 1.0 0.785

I1
~I:

ASTE
i ,. HYVIN EPÄMIELL. EPÄMIELLYTTÄVÄ KOHTALAINEN MELKO HYVÄ HYVÄ N;:lKO HYVÄ

I
I

1AI KORVAUS 2000 800 300 70 0 125
lIHALPA" MAKSU 150 150 150 150 ! 150 150 I

HYVINVOINNIN 0.25 0.35' 0.53 0.74 ! 0.98 0.784 I, ASTE !

A2 I KORVAUS 5000 2000 800 125 0
I

300

I"TAVALLINEN" 350 350 350 350 350 I 350

I
MAKSU

HYVINVOINNIN 0.35 0.50 0.58 0.74 0.97 0.795
ASTE

A3
i KORVAUS 10000 4000 1600 250 0 6001

I

1
"KALLISlI 700 700

,
700 700 I 700 700~1AKSU

HYVINVOINNIN I 0.40 0.55 0.60 0.73 0.95
I

0.788
11 1 ASTE "
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tapauksen O.25:stä 0.35:een. Saman suuruisen hyvinvoinnin tason

b katsoo liittyvän tilanteeseen (c l ,a 3 ,. Hyvinvoinnin asteet

voidaan ajatella saaduiksi todennäk6isyysvaakaa käyttäen, joten

esimerkiksi vaihtoehto (cl, a 3 ) on b:n mielestä samanarvoinen,

kuin sellainen mahdollisuus, jossa rniellyttävin tulevaisuuden-

kuva (CS,a O) toteutuu todennäköisyydellä 0.35 ja epämiellyt­

tävin (Cl'~Ol todenn~köisyydellä 0.65.

Havaitsen@e, että b:n hyvinvointi vaihtelee eniten ao-vaihto­

ehdossa ja sen vaihtelu pienenee vakuutussopimuksen kallistues-

sao Samalla tosin suurin hyvinvointi myös pienenee vakuutusmaksun

kohotessa. Kuitenkaan b:n mielestä halpaan vakuutukseen liittyvä

tulevaisuudennäkymä ei ole aO:aan liittyvää tulevaisuuden­

näkymää miellyttäyämpi, vaan ne ovat oleellisesti samanarvoiset )
. /

0.784 ~ 0.785. Paras vaihtoehto on b:n mielestä tavallinen

vakuutus, johDn liittyvä keskbuääräinen hyvinvoinnin aste

on 0.795. Tämä on selvästi suurempi kuin esim. kalliill va-

kuutuksen keskimääräinen hyvinvoinnin aste 0.788, joka tosin

on b:n harkitsemien vakuutussopimusten joukossa Ab t = {a O,al ,a2 ,a3 }
. ,

toiseksi paras vaihtoehto. Vakuu·tussopimusten miellytt.ävyysjärjes-

6 .. YIITEENVJJTO

On ilmeisesti mahdotonta redusoida esimerkiksi tapaturmavakuutuk-

sen valintaongelmaa vain varallisuuden (tai tulojen ja menojen)

tarkasteluun. Koska t.ulojen ja menojen hyvinvointivedkutuksct

riippuvat oleellisesti siitä tilallteesta (edellä onnettomuus-
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luokasta C.)) johon ne sattuvat, on t~lot ja menot eriteltävä
1..

onncttomuusluokittain. Rahasuureiden lisäksi on siis onnettomuu-

den vakavullsastc huomioitav~ kött~ktisti tapaturmavakuutuksia

vertailtaessa ja arvostettaessa. Pelkästään rahasuureissa tapah-

tuva tarkastelu lienee mahdollista vain esim. yrittäjän vakuu-

tuksen tapauksessa, joissa tulevaisuudenkuvat riippuvat pää-

asiallisesti odotettavista tuloista. Yrittäjän satunnaisen tulo-

virran arvostamista sekä tulovirran jakauman muuttamista esim.

vakuuttamisen tai rahapeleiksi tulkittavien sijoitusten avulla

voidaankin kuvata yksinkertaisemmilla uhkapeliteoriassa sovel-

lettujen matemaattisten mallien avulla. Sensijaan tapaturma-

vakuutuksia kuvailtaessa ja arvostettaessa on sovellettava

mutkikkaampaa ja yleisemmin sovellutuskelpoista päätöksenteko-

teoriaa. Tutkimuksessa on käytetty Törnqvistin ja Nordbergin

\

Tapaturmavakuutuksien analysoinnissa varsinaisen vaikeuden muo-
/

dostaa eri vakuutussopimuksiin a k liittyvien tulevaisuuden-

näkymien h(b) (t + lak ) kuvailu eli niiden jakaminen yksinkertai­

sempiin tulevaisuudenkuviin h (b) (t + ICi ' ak) (i = 1 , ... ,1) ,

joiden voidaan katsoa toteutuvan ~k:sta riippumatta tietyillä

arvioitavissa olevilla todennäköisyyksillä p(C.). Kun tämä
1.

kuvailu on ensin onnistuneesti suoritettu, on sen jälkeen tule-

vaisuudenkuvat ~(b) (t + \C i ' ak) arvostettava eli asetettava epä­

miellyttävyys-miellyttävyys-järjestykseen, joka edelleen esi­

tetään utiliteettiarvojen u(Ci!a k) avulla. Kutakin vakuutus­

sopimusta vastaa tällöin eräs utiliteettien jakauma, joka kertoo,

missä määrin enemmän tai vähemmän epämiellyttäviä tilanteita on

ko. vakuutussopimuksen tapauksessa odotettavissa.
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Edellä lyhyesti hahmoteltuja vaikeita ongelmia ei voida realis-

tisecn analyysiin pyrittäessä sivuuttaa) vaan ne on jokaisessa

ratkaisuyrityksessä ratkaistava ja ratkaistu enemlnän tai vähem-

män puutteellisella tavalla - näin tapahtuu silloinkin, kun

nämä vaikeudet yritetään kätkeä ratkaisuyrityksen teknisiin

yksityiskohtiin. Tapaturmavakuutusten tapauksessa tulevaisuuden-

näkymien kuvailu on vaikeaa lähinnä sen vuoksi, että vakuutuksen

oleelliset vaikutukset voivat ulottua kauaksikin tulevaisuuteen

ja lisäksi vakuutuskorvausten suorittaminen on sidottu poikkeuk-

sellisten tapahtumien (onnettomuuksien) esiintymiseen. Tämä

edellyttää aikaulottuvuuden ja sattuman samanaikaista tarkas-

telua - tiukasti tulkiten siis stokastisten prosessien alueeseen

kuuluvia tarkasteluja.

\
Tulevaisuudennakymien stokastisten prosessien puitteissa tapah-

tuvaan kuvailuun ei ole edellä ryhdytty, mutta tällä ~lueella

löytyy kiinnostavia ja haastavia tutkimusongelmia.

Eri vakuut~ssopimuksienvertailu ja arvostaminen suoritettiin

tutkimuksessa subjektiivisiin tulevaisuudenkuviin h(b) (t -~ !C., a k)
J.

liitettyjen utiliteettiarvojen u(cilak) todennäköisyysjakauman

avulla. Tätä jakaumaa kuvaava kertymäfunktio F(ulak) kertoo,

missä määrin vakuutussopimuksen ak tapauksessa enemmän tai vähem­

män epämiellyttäviä tilanteita b odottaa esiintyvän tulevaisuudessa.

Tutkimuksen keskeinen lähtökohta on, että vakuutussopimuksia

käyt~nnössä harkittaessa ja vertailtaessa vakuutuksenottaja

luontaisesti)ffiutta ]llonnollisesti karkealla tavalla erittelee

pä~tösongclnlaansn edellä kuvattua laskentakehikkoa vastaavalla
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tavalla. Vakuutuksenottaja siis arvio~, missä määrin tietyn

vakuutussopimuksen a~ulla voidaan mahdollisiin onnettomuuksiin

liittyviä elinolosuhteiden heikkenemisiä lievittää ja vastaako

tämä positiivinen vaikutus vakuutusmaksujen aikaansaamaa varsin

kohtuullista ja helposti arvioitavaa taloudellista menetystä.

Tämä tarkastelutapa poikkeaa ainakin käsitteellisesti varsin

huomattavasti tavanomaisesta vakuutussopimusten ana1ysointi-

tavasta, jossa vakuutusten luonnehditaan vähentävän odotetta-

via "riskejä". Riskin käsite on normaalisti määritelty varsin

epäselvästi ja eri yhteyksissä keskenään ristiriitaisilla tavoil-

1a, ks. esim. Laurila (1977, s. 9-22) ja Elliot & Waughan (1972).

Ainakaan vakuutus sopimukset eivät normaalisti pienennä onnetto-

muuksien C. todennäköisyyksiä p(C.) eli vähennä riskiä tässä
1 1

mielessä.

Selkeä ero on myös yritetty tehdä vakuutussop~muksien ja uhka­

pelie~ analysoinnin välillä. Uhkapelien yhteydessä tarkaste1-

laan vain satunnaisia rahallisia voittoja ja tappioita, joiden

suuruus määräytyy päätöksentekijän kannalta u1kokol1taisista

tekijöistä toisin kuin tutkimuksessa tarkasteltujen vakuutuk-

sien tapauksessa.
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Liite: Teoreema stokastisten päätösvaihtoehtojen arvostamisesta

Lause: Olkoon F1 ja F2 kahteen päätösvaihtoehtoon a 1 ja a 2
liittyvien utiliteettien kertymäfunktiot, ts. F1 (u) = P(~<~ I a1)

ja F
2

(u) = P(1,!<u I a 2). Jos kertymäfunktio F, on kokonaan kerty­

mäfunktion F2 vasemmalla puolella eli F1(x)~F2(x) kaikilla

xEffi, (ts. ehdollinen utiliteetti (~Ial) on (~la2) :ta stokasti­

sesti pienempi) niin kaikilla jatkuvilla, rajoitetuilla ja
(,/

ei-vähenevillä funkt:ioilla h : JR -r JR pätee

(1)
<Xl

Eh(~la,) = J h(x).dF, (x)~
_<Xl

<Xl

J h(x)dF 2 (x) = Eh(~la2)
_ <Xl

Ja kääntäen: Jos ehto (1) on voimassa kaikille jatkLville,

rajoitetuille ja ei-väheneville funktioi1le h : JR+ ffi niin

F1 (x) ~ F2 (x) .kaikilla x:n arvoilla.

Todistus: Stieltjes-integraalei1le pätee

<Xl <Xl 00

Koska h on jatkuva ja (F 1-F 2):n variaatio on kahden kertyrnä­

funktion erotuksena rajoitettu, voidaan suorittaa osittais-

integrointi, ks. Rudin (1964, s. 122):

(2)
b b

= I h(F 1-F 2) - f (F 1-F2)dh.
a a

Kun a + - <Xl ja b + + 0:, ] ähe s tyy ens immäinen termi nollaa (a ina-

kin kun h on rajojtettu) ja koko lausekkeen raja-arvo on siis
00

- J (F,-F 2)dh. T8mä on ei-positiivinen, koska F1(x)-F 2 (x) ~ 0
_00 <Xl

I

ja h oli ci-vähcncvii. Siis f hd(F.1-F Z) ~ 0, josta (1) SClH3a.
-<Xl
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Alkuosa lauseesta on todistettu. Olkoon kääntäen (1) voimassa

kaikille jatkuvjlle, rajoitetuille ja ei-väheneville funk-

tioil1e h. Aivan kuten edellä saadaan

00 00

f hd (f 1 - F 2) :=; - f (F 1 - F 2) dh ~ 0
-00 -00

Olkoon nyt a < b ja h (x) =

Tällöin saadaan

0 , kun x < a

'x'-a , kun a < x < b
b-a

1 , kun b < x.

(3)
b F

1
(x)-F

2
(x}

- f ( ) dx < 0 ja
a b-a -

b
( 4 ) f ( F1 (x) - F 2 (x) ) dx ~ 0

a

kaikilla luvuilla a ja b, joille a ~ b. Jos F1 (x) < F2 (x) jolla­

kin x-arvol1a xo' pätisi F Z Cx) -F 1 Cx) > iCF 2 (x O) -F 1 (x O)) > 0

jollakin välillä [x O,xo + EJ, koska F1 ja F2 ovat kertymäfunk-·

tioina ei-vähencviä ja oikealle jatkuvia. Jatkuvia niiden ei

tarvitse olla. Majorointiperiaatteen mukaan tällöin

x O+E

(5) f (F 2 (x)-F 1 (x))dx; lCFZ(xO)-f1 (x O)) > 0 ,
xo

mikä on (4):n kanssa ristiriidassa. Siis f,(x) ~ F
2

(x) kaikilla

x:n arvoilla. Myös lauseen loppuosa on todis.tettu. 0
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Huomautus: Lause on oleellisesti esitetty j~lkaisussa

Vartia (1973, s. 47), tosin ilman loppuosan todistusta. Hyvin

samantapaisen minlllle aiemmin tuntemattoman formuloinnin perus-

lauseesta esittävät Hanoch ja Levy (1969) 1. teoreernassaan.

Heidän artikkelinsa täydentää tekstissä esitettyjä pohdintoja.

Kuitenkin heidän todistuksensa on virheellinen. Funktiosta h

on oletettava muutakin kuin Hanochin ja Levyn lemmassaan 1

olettama ei-vähenevyys. Edellä on teoreema todistettu, kun

h on lisäksi jatkuva ja rajoitettu. Molempia vaatimuksia voi-

daan toki lieventää.

Toisen, esittämästäni hieman poikkeavan riippumattoman todis-

tuksen on esittänyt Tesfatsion (1976). Tesfatsion tarkastelee

kahta mielivaltaista kertymäfunktiota F1 ja FZ m:ltä m:lle ja

käyttää merkintöjä: U* = {hlh on ei-vähenevä ja jatkuva funk-

tio JR:ltä JR:Jle}, ~*(P1 ,F Z) = {hEU*I~hdF1':"~hdFZ

tel ty sekä äärellinen tai:!: 00 }.

on määri-

(F 1DF Z wrt UJ tarkoittaa, että f hdF 1 - f hdF Z ~ 0 kaikilla hEU

5.e. yhtäsuuruus pätee jollakin h:lla ja [P1 < FZJ <==? [VXEJR

F1 (x) ~FZ(x) & 3XEm: F1 (x) <P 2 (x)J. [P 1DF 2 wrtUJ luetaan

I1 P1 dominates (stochastically) FZ with respect to U", sillä

mielivaltaisen U:n funktion h odotusarvo on Fl-jak~uman tapauk­

sessa vähintään sama kuin F2-jakaumalla. Tesfatsion todistama

teoreema 1 on seuraava:


