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FOREWORD

Professon Leo Tonnquist has acted as scientific consultant to the
Reseanch Institute of the Finnish Economy since 1974. Durning that Lime
he has made a great contribution to various research profects in the
Institute. The Institute has very much benegited from Leo Tirnguist™s
Long and successful career as a teacher and as a reseancher. This
collection o4 anticles, which £s published in honowr 0§ his 70th birth-
day, gives us an opportunity to express our gratitude to him.

This book has been edited by Dr. Matti Vinén. Kani ALho, Lic.Pof.Sc.,

Dn. Timo Terdsvinta, Dn. Pentti Vartia and Dr. YnjG Vartia also
participated in making the selection of anticles included in this volume.
Tuuwla Ratapalo typed the unpublished papers.

Helsinki, November 3, 1981

Tauno Ranta
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PREFACE

Professor Leo Tornqvist has contributed greatly to statistics
and economics both as a teacher and a researcher. As regards
his research work, mention should perhaps be made above all
of some of his studies on the theory of index numbers and

on demand theory, but Leo Térnqvist has also made significant
contributions to the decision-making science, econometrics
and the population science. The articles included in the
present selection will even in themselves provide a picture

of the width of their author's scope.

Leo Térnqvist has played a most important part in the training
of researchers in the fields of statistics and economics in
Finland. All of the post-war post-graduate students of
statistics and economics, and especially those of the 1950s

and 1960s, have almost without exception been in contact with
him. Though Leo Térnqvist has served as a professor of
statistics, his contributions to economics have been of very
great importance. Leo Tdrngvist was the initiator of econometric
research in Finland, and this is why numerous doctoral

dissertations in economics have been written under his guidance.



It has been characteristic of Leo Tdrnqvist, as a researcher,
that, rather than simply evaluating and marginally extending
the scientific work done elsewhere, he has always endeavoured
to develop new ideas. And, as a teacher, he has tried to
induce his pupils also to assume a similar, creative attitude

toward research.

Leo Térnqvist's activities have to a large extent been con-
nected with two places: the University of Helsinki Institute
of Statistics and the Institute of Buseiness Economics of
the National Board for Post and Telegraphy. The latter
institute was in fact founded, in 1949, on Leo Tdrnqvist's
initiative. In the course of the years, numerous students

of statistics and, also, economics have had an opportunity
to do advanced -level research work at that institute. It
should also be mentioned that Leo Térnqvist played a very
active role in the founding of a similar research unit in

the National Board for the State Railways.

The papers included in the present volume have been published,
with a few exceptions, in various books and periodicals.

They do not necessarily do full justice to Leo Térnqvist,
since a large proportion of his written work consists of
various unpublished research reports and notes. In selecting
articles for the present book, however, the editors have
limited themselves to seeking to offer a representative
picture of Leo Tdrnqvist's work on the basis of his publica-

tions. For practical reasons, his published books have not



been included here. A complete bibliography appended to this
book is meant to complete the picture conveyed here of the

author's work.

Leo Tdérnqvist was born in Jeppo, a Swedish-language locality
in Southern Ostrobotnia, on February 14, 1911. His parents

- Anders Térnqvist, a master builder, and his wife Anna Finskas -
had in all eight children: one daughter and seven sons, of whom
one died while still young. In 1935 Leo Tdrnqvist married
Maj-Lis Lindberg, and three children - Maj-Britt, Nils and
Anna - were born to them. Leo Térnqvist passed the matricu-
lation examination necessary for university-level studies at
Abo Samskola in 1930, after which he started his studies at
the Abo Academy. In 1933 he passed the Candidate of Philosophy
examination, majoring in mathematics and minoring in physics,
chemistry and economics. During the academic year 1935-36 he
studied statistics and economics under Harald Cramér and
Gunnar Myrdal at Stockholm University. In 1937 he became
Doctor of Philosophy, after defending his dissertation on
"Kriterien fiir die reellen algebraischen Zahlen, aritmetische
Ketten und diophantische Approximationen' at the Abo Academy.
From 1937 to 1938 he was Instructor of Statistics at the

Abo Academy and in the years 1938 to 1950 he served as a
mathematician traffic inspector at th? Tariffs Section of

the National Board for the State Railways. In 1943 he was
appointed Lecturer of Economic Statistics at the University

of Helsinki. From 1945 to 1950 he served as Professor of

Statistics at the same university on a part-time or full-time



ad interim basis, and in 1950 he was appointed Professor

of Statistics on a permanent basis. He occupied this post up
until 1974, when he retired on a pension; in the years 1949-
1977 he also served as Head of the Institute for Business
Economics of the National Board for Post and Telegraphy.

The great significance of this institute for research in the
fields of statistics and economics was already rcferred to
above. In the years 1952-1953 Leo Tdrnqvist was a guest
researcher of the Cowles Commission in Chicago, and in 1960-
1961 he served as an expert for the United Nations technical
assistance in Jakarta, Indonesia. Since 1974 he has acted

as scientific consultant to the Research Institute of the

Finnish Economy.

Of Professor Leo Térnqvist's numerous other activities, his
membership of the Advisory Board for Statistics in the years
1954-1974 should be mentioned here. Since 1956 Leo Tdrnqvist
has been a member of the Societas Scientiarum Fennica and,
since 1951, a fellow of the Econometric Society. In 1956 he
was elected a member of the International Institute for
Statistics. In 1961 he was made Commander of the Order of
the Lion of Finland, and in 1971 he was conferred the honor-
ary degree of Doctor of Business Economics by the Helsinki
School of Economics and Business Administration. In 1978

he received an Honorary Doctorate in Political Science from

the Abo Academy.



As editors of this book we wish to thank the personnel of

the Research Institute of the Finnish Economy, especially
Inkeri Happonen and Tuula Ratapalo, for the help we have

been given. It has been both a pleasant task and a priviledge
to gather these articles of Leo T6rnqvist for this publica-
tion in honour of his 70th birthday. Finally, we wish to
thank the publishers of the following articles, notes and

reviews for permission to reprint them here.

Helsinki, February 14, 1981

Matti Virén
Kari Alho

Timo Terdsvirta
Pentti Vartia

Yrjo Vartia
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Promemoria angdende fdrdndring av

berdkningssédttet f6r Finlands Banks konsumtionsprisindex

forfattad av

fil. mag. Leo Toérnqvist*)

*) Editors” note: this memorandum has been retyped when
preparing the manuscript, Appendix I has been omitted.
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Vid en kritisk granskning av berikningssittet for Finlands
Banks konsumtionsprisindex framtrider en del teoretiska svag-
heter. Ifall man jamfér indexen med dess svenska forebild
Sveriges Riksbanks konsumtionsprisindex framgdr, att den
svenska indexen dr betydligt mera komplicerad, men dven mera
férfinad. (se kap. I). Jag har betraktat det som min uppgift
att konstruera en index, som dr méjligast enkel, men som
frdn teoretisk synpunkt skall kunna anses lika bra eller
bidttre d4n den svenska indexen. Den 16sning jag kommit till

framgdr av féljande sammanfattning av understkningens resultat.

§ 1. Ett vdgt logaritmiskt ( = geometriskt) medeltal, berdknat
enligt kedjeﬁetoden, med i princip rérliga vikter, lédmpar

sig bdst for berdkningen av Finlands Banks konsumtionspris-
index. Vikterna skola ange huru médnga promille av konsumenter-
nas sammanlagda veckoutgift, som faller pd de olika varu-
kategorierna. I praktiken behdver dock ej smidrre forskjut-

ningar foérorsaka viktfdridndringar.

Formel: 1log P:é‘ = log P:g * L ci(log pg“ - log pi‘):1000

PEQ‘ = den sokta prisindexen

PE& = foregdende veckas prisindex

c; = varukategoriens andel av totalkonsumtionens vidrde
under veckan uttryckt i promille

pz“, pz‘ = varuprisen vid respektive tidpunkter t”~ och t~

z = summatecknet, varvid additionen sker Over alla i

indexen ingdende varuslag i.

17



Motiveringen &r dels teoretisk dels praktisk. I kap. II hir-
ledes detta berdkningssédtt utgdende fridn Fishers index-
kriterier. Emedan vidgningskoefficienterna dro principiellt
rérliga, underldttas eventuella reformer i varuurvalet, nya
varor kunna inféras i indexen och vidgningskoefficienterna
fér "gamla' varor kunna #dndras, utan att ndgra omrdkningar
behdver #dga rum. Behovet av vidgningskoefficientfdrdndringar
dr dock ganska litet, emedan for de flesta varor efterfrégan
4r nidstan normalelastisk, d.v.s. sd& beskaffad, att varans
relativa andel i totalutgiften férblir i det nidrmaste
ofdrdndrad dven om varupriset fordndras. Ifall denna egen-
skap vore allmingiltig, kunde man rent matematiskt bevisa
att det logaritmiska medeltalet med konstanta vignings-
koefficienter &r den ldmpligaste indexformeln. S&dsongvaror
med extremt starka prisfordndringar sakna likvdl denna egen-
skap. Vid de praktiska rdkningarna gores en vidsentlig arbets-
besparing pa& grund av divisionernas bortfallande, vid
ofdrdndrade pris fran vecka till vecka bortfalla &dven mot-

svarande multiplikationer med védgningskoefficienterna.

§ 2. Sdsongvaror med extremt starka och hoftiga prisfoér-
dndringar, sdsom gronsaker och fidrsk fisk, dr det bidst att
helt bortldmna frdn indexen. Deras vikter Overflyttas l&mp-

ligen pad drter, kalja, restaurangfoértidring och salt fisk.

Motivering: Ifall man Onskade medtaga dem i indexen, skulle

detta medféra mycket besvdr med justering av védgningskoeffi-

cienter och eliminering av sdsongrdrelser. Denna eliminering

18



vore fordvrigt ganska vansklig pd grund av att dven viderleks-
forhdllanden och rena tillf&dlligheter spela en si stor roll
£6r dessa varors vidkommande. Om dessa faktorer kunde bort-
elimineras skulle de &terstdende prisférdndringarna ej mera
ha nagot midrkbart inflytande pd indexen. I praktiken nds samma
resultat bekvimast pd i § 2 foreslaget s#dtt. (Se dven kap. III

och bilagda kurvor)

§ 3. F6r potatisens vidkommande f&reslds, att juli-augusti
prisstegringen ldmnas obeaktad. Sista juni-noeringen bebe-

hédlles under denna tid.

Denna prisstegring fdrorsakas till stdrsta delen av Over-
gdngen fradn gammal till ny potatis, den &r brant, men av
kort varaktighet. I Ovrigt gdller samma motivering, som fOr

§ 2.

§ 4. Skolavgifterna bortldmnas fran indexen. I stdllet in-

tages skolbodcker i bildningsgruppen med vikten 7.

Motivering: Skolavgifterna kunna icke anses som representative
fér ndgon varugrupp. Frén pristeoretisk synpunkt utgéra de
icke pris p& en vara, skolundervisning, utan bidrag till be-
kostande av densamma. Stdrsta bidraget ldmnas som bekant av
staten. Skolbdckerna kunna ddremot anses representative for
hela bokgruppen, som nu helt saknas. Ifall man ¢6nskade med-
taga varan skolundervisning i indexen skulle l&drarldnerna

vara den ldmpligaste representanterna f6r denna grupp. Bild-

19



ningsgruppens index har blivit fullstdndigt missvisande pé
grund av skolavgifternas starka stegring, 2,5 ginger, sedan
1/7 1931. (En stegring, som till storsta delen torde vara
ett iakttagelsefel beroende pd for f4 primiruppgifter. Se

dven kap. III.)

Jag har ej ndrmare undersdkt huruvida vdgningskoefficienterna
i allmdnhet kunna anses approximativt riktiga. Vid en jim-
forelse med Sveriges Riksbanks konsumtionsprisindex ldgger
man mdrke till flere markanta avvikelser, som tyda pd de nu
anvdnda koefficienternas karaktdr av vaga uppskattningar.

En grundlig statistisk undersdkning av konsumtionens verkliga
sammansdttning skulle behdvas for vidgningskoefficienternas

noggrannare bestdmning.

Betrdffande en del prisnoteringar t.ex. hyror skulle mdhinda
nigot flere primdruppgifter behdvas f6r erhdllande av en till-

forlitlig bild av prisutvecklingen.

Det vore kanske sk&dl att medels stickprov (skenk&pare)
kontrollera riktigheten av primidruppgifterna. FOrdndring i
rabatterna 4t kOparna mdste dven betraktas som prisférdndrin-

gar.

Ett Onskemdl vore att dven priser frdn landsorten skulle er-
hallas. Dessa uppgifter skulle kunna bearbetas skilt for sig
och anvidndas f6r kontrollering av huruvida Helsingfors-
prisens fordndringar kunna anses representativa for hela
landet om hidnsyn tages till en eventuell efterslidpning for

landsortens vidkommande.
20
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14 BESKRIVNING OCH KRITIK AV DET NU ANVANDA BERAKNINGS-

SATTET FOR FINLANDS BANKS KONSUMTIONSPRISINDEX

Finlands Banks konsumtionsprisindex liknar mycket motsvarande
index berdknad av Sveriges Riksbank. I Ekonomisk Tidskrift
1933 ingldr en beskrivning av den svenska indexen forfattad
av Erik Lindahl. Den berdknas enligt den s.k. kedjemetoden
med justering av vidgningskoefficienterna vid varje pévisbar
férdndring av desamma. Sdsongrdrelser och prisférdndringar
pd grund av fordndrad indirekt beskattning elimineras. Pris-
noteringar hdmtas fran femton orter i Sverige. Varuurvalet
dr 1 stort sett detsamma som i Finlands Banks index. Den
betydelsefullaste avvikelsen bestdr i, att i den svenska
indexen tjidnsterna (ldkararvode, husliga och offentliga

tjdnster) medtagits och ha en stor vikt.

Finlands Banks index berdknas som ett vigt, aritmetiskt
medeltal av de enskilda varornas specialindexer. Som vidgnings-
koefficienter anvédndas, dtminstone i princip, respektive varu-
grupps andel i totalkonsumtionens virde under ar 1931. I

brist pd en grundlig statistisk undersdkning av konsumtionen
ha indirekta uppskattningar 6ver budgetanalyser och rena
gissningar tillgripits. De 1 indexen ingdende varorna &dro i
regel representanter f6r en stdrre likartad varugrupp, var-
fér de vikter den erhdllit i indexen kunna vara ndgot stdrre
dn vad deras andel i totalkonsumtionen skulle férutsitta.
Hé&rvid har man gjort antagandet att varor tillhdrande en

sddan varugrupp approximativt fordndras i pris pd samma sitt
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som den vara som representerar dem i indexen. Detta i4r i

regel riktigt, men fdr denna representativa metod dock ej
drivas allt for ldngt for att ej indexens felmarginal skall
bli otillédtet stor. FOr en sd inhomogen varugrupp som bostad
(hyror) erfordras ett ganska stort antal kvaliteter och stor-
lekar pd lokaler for att hyresprisens fordndringar skola bli
riktigare iakttagna. En speciell hyresindex borde kanske
berdknas, som skulle ldggas till grund for de fortsatta
rdkningarna. Hyresfdrdndringarna skulle i s& fall sdkerligen
bli mindre diskontinuerliga (sprdngartade) dn som nu dr fallet.

Samma sak torde gidlla ndgra andra varuslag.

Varje tisdag erhdller socialministeriets statistiska avdel-
ning, som skdter om berdkningen av indexen, prisuppgifter
frédn ett antal affdrsmidn i Helsingfors. Ifall flere olika
uppgifter pd samma vara erhdlles tages ett enkelt aritmetiskt
medeltal av dessa som pris pad ifrdgavarande vara. Dessa priser
divideras ddrpd med ett utgdngspris, som fOr de flesta varor
dr deras pris den 1/7 1931. EO6r ett antal sdsongvaror, nidm-
ligen potatis, dgg, gronsaker och fdrsk fisk, ha &rsmedel-
talet f£6r hela ar 1931 tagits till utgédngspris. For mjolk,
mejerismdér och bondsmdr har man valt ett ndgot egendomligt
utglngspris, ndmligen &rsmedeltalen £Or ar 1931, minskade

f6r mjélk med 2,1, mej. smdér 2,6 och bondsmdr 2,4 %.
De erh3llna specialindexerna sammanvidgas ddrpd till ett

antal gruppindexer, vilka i sin tur sammanvdgas till storre

gruppindexer och slutligen till den sdkta konsumtionspris-
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indexen. Genom detta férfarande underldttas i viss mén ridk-

ningarna samt en analys av prissystemets fdridndringar.

Forutom denna index med utgdngspris 4r 1931 beridknas en 1lika
byggd index, ddr féregldende veckas pris valts till utgdngs-
pris. Den pd detta sdtt erhdllna indexen visar ibland ganska
midrkliga avvikelser frdn det resultat man erhdller genom att
dividera tvd pa varandra fodljande veckoindextal. Det har
till och med hidnt att den ena visat ett prisfall, medan den
andra visat prisstegring. Forklaringen till detta blottar

den anvédnda indexformelns teoretiska svagheter.

Dessa vecka till vecka-indextal ha ej multiplicerats till
en index med fast bas. Detta forfaringssédtt anvidndes vid

den s.k. kedjemetoden.

Redan p& torsdagen samma vecka erhdller Finlands Bank ett
sammandrag av resultaten. Indexen finnes berédknad sedan 2/1

1932.

Vad valet av utgdngspris betridffar, forefaller det som om
dndamédlet med att vidlja drsmedeltalet under ar 1931 till ut-
gangspris for sdsdngvarorna skulle ha varit att minska betydel-

sen av valet av den speciella bastidpunkten 1/7 1931.

Endr vidgningskoefficienterna principiellt ange varornas

relativa andel i varukonsumtionens virde under hela &ret 1931,

d4r det motiverat att som utgdngspris vidlja medeltalet under
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10

hela 4ret, ty hérigenom finnes en viss sannolikhet f6r att
sdsongvarornas inverkan under &ret i medeltal skall std i

proportion till deras vikt.

Den formel,

som ligger till grund for berdkningssédttet, d4r blott en

matematisk forklddnad av formeln

t
S q:p. C.
Pt e X , ty om man sdtter q. = -
z ;P4 P;0

erhdlles den forra formeln. Av den senare formen framgér,
att den ifrdgavarande indexen dven kunde berdknas s&, att

man utrdknade priset fO6r ett varuaggregat, didr resp. vara
C

inginge med kvantiteten a enheter. Emedan q; = —%L framgdr,
p.

att q; dr omvidnt proportionellt med utgéngspriset}

o

Om priset
1/7 1931 var onormalt ladgt f6r ndgon vara har denna vara
erhdllit en stor vikt a; och tvirtom vid relativt héga ut-
gidngspris. Genom att vidlja pEU = 4drsmedeltalet motverkas
detta i ndgon mén. Genom att sdsom fallet varit med mjolk,
mej.smér och bondsmér minska detta medelpris med vissa % ha

deras vikter i sjdlva verket Okats vilket knappast varit

meningen.
Pt“
Vid vecka till vecka-indexen, PE, =} c; —3?7-,(2 c; = 1)
p M
i
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rﬁknar.man ej me%osamma varuaggregat utan med kvantiteterna
q: = :%L-= a; -2%7 yd.v.s. med kvantiteter fdrdndrade i om-
vind 3 proport?%n till specialindexens stdllning vid den

nya tidpunkten t”. D& man dividerar tv& pad varandra fo6ljande

veckoindextal med varandra utfdres rédkneoperationen

,

t t- t-- t
Py P Py pi
% Ci * to z C1 'TO'—t:— Cl ._t_o t,.
Pt.‘.Pt. _ ‘Pl . Pl pl 3 pl‘ .Pi'
ty Prg T T 5 T
0 Y Cis '—1— Y Ca .L 1
X t 8 Y to
P;0 2]
-
Pj
- & C. 'T t-
p o 1
gr, ST g . Py . P;0 Py
ss P :P = L C. * — {81 E —m,.—— e, EC. t——
to to it pt 1 pt 1 to . Pt
i . i Pi” * Feg
Cs o ——
4 to
Pi

Av det erhdllna uttrycket framgdr, att kvoten kan betraktas
sdsom ett védgt medeltal av prisfdérdndringarna frén vecka

till vecka, men vdgningskoefficienterna ha &ndrats i proportion
till varornas relativa priser vid den nya jdmfdrelsetidpunk-
ten. Detta resultat beh6ver p& den grund icke Overensstidmma

med den genom direkt jdmfdrelse berdknade vecka till vecka-

indexen PE‘ , vid vilken védgningskoefficienterna <y bibe-

hallas.

I verkligheten fordndras de olika varornas relativa andel i
totalkonsumtionens vidrde ej pd detta sidtt, ej ens approxima-

tivt.
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Ifall vi fOrutsédtta, att konsumenternas medelrealinkomst
f6rblir ofdrédndrad, kan man vinta sig p& grund av vad man
vet om prisbildningslagarna, att denQa andel skall variera
med fordndrat relativt pris x; = ;f%%f_ pa ett sdtt, som

i

framgdr av nedanstdende kurva to

Vid priset noll veta vi ndmligen att konsumenternas utgifter
£f8r varan &r noll, vid ett tillrédckligt hégt pris intrédffar
dter samma sak. Didremellan finnes ett maximum. S#songvaror
med extremt starka prisvixlingar sdsom strémming och vitkal
beskriva under ett &r nédstan hela denna kurva. I varje hién-
delse fordndras ej deras betydelse i konsumtionen proportio-
nellt med priset x sdsom de nuvarande berdkningssédttet skulle
forutsdtta. Grafiskt &skadliggdres ett sddant antagande av

en ridt linje genom origo, vilken 1 regel mycket illa ansluter

sig till kurvan.

Forutom pd grund av #dndrat relativt pris x fordndras en
varas relativa andel i konsumtionens vidrde pd grund av f6r-
indringar i medelrealinkomsten och p& grund av fdrédndringar

i konsumenternas smak och levnadsfdérhdllanden t.ex. temperatur-
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vdxlingar, tekniska framsteg m.m. Av dessa faktorer dro for-
dndringarna i medelrealinkomsten de betydelsefullaste. Den
sekulédra stegringen i medelrealinkomsten ndédvdndiggdr forr

eller senare vidgningskoefficientjusteringar.
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Vigningskoefficienterna

c
i
/ TS
< EE S e i ey = konstant
Normalkurva for vdgnings- \\
koefficienternas beroende av det \
relativa priset pt -
X E3 i \
1 pt’°. P

- ———>axel

R ci = konstant

Samma kurva 1fall
sy = log X, viljes t1ll variabel

pt
i
s, = log —p— \
- ’// ' p;‘o‘ P:o \
/ 400

Vidgningskoefficienternas beroende av medelrealinkomsten

> axel

iz I:.aﬁtt, hyglen, diverse

% \\fiining. resor, ndjen

In Venm

e
—

. br — i
1.000 ! Sl e e

> axel
Existens Finlands Banks Sveriges Medelrealinkomst.

minimum nuvarande ¢ N Riksbanks ¢ 1

30



15

2 MATEMATISK HARLEDNING AV DEN REKOMMENDERADE INDEX-
FORMELN

Vi betrakta en utgiftssumma U(t) = I pz qE dar pE anger
priset pd en vara eller varukategori i och qg forséalda
kvantiteter av denna vara till ifrdgavarande pris under en
kort tidsperiod i omgivningen av tidpunkten t. Vid en annan
tidpunkt to m8 motsvarande utgiftssumma var U(to) =z p§0 qgo.
D& p och q fdridndras sprdngvis anse vi 1ikvdl att fordndrin-
gen tagit en viss ehuru godtyckligt liten tid i ansprdk sa
att dven de mellanliggande vidrdena antagits. De i verklig-
heten diskontinuerliga funktionerna p och q ersidttas med i
avseende & tiden kontinuerliga och deriverbara funktioner
erhdllna i enlighet med Lagrangé interpolationsfdérfarande.
Indexproblemets matematiska sida bestdr did i att finna tva

funktioner PEO och QEO med foljande egenskaper:

t st . U(E)
¥ Pto Qto UCty)
T t :
2) PtO och QtO skola vara funktioner av Py och a; sé

t
to

(Symmetrikriteriet)

beskaffade, att P overgdr i QEO’ ifall p och g byta plats.

5 e pEee 57 SRR - £ . _
3) Pt0 = PtO Pt' ,Qto = QtO Qt‘ . (Interkalations
kriteriet)
£t | S o ses
4) Ifall Py =k * Dy fér varje i, sd bor dven
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Cradl t
PtO =k Pto
t°” t° ew : . T
Ifall aj =k o fér varje i, s& bodr Hven
t°” & g . s :
QtO = k -Qto (Proportionalitetskriteriet)
5) PEO # 0 saframt U(t) # 0, vilket i det f£&éljande
forutsédttes
Qt # " U(t) #0 " " " ”"
to ?

Proportionalitetskriteriet ger som specialfall for k=1

identitetskriteriet, och sammanstdllt med interkalations-

t

kriteriet (3) det s.k. inversionskriteriet: PtO

R
Qo %y 7

t
. ptO =1,

Indexproblemet formulerat pd detta sédtt dr oldsligt. Irving
Fisher har gjort en vidlyftig undersdkning av indexproblemet
(""The making of indexnumbers'), varvid han studerat ett otal
indexformler. Han uppstdller ovanstdende indexkriterier och
pévisar, att ingen av de undersdkta formlerna uppfyller dem
alla pd en géng. Det man kan efterstrdva dr, att s& ménga

som m6jligt av dessa kriterier skola uppfyllas, och att felen
i forhdllande till de o6vriga skola vara méjligast smi. PE

kunna vi kalla prisindexen, QEO kvantitetsindexen.

En god inblick i problemets rdtta natur fidr man genom att

angripa det med den hégre matematikens tillhjdlp.
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. . g t Lt . U)
Vi logaritmera relationen (1) PtO QtO UTfET och fa

t t _ _

log PtO + log QtO = log U(t) log U(tO) -
t t to .t
log £ pjq; - log & pioqi0

I det vi bilda totala differentialen fo6r vardera membrum,

erhdlla vi d& log U(to) dr en konstant

t t I o E

dPtO thO I qy dpi L py clqi
+ = -

t t t T -

to Qg Pj 4 X Pj 9

eller f6rldngt och tdljarens termer dividerade med Z p§q§==U(t)

t it t t t t t t
Py, 9, Pid; dpj Pjq; daj
— = * —_— Z —_—

t t t i
PtO Qto U(t) pi U(t) gi

P4 grund av symmetrikriteriet sluta vi oss till, att

t Tt t
apt p-q. dp: dp? p?q?
to e 1 3! - e
- . _ ,dd c.(t) =
o Tty aE Le;(t) = 1 Ut)
to pi pi
T y 3 t T
tho Piq; dqi dqi
=¥ . =1 c.(t) - 1" " "
t T t 4
Q, UCe) q} * aj

Genom integration erhédlles
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- t - t

-t dpi t dpi

10g Pt =f % Ci(t) 'T = ¥ [ Ci(t) "—-t—
O to Pj to Pj

- t - i %

- t dq. t dq.

log Q: = [z ci(t) ~—?l a %S ci(t) '—;l
0 ¢ 95 to a4

I analogi hdrmed fa vi

- t
. t d i

- 3 t
£ n e t
log Pt‘ =1 {‘ci(t) — , log Qt‘ =X g‘ci(t)

s |
t
Py

t°"t” t°°
Enligt den bestidmda integralens egenskaper d4r / =/ + [

to to :

- .- -

" t7_ to t”
och sdledes gidller log Pto = log Pt0 + log Pt‘ = log PtO P

- .-
t°
Den erhdllna indexformeln uppfyller sdledes interkalations-
kriteriet under den gjorda approximationen att p och q &dro

kontinuerliga och deriverbara funktioner av t.

Gor man vissa speciella forutsdttningar om de "ideala" vidg-
ningskoefficienterna ci(t) kunna integrationerna explicit
utféras. Det enklaste antagandet d4r hidrvid, att ci(t) s, =
en konstant f£6r varje t. I s& fall £4 vi omedelbart

=l A Ton o
log PtO = I c; - (log p; -log piO) =3I c,.log —

och séledes

x C.
; pt 1
PEO =1 —%6 (I = produkten Over alla i:n)
P
i
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d.v.s. det vdgda geometriska medeltalet. P& grund av symmetri-

regeln dr likaséd

t- i
¢ -1 e
t t
0 qfo

Under denna férutsdttning ci(t) = c. f6r varje t uppfylles

it

dven proportionalitetskriteriet, ifall vi sédtta pE =k 'pg
fa vi ndmligen
Kk £ B4 te i
t°° Pj Zc Py 2
PS = 1 =k""i I =k*P, (2 c.=1)
0 to t 1
P;0 pP;

Enligt symmetriregeln gédller proportionalitetskriteriet &dven

for kvantitetsindexen QEO.

Att ndgon varas pris p? vore = 0 samtidigt som ci(t) vore
konstant och # 0 dr en absurbidet, varfdr nollkriteriet saknar
betydelse under den givna férutsdttningen. Integralformeln

ddremot uppfyller nollkriteriet, ty

% t o, E %t £
t” t Pi t7 Piq;  dpy
log Pt =% f Ci(t) T < TS == =
0t P tg UCt) py
e _Ta 'k
ot
to Uct)

kan icke antaga vidrdet -« , emedan ndmnaren U(t) =12 pgqg

aldrig vidrdet 0 och integranden sdlunda alltid &dr &ndlig.
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Om ci(t) ej dr en konstant s& gdller enligt integralkalky-
lens medelvdrdssats, fdrutsatt att dp/pdt = Dlogp ej byter

tecken

log Bt =11 () i D&, -t g £c; -1 P
I8 B, GE b SimEE L g =R IR ey - 08 =y
0t 7 Pj to P i

da Ei = ett medeltal av ci(t) under tidsperioden (to,t').
Ett gott ndrmevidrde erhdlles, om Ei vdljes lika med varans
andel i totalutgiften under hela perioden (to,t’). En &dnnu
bdttren approximation erhdlles ifall man uppdelar rdkningen
i etapper och i enlighet med interkalationkriteriet berdknar

indexen enligt kedjemetoden. Vi fa

t°° £* = dpi

log Pt = log Pt + LS ci(t) e och slutligen
et t” te= t-

log Pto = log PtO + I ci(log Py log Py ) 3

varvid medelvédrdet cy for ci(t) under perioden (t~,t”7)
(=en vecka) i praktiken vidljes sd gott det sig géra later =

varan i:s andel i totalkonsumtionen under sagda period.

Enligt symmetriregeln fds motsvarande formel fOr kvantitets-

indexen QEO

Hirmed ha vi hdrlett den rekommenderade indexformeln.

Den indexformel, som nu anvidndes f6r Finlands Banks kon-

sumtionsprisindex, erhdlles genom antagandet qg = k. a; for
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t
= %. Aven i detta fall kan integ-
L aiPj
rationen utfdéras och man far

varje i, d.v.s. ¢, (t) =

t” t ? t-
L q.p- q:p:0 p? P
L 171 1=d ., o 1
Pto © i tg —to it " %5
0 za;p® Ia;pi0 py p;0

vilket kan kontrolleras genom logaritmisk derivering.

I det man da qg i sjdlva verket ej f6ljer antagandet qg =

k - a; vidljer a; proportionellt med ett medeltal av qz for

perioden (to,t’) av ett eller annat slag, erhdlles en hel

klass av indexformler. I Sveriges Riksbanks gonsumtionspris—
q‘.: + qFO

index anvidndes principiel medeltalet q; = _i_TT_i_ , varjédmte

kedjemetoden anvidndes enligt formeln

formeln. Det grundlidggande antagandet qg - _;_TT__— dr dock
en nagot sidmre approximation av verkligheten 4n antagandet
ci(t) = cy f6r varje t, varvid c; anger varan i:s andel i
totalkonsumtionen under den ifrdgavarande perioden. Se kurvan
i kap. 1. c; = konstant 4r en parallell r&dt linje till x-
axeln, som i regel bdttre ansluter sig till kurvan &n en rit
linje genom origo, som grafiskt &skadliggdr det svenska

antagandet.
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1. Fishers '"ideala" indexformel

to cad e

R i SR

t g Tp t_tg
0 z qiopi z a; P

erhdlles, ifall man antager, att
to.t j SO
1 ;" P; . 93 Ps

c.(t) = = to.t I
AL ;% % aj Py

Detta antagande dr ej mera verklighetstroget 4n de tidigare.
I praktiken saknar man vanligen kidnnedom om kvantiteterna

£
a; -
Alla Fishers ménga indexformler kunna betraktas som special-
fall eller approximationer till integralformel. Denna integ-
rals virde &dr beroende av integrationsvidgen faststdlld av de
nidrmare antagandena om vigningskoefficienterna ci(t). Ndrmast
"sanningen' trdffa de ihdexformler, vid vilka vidgningskoeffi-
cienterna med minsta m6jliga fel approximera de '"ideala"

vigningskoefficienterna c.(t):s verkliga férdndring.
i

I kap. 3 skola vi diskutera den felmarginal, som finnes

vid alla indexberédkningar. Felmarginalens storlek beror péd

valet av indexformel, felet i vidgningskoefficienterna inbegripet
varuvalets bristande representativitet, primdruppgifternas

otillférlitlighet och eventuella rdknefel.
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3 FELMARGINALEN VID INDEXBERAKNINGAR

Allmidn teori

Vid praktiska indexberdkningar mdste man anvidnda sig av mer
eller mindre goda ndrmevidrden f6r de storheter, som ingd i
en teoretisk indexformel. I det fdljande skola vi undersdtka

i vad man detta pdverkar slutresultatet.

- -t =t st” - -t” -t
c;»P;{»p;0, log Py, = & €3+ (Qog py -log p;0),

méd vara de '"ideala', exakta storheterna och

t
S

S t° £ _ to
i Py ,logPtO =1 c;- (logp;y -log p;“),

1)

motsvarande ndrmevdrden ‘.

Skillnaden

_ t° =t . tT_ ;-
A = log Pto log PtO =2 c; + (log py log piO) -
- -t- _ -ty
z ci(log P; log P;

1) Det vidgda logaritmiska medeltalet kan anses representera
samtliga indexformler, ty l4ter man vigningskoefficienterna
vara fritt fordnderliga, kan man medels denna formel erhilla
varje medeltal, somkan tédnkas utglende frdn de givna special-
indexerna, varfor detta val av indexformel icke minskar all-
mdngiltigheten av var teori.
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skola vi kalla indexfelet1).

Vi inféra beteckningarna

Ac. = c. ~-c.

>4
n

(log pg -log pi0) - (log p; - log 5;‘0)

och f&
A =3 (c.+Ac.)(log pF‘ - log pt0) -
i i i i
= t’_ to_
X ci(log Py log Py Ai)
= I Ac;(log pt -1log pf0) + £ C.A.
i 1 i it
Emedan

EAci=Z(c.-E.)=Zc.-ZC.=1—1=0

dr dven

-

t
log PtO z Aci

f

t° .
z Aci_log Pt0 =0

och di vi subtrahera denna nolla fran A fés

1) Med log avse vi naturliga logaritmen med basen e=2,71828...,
som erhdlles ur de Briggska genom multiplikation med
2 3025854 0
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_ t—_ to _ t” e
A = I Ac;(log py log py log Pto) + I cih,

I det vi ytterligare infdra den fOrkortande beteckningen

t
t- t t” i
. o= ;S = c0 - = e .
S log Py log Py log Pt0 log tUpt
Pi" %t
0
fa vi
_ _ A c.
A =2 Ac:s.+Z c.A. =¥ ¢ L g 4% €
171 i~i 1 = i iTi
i

Formeln siger, att indexfelet utgdr summan av ett med de
"ideala' vidgningskoefficienterna vidgt medeltal av produkten

Ac;
av det relativa felet i vidgningskoefficienterna (f?ij och

S

specialindexernas logaritms avvikelse frén totalindexens
(= si) och ett 1lika vidgt medeltal av felen i de enskilda

specialindexernas logaritmer.

"Korrelationsfelet"

Den forsta termen kan enligt korrelationsteorien skrivas i

formen
% Acisi =T +*«Z:+S
da
z = I och s = O
Cy i“i
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Ac: s.v/C.
s ) i 1,

ZVCi 3

1
=1
A

r = I

Vissa sannolikhetssk&dl tala for att felen (Aci)z skola vara
ndrmelsevis proportionella med Ci» varfér just denna uppdel-

ning av

Ac .
. i .
Ac.s. 1 —= och /c., - s. har gjorts.
=g — i i
]

N
n

ett madtt pd noggrannheten hos vigningskoeffi-

cienterna c;

1]
[}

ett mdtt pad spridningen i prissystemet.

Korrelationskoefficienten r 4r ungefdr = 0, ifall vigninskoef-
ficientfelen Aci och S5 ej std i ndgot sddant beroende av
varandra, att deras produkter Ac-1 " 5 Overvdgande bli positiva

eller negativa.

Ifall vi antaga, att integralformeln dr den "ideala'" index-

formeln, och medelvidrdena Ei bestdmts sd, att likheten

st _ o5 dp; - ~t° -t
log Pt0 =3 ggci(t) 5?— =¥ ci(log Py - log Py )
i

gédller, och ¢y i motsvarande nidrmeformel approximerar varu-
gruppen i:s andel i totalkonsumtionens vdrde under perioden
(to,t‘), dr denna korrelation med all sannolikhet mycket

liten. Emedan c,(t) dr en funktion av s, sa beskaffad, att
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ci(t) har ett maximum fOr ett visst virde Sis (jamfdr kap. 1,
kurvan), framstdr det som lika troligt, att produkten Ac, - S
lika ofta skall vara positiv som negativ, och deras summa

sdlunda ett mycket litet tal1).

F6r att belysa indexfelet fran korrelationsrdkningens syn-
punkt anféra vi ett pd fédaindexen den 16/6 1934 tillédmpat
exempel. Vi antaga a) r = 0,1, ett antagande som i de flesta
fall torde ange den ridtta storleksordningen. Fo6r berdkningen
av

Ac 4

2= me 1 % (=i
n

i=1 vc.

1

zYm’,

(n = antalet varjslag, i fédaindexen =55) antaga vi, att
felen sinsemellan dro ungefdr lika stora och sdledes vart
och ett ungefédr lika med

Ac 4

(—1)
1 J/Co

1

-

iz =

n~Ms

1
n .
i
Acy alltséd ungefdr lika med z’/ci. I det vi antaga felet i
mj6lkens vikt 77/444 vara av storleksordningen 5/444 fés

1 s e g = 0,027,

15’
/71—% /77 - 444

255y

1) Sannolika medelspridningen i IAc;s, dr ungefdr = zs

i
Y(1+r2) /n, varfér |r| mdste vara > /1/n-1 fbr att vara

visentligt # 0.
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vilket antagande motsvarar ett medelfel i de minsta vikterna

(1/414) pa 0,58/444. (Ac; = 0,027 - ‘/Z}TI)' Detta ger for

z = 0,027 - /55

virdet 0,200. Spridningen s i prissystemet sedan den 1/7

1931 kan omedelbart berdknas utgdende fran de givna primir-
uppgifterna. Man fédr s = 0,226, en relativt stor spridning;
sdlunda blir korrelationsfelet r-z.s = 0,1-0, 200-0,226=

0,0045 (=4,5 promille).

Ifall b) r antages = 0,5, som anger en mycket stor korre-
lations, fds r-z s = 0,0226 (22,8 promille). Ifall &ter
c) groénsakerna och den fdrska fisken bortldmnas i enlighet
med § 2, minskar spridningen s till 0,143 och korrelations-
felet under de bdda antagandena fér r till 0,0029 respektive

0,0143.

Bortldmnas de extremasdsongvarorna minskar dven z - vilket

i exemplet icke beaktats - pd grund av att felen i dessa
Ac.
varors vidgningskoefficienter —2L 4ro de relativt stérsta,

Ve
i

beroende pé, att S5 for dessa varors vidkommande fluktuerar

vdldsamt under &ret.

"Takttagelsefelet'.

Vi vilja s& intressera oss fOr den andra termen i indexfelet

L c;A;, "iakttagelsefelet".
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Takttagelsefelen 1 de enskilda specialindexernas logaritmer
dro dels systematiska dels osystematiska och uppkomma frén

féljande sdrskilda felkdllor:

De systematiska felen. 1) De erhdllna prisuppgifterna kunna

vara systematiskt missvisande, pd grund av att kundrabatter-
na fordndrats 6ver hela linjen, utan att denna faktiska pris-
fordndring framtrdder i de erh&llna prisuppgifterna. Enligt
sakkdnnares utldtande foregds varje prissédnkning av Skning

av képrabatterna och en prisstegring av en minskning av dessa
rabatter. Smirre prisfdrédndringar ersdttas helt med rabatt-
fordndringar. Denna faktor dr sdrskilt mdrkbar £8r klidder

och inventarier. Denna faktors verkan pd slutresultatet be-
stdr i en tendens till eftersldpning och stabilisering av

totalindexen jdmfdrt med den ideala indexen ?EO.

2) I stédllet £f6r prisfordndringar 4r priset stabilt, men
kvaliteten hos varorna féridndras. Denna faktor dr av speciell
betydelse f6r restaurangmaten. (Jfr Colin Clark: The national

income). Den verkar i samma riktning som den fdregdende.

De systematiska felen kunna minskas genom att noggrannt fast-
stdlla de varors kvalitetsegenskaper, pd vilka prisuppgifter
inhdmtas samt genom stickprovskontroll av primidruppgifter-

nas tillforlitlighet.

Det systematiska felets sannolika virde i Ai beteckna vi med
v och I Eivi med v. De Aterstdende felen Ai-vi dro sinse-

mellan utan korrelation och kallas hidr osystematiska fel.
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De osystematiska felen

Vi beteckna Ai-vi med Oi' Dessa Oi uppkomma p& grund av

féljande orsaker:

1) Antalet prisnoteringar fér varje enskild till gruppen i
h6érande vara dr litet, varfdér de erhdllna prisnoteringarna

ej dro tillridckligt reprsentativa £6r hela marknaden.

2) Gruppen i representeras ofta blott av en enda vara eller

varukvalitet, som ansetts typisk f£6r hela gruppen.

3) Valet av tidpunkt f6r prisnoteringens inhdmtande kan ha
pdverkat noteringarna. Denna sista faktor spelar en ganska
stor roll for priskidnsliga marknadsvaror sddana som férsk
fisk, vars priser variera mycket under veckans och dagens
lopp.

4) Riknefel, misskrivningar, o.d., vilka fel kunna undvikas

genom kontrollrdkningar.

De osystematiska felens avsaknad av inb&rdes korrelation
minskar betydligt deras inverkan p& indexfelet. Enligt san-
nolikhetskalkylens principer blir det sannolika osystematiska

felet
B Do d
0 = z (ci) 0i

Detta uttryck kan dven skrivas

E (€.)° =0
0= = (Ep?- —(1)—l= r €% 0,
L (6,
1
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vilken form &r ldmplig vid uppskattningar, som grunda sig
pad antagandet, att felen Oi dro ungefdr lika stora foOr varje

i, v Z(Ei)z ungefidr lika med v )I(ci)2 ir f6r Finlands Banks

index = 0,2.

Exempel: Oi md vara = 0,01, d.v.s. primdruppgifterna vore i
medeltal riktiga p&d 1 % ndr. Vi f4 da4 0=0,2"*0,01=

0,002 (2 promille).

Men f0r det fall att man inhdmtat primdruppgifter pd de i
indexen ing8ende varorna i proportion till deras vikt, en
metod, som vi ville rekommendera, &r enligt sannolikhets-
kalkylen Oi_/E; ungefdr konstant. FOor detta antagande l&mpar
det sig att skriva det sannolika felet
0= =@ %i0f= zcE0h e 5Eeu
Exempel: 0, = 0,01 £6r ¢; = 1/1000 och f& u, = 0,/c; =0,000316,
vilket vdrde for u, enligt ovanstdende antagande
gdller for varje 1. Sdledes blir 0 = u; = 0,0003.
Genom att forfara pd detta sidtt minskas det osystema-

tiska till en obetydlighet pd 0,3 promille.

-2 .2
2 Lo(e) e 05

Enér 0 = ———:——7———3 ir ett vidgt medeltal med kvadraten
z (cy)

pé vidgningskoefficienterna Ei som vikter, domineras det osys-

tematiska felet av felen i specialindexerna fdr bostaden, som

har den stérsta vikten 180/1000, och mjdlken, vikt 77/1000,

varfor det dr skidl att forsdka f& dessa mojligast exakta.
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Bland samtliga, specialindexer torde bildningsgruppindexen
vara den mest missvisande pd grund av de ddri ingdende skol-
avgifternas stora vikt (7/1000) och den tvivel underkastade,
starka prisstegringen pd 250 % hos dessa sedan 1/7 1931. Ut-
gdngspriset 200:- gdllde knappast f6r majoriteten skolor i
landet, knappast ens i Helsingfors, utan voro avgifterna den
1/7 1931 hoégre. Skolavgifterna dro icke representativa for
varan skolundervisning. De utgdra ndmligen ej hela betalningen
for densamma. Vad deras vikt (7/1000) betrdffar d4r den sidker-
ligen oriktig. En grov kalkyl visar, att deras andel i konsu-
menternas sammanlagda arsutgifter knappast kan vara mer &n 3
promille. Med 45,000 elever i ldrdomsskolorna 4 1000:- i &ret
fds ett belopp p& 45 miljoner mk. Nationalutgiften 4dter &r

ca 15,000 milj.mk. Skolavgifternas andel bleve pd s& sitt

inalles ca 3 promille. Folkskolorna uppbidra ej alls négra

skolavgifter.

Det aritmetiska medeltalet

Av intresse 4r det m&hidnda dven att kargdra sambandet mellan
det vidgda aritmetiska medeltalet och det med samma vikter cy

vigda logaritmiska medeltalet.

£
log AE = log Z ¢y —%— mi beteckna logaritmen for
0 piO
det aritmetiska medeltalet,
Pt‘
log P:O =z cilog _%6 det logaritmiska medeltalet.
Pj
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Skillnaden
: t”
Aa =1 At‘ - 1lo Pt. = T € i T G 1 Ei—
& = 408 g g tg o8 ity i 98 to
Pj Py

skola vi utveckla i serie enligt potenser av S5

Vi ha identiskt

-

t o =
A t t
to Py Py
Ad:10g?_10gZCi‘W:l()gzci.elOg_to_p?
to Pi ttg P "%to
= log & c; !
Enligt Taylors sats &4r
si si Sg si e i s?
et = T esgho % 5 ¥or ® Ry Ry 720 » (0< <1
sdlunda blir
AEO
_ Sk 1 2 .1 3
PT_ZCiel Zci+2cis‘i+-2-2cisi+32cisi+
to
1 4
Z_Izcisi+R
R =3 CiRi = litet av femte ordningen
Nu dr I c; = 1 och
; i t-
Zc.s. =1Xc. lo ——Bi—v X 1o El - 1lo Pt‘ =0
ivi -~ i g pt B €3 g t g ¢
P;0 to Pj
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och ¥ cisi = s2 (Se sid. 20).

Uttrycket reduceras hédrigenom till

AEO
1 .2 1 3 1
== 1 + 7 s+ ¢ z c;si t 57 % CyS; * R
P
to

Ifall vi 4nnu kunna antaga, att talen S5 dro ndgorlunda

symmetriskt (normalt) fordelade pd positiva och negativa

virden dr det sannolika vidrdet av & cisg = 0 och ¥ cis4 = 3s

i
(Jfr. J.W. Lindeberg: Todennikoéisyyslasku ja sen kdytdntd

tilastotieteessd, sid. 160).

I det vi hdnfdra smd avvikelser hdrutinnan till resttermen R, fis

t
A 4 4
to L e-5: -3 +«s
NP T [ S 3 i%i
F_1+75 +g S +R°. (R -R+€Zcisi+ 77 )
to 2 5.3
. . . - = _X X
Enligt ser%gutveckllngen £or log (1+4x) = X-3 *¥xq5%y fas
A
to
Aa = log . i log (1-+(% sz-r% 54-+R’)) =
to

~ L1021 4 a2 “t )
=7 S rg S tRI-g(g sty s HRDT 4 =TTy

D& rdkningarna utfdras taga termerna av fjdrde ordningen ut

varandra och vi féa

s2 + R”=R” + litet av sjidtte ordningen)

Aa

| —

Vid mycket stark assymetri i férdelningen domineras R™ av
den ddri ingdende termen %-Ecisg. I regel kan dock R™ for-

summas, varfor man med mycket stor noggrannhet kan sdtta
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Vi ha hédrmed erhdllit satsen: Skinnaden mellan det vigda
aritmetiska medeltalets och det lika vidgda logaritmiska

medeltalet logaritmer dr alltid positiv och ndstan exakt =

halva spridningen 52 =z cisg.

Exempel: Fo6r fodaindexen 16/6 1934 ha vi berdknat log AEO,

-

t
log Pto,
1.2 1 3
> S och % z c;Si -
t- 12
log Ato = 0,0306 5 87 = 0,0259
log PY = 0,0081 1y c.s3 = -0,0045
to 2 6 ?
1 27 T
7 st g Icgst = 0,0214

i
o
-
o
[\e]
[38)
[

= t
log AtO =1log Pt0

Att termen -ZI cisi i detta exempel blivit s& pass stor som

0,0045 (4,5 promille) forklaras av den fdrska fiskens och
grénsakernas extremt stora vidrden S5 Strommingen dominerar

de hégre potenserna & cis?. Den dr dven orsaken till, att
4 4

z €355 3s
24

beh6va medtagas f6r att Aa skulle bli riktig med fyra decimaler.

den fjdrde potensen i resttermen = 0,0011 skulle

Ifall vi i enlighet med § 2 bortlidmna den fdrska fisken och

gronsakerna, minskar % s2 till 0,0102 och log PEO stiger till
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0,0205 medan log AEO sjunker obetydligt till 0,0304, d.v.s.

log AEO - log P’t‘o blir = 0,099 eller ungefir = 4 s® = 0,0102.

2
Assymmetrin har praktiskt taget forsvunnit i det att %~Zcisi

blir s& litet som - 0,0003 (0,3 promille).

Indexformler med kumulativa fel

Det aritmetiska medeltalet dr sdledes enligt den ovanstéende
alltid storre dn det 1lika vidgda logaritmiska medeltalet. Man
kunde hidrav tro, att det aritmetiska medeltalet med vidxande
avstand frén bastidpunkten skulle skilja sig mer och mer
fridn det logaritmiska, men detta blir i regeln icke fallet,

ty spridningen s, som vid bastidpunkten t, dr lika med O,

0
(ifall utgéngsprisen valts lika med ett medeltal fOr en
lingre tidsperiod, s& att de ej samtidigt existerat vid en

tidpunkt t dr denna spridning genast frdn bdrjan olika 0)

0°?
vixer visserligen i bdrjan hastigt med tiden, men blir snart
en trogrorlig storhet, som ej visar ndgon tendens att vixa.
Carl Snyder, statistiker vid Federal Reserve Bank of New-York,
har efter en vidlyftig undersdkning stridckande sig 6ver flere
sekel kommit till slutsatsen, att ndgra som helst sekulédra

forskjutningar i de relativa priserna, d.v.s. i storheterna

S5 enligt vdr terminologi, O6verhuvudtaget icke kunna pévisas.

Om man didremot skulle berdkna prisindexen genom multipli-

kation av successiva vecka till vecka-indextal

pv+1 n-1
v+1 i n _ v+1
Iv z Cyx —= ,IO =1 IV
P; 0
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fadr den sdlunda berdknade indexen Ig en tendens att véxa
ifrdn det logaritmiska medeltalet med samma vidgningskoeffi-
cienter PE for att, ifall indexen skulle fortsdttas till-
rdckligt l&dnge, till slut tappa kontakten med savidl det
direkt bildade logaritmiska medeltalet som det aritmetiska,
ty for varje vecka ir

v+1
log Iv

= log PV + 5 s
(%-53+1 >0, sd snart ndgot pris Overhuvud férdndrats under
veckan, R™ vidsentligt mindre &n %-53+1). Genom addition

6ver alla v:n frdn 0 till n-1 f&r man

n-1 n-1 n-1 n-1
n _ v+l _ v+l 1 2 -
log IO = I logIV = I long +53 I Sya1 t z R
0 0 0 0
% n-1
Sannolika vidrdet av R0 = ¥ R*”._. = 0=
0 v+l

Emedan det logaritmiska medeltalet med konstanta vikter upp-

fyller interkalationskriteriet (se kap. II) dr

n-1 5
% log PX-1 = log Pg =T c; - log —%
0 D-

i

Vi beteckna 4nnu

11-1 2

1
o’ g Sy+1 2

sz(n)

vilken storhet dr i det ndrmaste en konstant, och fa
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n

n _ n
log I0 = log P0 +

n -sz(n) + R

N —

eller

n 2 n
log I0 - log Pg = >n-s”(n) + RO.

Nf—

Skillnaden vixer sdledes i det ndrmaste proportionellt med
n och blir den till slut stdrre &n varje godtyckligt stort

tal.

Ifall man sdledes skulle fdrscka beriZkna en prisindex Ig
enligt kedjefdrfarandet utgdende fran Finlands Banks nuvarande
vecka till vecka-indextal skulle denna index ha en tendens

att kumulativt vixa Over alla gridnser, trots att ett direkt
bildat aritmetiskt eller logaritmiskt medeltal ej alls skulle

ha fordndrat sig. Kedjeforfarandet tilldmpat pd aritmetiska
t

medeltal av typen I <3 -—%E leder sdlunda till absurda
Py
resultat. Ifall man sdsom fallet d4r med Sveriges Riksbanks
konsumtionsprisindex justerar vidgningskoefficienterna, kan
man med god tur motverka denna tendens, vilket skulle forut-
sdtta, att termen % 52 skulle kompenseras av termen T . z - S
i uttrycket f6r indexfelet genom att korrelationen r stdndigt
vore vidsentligt negativ. Men med hidnsyn tagen till att dessa
justeringar i praktiken &ro mycket sdllsynta, kommer denna
kumulativa faktor dock att fd4 ett stort inflytande. Berdknings-
sdttet for Sveriges Riksbanks konsumtionsprisindex besitter
sdlunda ett icke obetydligt teoretiskt fel. Vid de tidtals

foretagna kontrollridkningarna med fast bastidpunkt forsdker
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man f& bort sddana kumulativa fel, utan att dock vara klart
medveten om, att i sjdlva berdkningssdttet insmugit sig en

kumulativt verkande felkdlla.

Fé6r att belysa det kumulativa felets stora praktiska bety-
delse ha vi beridknat IE utgdende fran Finlands Banks vecka

till veckaindextal for foda-gruppen. Sdsom foérsta index Ig

Z/1 1932 _
1/7 1931 ~

tidsperiod bortldmnats vid berdkningen av halva medelsprid-

har hédrvid valts A 112,1, men har denna fdrsta

ningen vecka till vecka. Ridkningarna ha utfdérts i naturliga

logaritmer. (Se bilaga III.)

NI i AR
t n log it logAn log pt log——0 1og--—0 1og~--0
0 0 n n n n
A P P
0 0 0
1/7-31 0o o0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,080

2/1-32 1 0,114 0,114 0,107 0,000 0,007 0,007
31/12-32 53 0,100 0,046 0,035 0,054 0,065 0,011
30/12-33 105 0,163 0,042 0,032 0,121 0,131 0,010
29/12-34 157 0,287 0,099 0,086 0,188 0,201 0,013
(16/6-34 129 0,159 0,031 0,008 0,128 0,151 0,023)

Halva medelspridningen vecka till vecka

yra 1Y
1 2 _ 1 0 _ 0
7 s(n)” = = (log v logP—V)
0 0
var fo6r ar 1932
0,065-0,007 _ 0,058 _ 0,00112.

52 52
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Ar 1933 var motsvarande storhet

0,131 -0,065 _ 0,066
52 52

0,00127

och a4r 1934

0,201 -10,131 _ 0,070
52 57

0,00135.

Under hela tredrsperioden var halva medelspridningen vecka

till vecka 0,00124.

Halva spridningen i forh&llande till utgéngsprisen (1/7-31)

n
erhdlles ur tabellen foOr Aa =log§%- Aa visar ej négon tendens
att vidxa och dr, fransett 16/6-34,Oav storleksordningen 0,012
eller c:a tio génger stdrre dn halva vecka till vecka
spridningen. Den 2/1 var Aa = 0,007. Detta l4ga vdrde for-
klaras delvis av det ringa avstdndet fraén bastidpunkten.
Den 16/6 1934 var spridningen ovanligt stor, vilket torde
vara typiskt fOr sommarmdnaderna, i det att den fdrska fisken,
gronsakerna och potatisen dd ha extremt stora si védrden.
Vecka till vecka spridningan var ndgot mindre under fdrsta
halvdret 1934 (=0,0008) #&n under det senare halvaret, tydande

pad att prissystemet under det senare halvdret varit i 1liv-

ligare roOrelse.
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Ifall kedjefdrfarandet tilldmpas pd logaritmiska medeltal

och samma vidgningskoefficienter anvdndas hela tiden kommer

man till precis samma resultat som genom direkt jadmforelse

med bastidpunkten. Men dven om man foridndrar vidgningskoeffi-

cienterna i enlighet med § 1 finnes det ej ndgot skil att
vidnta sig kumulativa fel. Att hédr djupare ingd p& denna

fridga skulle dock fora for langt. Ett giltigt skdl att &dndra
vidgningskoefficienterna, da de ej mera kunna anses som goda
approximationer f6r respektiva varugrupps andel i total-
konsumtionens virde, utgdr det faktum, att intresset fér en
riktig jdmforelse av konsumtionsprisnivdn mellan tva néra
nutiden beldgna tidpunkter i regel dr stdrre &dn for en riktig
jémforelse mellan nutiden och en ldngt avldgsen bastidpunkt.
En index, i vilken logaritmiska medeltal och principiellt
rdérliga vikter anvidndas, saknar bastidpunkt i vanlig be-
midrkelse och m6jliggdr samma precision vid beridknandet av
prisnivadfdridndringen mellan tidpunkter, vilkas inbdrdes tids-
avstidnd 4ro lika stora, oberoende av avstdndet fré&n indexens
begynnelsetidpunkt. Indexen blir med andra ord aldrig

"omodern'".
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4. DETALJBESKRIVNING AV DET NYA BERAKNINGSSATTET

Antalet primdruppgifter.

Sdsom i kap. III framh&llits domineras iakttagelsefelet av
felen i de varupris, som ha de stdrsta vikterna, varfdr det
dr skdl att iakttaga dessa noggrannare dn andra varupris.
Ifall varugruppen dr mycket heterogen sdsom fallet &r med
bostadsgruppen, bor man uppdela den i flere undergrupper

och skilja mellan olika varukvaliteter. Ett tiotal bostads-
typer borde medtagas i indexen. Sedan man pad detta sitt
fadtt mindre och homogenare grupper fordelas dessa gruppers
vikter ytterligare p& de enskilda primidruppgifterna i enlig-
het med uppgiftsgivarens relativa andel i forsdljningen av
ifrdgavarande vara. En grov skala vore hdrvid tillrédcklig,
mindre vikter &n 1 torde knappast behdvas for att iakttagelse-
felet skall bli sd litet att det kan fOrsummas. Antalet pris-
uppgifter f6r en vara bleve silunda i regel mindre &n varans
vikt. For varor, vilkas prisbildning domineras av ett fdtal
storfirmor, skulle det enligt denna metod erfordras blott
ett fadtal uppgifter, medan varor med mindre enhetlig pris-
bildning skulle fordra ett stdrre antal uppgifter. For mjolk
och mej.sm6r, vilkas prisbildning domineras av Valio, kunna
tre eller fyra prisuppgifter vara tillrdckliga medan bond-
smoret, som har vikten 25, mdhdnda skulle beh&va att tiotal
uppgifter for att ej iakttagelsefelet f6r denna varas vid-

kommande bleve relativt stort.
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Ifall olika prisuppgifter £6r samma vara erh&llits beridknas
medelpriset pa foljande s&dtt: Prisen multipliceras med de
vikter, som erhdllits, d& varans vikt fdrdelats p& de enskilda
uppgifterna enligt uppgiftsgivarens relativa andel i forsdlj-
ningen av varan. Produkternas summa, som kan erhdllas direkt,
ifall man ej tommer rdknemaskinen mellan de enskilda multi-
plikationerna, divideras ddrpd med dessa vikters summa. Den
erhdllna kvoten avkortas, om den fdrsta siffran d4r 1 eller 2
till ett fyrsiffrigt tal, i annat fall till ett tresiffrigt
tal. Det sd erhdllna medelpriset antecknas i arbetstabellens

férsta kolumn for ifrdgavarande vecka.

Logaritmuppslagningen.

I arbetstabellens andra kolumn antecknas prisernas naturli-
ga logaritmer med tre decimaler. Decimalkomman utsédttas ej,
siffrorna ange sdlunda direkt tusendedelar (promille). De
erhdllas frdn en logaritmtabell uppstdlld s& som av bilaga I
framgdr. Denna logaritmtabell, som av mig utarbetats utgdende
frédn en fyrst#dllig tabell (J. Hotiel, Tables Numériques), har
jag forsokt gora speciellt ldmpad f£6r indexberdkningar. En
trestdllig naturlig logaritmtabell dr noggrann p& en promille
ndr, vilket med hdnsyn till indexfelet dr fullt tillridckligt.
Naturliga logaritmer dro bekvidmare #n vanliga (Briggska)
logaritmer fO0r indexberdkningar, emedan man mdste anvénda
fyrstdlliga Briggska logaritmer f£O6r att erhdlla en noggrannhet

pd en promille nir.
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De naturliga logaritmerna dro speciellt '"mnaturliga' for:
g g P g

indexberidkningar, pd grund av att

10g1£=£>.'__-_2,
p p

varvid p 4r ett medelvdrde till p~ och p, nidrmare bestédmt &r

d.v.s. p ligger mellan det aritmetiska och det geometriska
medeltalet till p~ och p, och som exempel visa betydligt

ndrmare det geometriska.

Exempel: p~ = 1,21, p = 1. Vi ha da

1,21 _ 0,21 _ .= _ 0,21 _

log —— = == = 0,19062, .. b = g {5g67 = 1,1017,
0,21 0,21 0,21 0,21

e = 25 =0,19005, 2 = =0,19091,
1t a2l r, 705~ = A-1,2T7 1,1

sdledes ir P_2_+R =1,105>p = 1,1017>/p" -p = 1,100 och p
betydligt nirmare det geometriska medeltalet. p kan dven med
mycket stor precision sidttas

L p‘ “ P S (p 2+E)
Den naturliga logaritmen f6r en index %; dr ett bidttre mitt

pd relativa prisfdridndringen #n angivandet av huru ménga

procent p~ dr stérre eller mindre &n p. Procenttalens asymmetri,
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varmed vi fOrstd att en prisstegring kan anges av ett numeriskt
godtyckligt stort tal medan ett prisfall endast kan bli hundra
procent, féranleder en 1ldtt att underskatta prisfallen jim-
fért med prisstegringarna, och gor procenttal mindre vil
ldmpade f6r angivande av relativa prisfdrédndringar. Den natur-
liga logaritmen didremot dr symmetrisk i avseende & talet 1,

i det att log p”°/p = - log p/p~. Ifall sdledes ett pris forst
stiger med 100 % och ddrpa faller med 50 %, d.v.s. tillbaka
till utgdngspriset, s& anges sdvidl prisstegringen som pris-
fallet vid rdkning med naturliga logaritmer av numeriskt

samma tal. Vi anse det ej vara ndgot skdl att ange index-

talen i form av procenttal, indextalens naturliga logaritmer
dro 4tminstone fo6r vetenskapsmannen betydligt intressantare.
Med kinnedom om log p~/p, som vi beteckna med d, kan han 1&tt
berdkna p~/p enligt serien p~/p = 1-+%-+%;-+(é£;-+...) dven

utan tillgdng till naturlig logaritmtabell. Ifall d dr ett

litet tal ridcker det med de tvd foérsta termerna. Ex. log 1,105

0,100... (se tabell I1,2) 1,105 = 1+0,100 +4(0,100)°,

Ifall indextalen anges i naturliga logaritmer underldttas
Overgdngen till ny bastidpunkt, i det att log p™/p-1logp /p=
log p™/p”. Man kan sdledes anvdnda det enkla rdknesédttet sub-
traktion for att f& indexen férdndrad till den bastidpunkt,
som f6r tillfdllet intresserar en. Vid vetenskpaliga under-
s8kningar 6ver prissystemets fodrdndringar och deras samband
med andra ekonomiska foéreteelser dro indextalens naturliga
logaritmer det bekvidmaste utgdngsmaterialet, ty de ekonomiska

sammanhangen dro av logaritmisk natur, d.v.s. det 4r de
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ekonomiska storheternas relativa fdrdndringar m.a.o. logaritmer,
och icke storheterna sjdlva uppmédtta i sinsemellan ojdmfdrbara,
mer eller mindre godtyckligt valda enheter, som ingd i funk-

tionssammanhangen.

FOr anvidndningen av var specialkonstruerade logaritmtabell
gdller féljande regler:

Huvudregel. Ifall den forsta siffran i priset - man fidster
sig ej alls vid decimalkomman - dr stdrre dn eller lika med

7 uppstkes logaritmen pd tabell I,1, i vilken tabell logarit-
merna 4ro negativa. De tvd forsta siffrorna uppsdkas i den
férsta kolumnen, O6ver vilken bokstaven N finnes antecknad.
Dérpd gér man a4t hoger till dess man kommer till den kolumn,
Over vilken den tredje siffran i priset finnes antecknad.

Det funna talet utgdr den sdkta logaritmen och antecknas i

arbetstabellens andra kolumn. Ex. log 8:67 = -143, log -:85 =

-163, log 70:38 Obs! avrundas till log 704 -351. Ifall den
f6rsta siffran d4r 1 och den andra mindre in fyra, uppsotkes
logaritmerna pd tabell I, I denna tabell finner man de tre
férsta siffrorna under N, den fjidrde siffran anger &dter i
vilken av kolumnerna man skall sdka logaritmen. Om de tvéa
férsta siffrorna ligga i intervallen 14 - 55 uppsdkes logaritmen
pd tabell I,3. De tvd fOrsta siffrorna uppsdkas under N den
tredje anger &ter kolumnen. Ifall man mot vanligheten skulle

ha ett fyrsiffrigt tal, vilket enligt regeln fOr berdkning av

medelpriset forutsdtter, att den forsta siffran d4r mindre &n 3,
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kan man interpolera, d.v.s. till logaritmen fér det tre-
siffriga tal, som erhdlles dd den fjdrde siffran icke be-
aktas, addera det tal, som f4s, did skillnaden mellan denna
logaritm och det féljande tresiffriga talets logaritm multi-
pliceras med den fjédrde siffran i talet, produkten divideras
med tio och avkortas till en siffra. Vi ha konstaterat, att
man interpolerar snabbare pd dett s#dtt en genom att anvidnda
en interpolationstabell. Interpolationerna dro ytterst sdll-
synta och kunna helt undvikas, om man alltid avkortar pris,
som icke uppsdkas pd tabell 1,2 till tresiffriga tal. Loga-
ritmerna for tal, vilkas tvd fOrsta siffror ligga 1 inter-

vallen 55 - 70 uppsdkas pad tabell 1,4.

Huvudregeln gidller utan undantag blott f6r utgdngsprisen
(1/7 - 31). Vid de fortsatta rdkningarna méste man #Aven beakta

fd6ljande specialregler:

Sp.r. 1). Om priset pd en vara sjunkit under utgangspriset,

sd att den forsta siffran blivit mindre #n 7, uppstkes dess
logaritm pd tabell I, till dess priset sjunker si mycket,

att den forsta siffran blir mindre &n 6, vilken hidndelse torde
vara synnerligen sdllsynt. Ifall detta dock intrdffar, upp-
sbkes logaritmen p& tabell I,4 eller 1,3, men frdn den funna

logaritmen subtraheras talet 1303, sd att resultatet blir

begativt. Ifall priset sjunker si otroligt kraftigt, att det
tal, som bildas av de tvd forsta siffrorna blir mindre &n 35,

subtraheras 2303 fran denna logaritm.

Ex. utg.pris 14:33, log 5:53 = 710 - 1303 = -593. Sp.r.2).

Ifall ett pris, vars tvda fo6rsta siffror vid utgidngstidpunkten
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bildade ett tal, som var mindre &n 35, eller som tidigare
uppsokts pa tabell I,1, stigit i pris s& att de tvd fdrsta
siffrorna bilda ett tal stdrre d4n 35, adderas 1000 till den
logaritm, som man finner i tabellen, vilket innebdr, att den
i denna del av tabellen underfdérstddda forsta siffran 1 i
detta fall vutsdttes. I motsatt fall, om priset sjunkit, sé&

att det kritiska stdllet 35 passerats, subtraheras 1000

fran den p& vanligt sdtt uppslagna logaritmen.
Ex. 1) Utg.pris 3:08 stigit till 3:83, log 3:83 = 343 + 1000 =
2) Utg.pris 36:50 sjunkit " 30:50, log 30:50=1115-1000 =
115

Denna specialregel skulle bortfalla, om man rdknade med en
logaritmtabell, didr de efter det kritiska stdllet f&ljande
logaritmerna skulle vara 1000 stdrre, men motvdgas denna
forenkling av, att i s& fall en stor del av logaritmerna

skulle bestd av fyrsiffriga tal, vilka sulle Oka skrivvarbetet.

Sp. r. 3). Ifall priset stigit Over utgdngspriset, sd att

den foérsta siffran blivit stdérre &n 7, uppsdkes dess logaritm
pd tabell I,4. Blir den fOrsta siffran 9, i vilket fall den
andra siffran anger kolumnen, far man medels interpolation

det tresiffriga talets logaritm. Om priset stiger ytterligare,

sd att den forsta siffran &nyo blir mindre 4n 7 adderas talet

1303 till den enligt huvudregel uppslagna logaritmen. Sp.r. 2)

gdller samtidigt och oberoende av sp. r. 3). Vid tiofaldig

prisstegring stiger prisets logaritmer med 2303.

Ex. Utg. pris 55:00 stiger till 150:00, log 150:00 = 405 +
1303 = 1708
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Utg. pris 25:00 stiger till 150:00, log 150:00 = 405 +

1000 + 1303 = 2708

I alla 6vriga fall gdller huvudregeln.

Dessa regler forefalla kanske invecklade, men m&jligheterna
for feluppslagning dro dock praktiskt taget obefintliga blott

man ihdgkommer minnesregeln:

Skillnaden mellan logaritmerna f6r tvd pd varandra fo6ljande
veckopris dr nédstan aldrig ett fyrsiffrigt tal. Fyrsiffrig
blir den endast, om fdrdndringen 4r mycket valdsam, d.v.s.
vid ca en tredubbling av prisen eller ett prisfall till ca
en tredjedel av foregdende veckas pris. Sedan de extrema
sisongvarorna bortldmnats fran indexen intrédffar detta ej
alls, om icke en verkligt vdldsam inflation eller deflation

foérekommer. Skillnaden &r positiv, om priset stigit sedan

foéregdende vecka och negativ om det sjunkit. Denna skillnad
berdknas som det fdljande steget i rdkningen och skrives i

arbetstabellens tredje kolumn.

Vecka till vecka-differensen.

Ifall logaritmen fOr den senaste veckans pris har samma tec-
ken som f6r den foregdende veckans subtraherar man det mindre
talet frdn det stdrre. Om logaritmerna ha motsatt tecken
adderas deras talvirden. Tecknet, som blir riktigt om man ut-
for subtraktionen enligt algebrans teckenregler, erhdlles

ldttast enligt ovanstfende minnesregel. Emedan skillnaderna
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i regel &dro tvasiffriga tal, utfdres subtraktionen snabbast
utan anvidndning av rdknemaskin. Da ingen prisfdéridndring sedan
foregdende vecka dgt rum, blir skillnaden noll, varfdr det
dr praktiskt att bortldmna alla anteckningar £6r ifrdgavarande
vara. Jidmfér bilaga II, ddr kolumnen f0r vecka till vecka-

differensen betecknats med d.

De erh&llna vecka till vecka-differenserna multipliceras med
respektive varas vigningskoefficienter, varvid multiplikations-
maskinen ej témmes mellan de enskilda multiplikationerna, &dr

differensen negativ vevas bakit, dr den positiv framdt. Den

i rdkneverket befintliga summan, vilken, ifall den dr negativ,
fds till sitt talvdrde genom att bestdmma den addend, som gor
summan lika med noll, antecknas for varje varugrupp, vars
specialindex &r av intresse. FOr lokalisering av eventuella
riknefel kan ytterligare anteckningar &ver summan gdras under
rdikningens gdng. Maskinen tommes ej fOrrdn logaritmen for
konsumtionsprisindexens vecka till vecka-fdrdndring fram-
trdder tusen ganger forstorad i rdkneverket. Logaritmerna

fér de enskilda gruppindexernas vecka till vecka-fdrdndringar
erhdllas genom att dividera tillvixten fdr respektive varu-
grupp i den antecknade, l&pande summan med gruppens vikt.
Savdl tillvidxten, som sjédlvfallet dven kan vara negativ, som
den erh8llna kvoten antecknas i arbetstabellen. De erhdllna
kvoterna anger i regel direkt indexernas féridndring i promille

(se tabell I,1 el. I,2).

66



51

Nu dterstdr blott att till foregdende veckas indexlogaritm
(algebraiskt) addera vecka till vecka-indexlogaritmen fo&r
att erhdlla logaritmen f6r Finlands Banks konsumtionspris-
index. Vid denna addition medtagas samtliga decimaler. P&
samma sdtt forfares med specialindexerna. De tre sista
decimalerna bortldmnas sjdlvfallet vid eventuell publicering,
men bdra medtagas vid rdkningen f6r att kontrollen skall bli
exakt. FOr specialindexernas vidkommande adderas de pa
varandra foljande vecka till vecka-tillvixterna i brékformen
f6r undvikande av att avkortningarna vid divisionen med
gruppens vikt skola dstadkomma att kontrollen misstidmmer pé

de sista decimalerna.

Om man o6nskar angiva konsumtionsprisindexen sdsom hittills
i procentform, vilket vi icke rekommendera, erhdlles denna
procent genom att frédn tabell I,1 eller I,2 uppsOka det tal,

som har indexlogaritmen till logaritm.

Kontrollen.

Genom multiplikation av prislogaritmerna (andra kol.) med
viagningskoefficienterna p& samma sdtt som vid berdkningen av
vecka till vecka-indexen och genom att frén den erhdllna slut-
summan subtrahera en lika beridknad summa f6r en godtyckligt
vald vecka sedan den senaste vidgningskoefficientfdrdndringen
och jdmféra den s& erhdllna skillnaden med tillvidxten i den

16pande indexens logaritm, erhdlles en mycket god kontroll.
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Siffrorna skola ndmligen, ifall rdkningarna utférts riktigt,
exakt Overcnsstdmma. Dcnna mctod att berdkna indcxcens féridnd-
ring med Overhoppande av mellanliggande veckor &r den be-
kvimaste och sdkraste metoden f6r utridkning av indexen,

ifall man blott &r intresserad av enstaka, fran varandra
langt avlidgsna tidpunkter. Subtraktionerna bortfalla ndmligen

vid detta berdkningssitt.

Bilaga I1.

Ndrmare detaljer Over berdkningssdttet framgdr av bilaga II.
Férsta kolumnen, betecknad med p, upptar utgdngsprisen 1/7
1931 £6r fodagruppen. Andra kolumnen, betecknad log p, inne-
haller prisens naturliga logaritmer bestdmda enligt huvud-
regeln. 2031471 dr den fOr kontrollen enligt ovanstdende be-
rdiknade summan av vidgningskoefficienterna génger prislogarit-
merna. De ndrmast efterfdéljande kolumnerna hidnfdéra sig till
2/1 1932. Vid bestdmmande av log 3:83 = 1343 har special-
regeln 2) kommit till anvédndning. Summan 248341 har beridknats
for kontrollens skull. Den tredje kolumnen f&6r denna vecka,
betecknad med e (ero), anger logaritmdifferenserna i for-
hallande till utgéngsprisen. De motsvara f8r denna forsta
vecka till vecka-differensen. 45200 utgdr den algebraiska
summan av vidgningskoefficienterna c¢ och talen e. Denna summa
dividerad med 444 ger fédaindexens logaritmtillvidxt sedan
1/7-31 lika med log P = 102. Denna logaritms Numerus upp-
slagen fran tabell I,2 &r fodaindextalet f6r 2/1-32, lika

med 110,7. Den fjdrde kolumnen c anger vidgningskoefficienterna.
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Den fédrska fiskens vikter ha i enlighet med § 2 Overflyttats
pd salt fisk och fordelats s&, att den salta strOommingens,
sillens och anjovisens vikter fdrdubblats, d.v.s. Okat frén
3 till 6. Grdnsakernas vikter ha Sverflyttats pd drter (1
till 3), kalja (4 till 5), middag (9 till 10) och kaffe (9

till 10).

Den f6ljande kolumnen e2 ha vi anvidnt for berdkning av 52
enligt formeln (jfr J.W. Lindeberg, Todenndkdisyyslasku ja
sen kidytdntd tilastotieteessid, sid. 14, formel 6)

Z . R 2
s =1 cy-ey (log P)" .

Hidrvid ihdgkommes, att logaritmerna ange tusendelar. I
kolumnen e2 ha vi avkortat kvadraterna pd talen i kolumnen e,
vilka skulle ange milliontedelar till tusendedelar, varfodr
dessa kvadrater dro smd tal. Kvadreringen utfdres snabbast
medels en tabell dver kvadraterna pd talen 1 - 300, avkortade

sd att de tre sista siffrorna bortfalla.

For den 2/1 1932 blir spridningen

oF g ISA0 T (45200)2. 1
444 1000 444 1000000

= 0,016

I de tre fdljande kolumnerna, som hdnféra sig till 9/1-32

ha inga anteckningar gjorts for ofdrdndrade varupris. Kolum-

nen d anger vecka till vecka-differensen.
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Kolumnen e anger s8som tidigare skillnaden mellan denna

veckas prislogaritmer och utgdngsprislogaritmerna. log?P =

43341 : 4 : . &

I - 98 har erhdllits sd, att till den fdreglende veckans
log P = ﬂ%%gg adderats (algebraiskt) vecka till veckaindexens
logaritm = :%%%2 = -. Till samma resultat kommer man genom

att sdsom foregdende vecka multiplicera talen e med vikterna
c. Indexens procentsiffror fads genom Numerus uppslagning

log 110,3 = 98, log 99,6 = -4.

Kontrollen, som det d4r onddigt att utfdéra mer #4n ett par
gdnger i 4ret, framgdr av exemplet tillédmpat p& priserna

2/1-32.

De tvé &terstdende kolumnerna s och s2 utrdknas vid en even-
tuell grundlig analys av prissystemets fordndringar sedan
utgdngstidpunkten. Talen s utgodra skillnaden mellan e-
kolumnens tal och log P = 98. Den fdljande kolumnen inne-
haller kvadraterna pd dessa tal. Spridningen inom f&dag-
gruppen 52 = I Cisi dr lika med 0,016, som vdl Overensstidmmer
med foregdende veckas spridning, vilken berdknades enligt

en annan metod. En sddan grundlig analys vore det mdhidnda

skdl att utfdra en gdng i vartalet.

D3 det konstaterats, att de anvidnda vikterna ej mera kunnat
anses som goda ndrmevdrden fOr ifrdgavarande varugrupps

andel i totalkonsumtionens vidrde, justeras vidgningskoeffi-
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cienterna. Detta gdéres helt enkelt sd, att man efter juste-
ringen riknar med de nya vikterna vid utrdkningen av vecka
till vecka-differensen. Om man vill f& reda pd viktjusterin-
garnas inverkan pa& indexen, kan férdndringen i log P berdknas

enligt formeln f6r indexfelet

Man konstaterar hdrvid 1dtt, att viktfdrdndringarna skola

vara ganska stora fOr att midrkbart pdverka indexen. Ifall
antalet viktjusteringar sedan indexens bdrjan blir ett hundra-
tal, kan man f0r upptdckande av eventuella, av slumpen 4stad-
komna korrelationsfel, berdkna en index direkt utgdende frén
utgdngsprislogaritmerna och den senaste veckans prislogaritmer,
vilken viges med medeltalet av alla under den férflutna tiden
anvidnda vikter. Denna index bdr aj avvika frdn den forra
indexen med mer &n spridningen 52. I1fall storre avvikelse

upptidckes justeras indexen sd att detta villkor uppfylles.
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Bilaga II.
9/1
Tavaralaji jo) € c eZ p log p d e S s2
Maito 215 77 46 215 117 13
Meijerivoi 200 26 40 27:- 883 ~37 4
Maatiaisvoi 139 25 19 23:- 833 -43 96 -2 0
Kerma 134 6 18 134 36 1
Juusto -104 6 11 17:33 550 55 -59 -157 25
Margariini 177 8 31 177 79 6
Paistinrasva 68 4 5 15:67 449 22 90 -8 0
Vehndjauhot 216 17 47 6:17 820 3 219 121 15
Ruisjauhot 140 8 20 140 42 2
Ruislestyt 189 8 36 189 91 8
Kaurasuurimot 211 4 45 4:63 533 16 227 129 17
Ohra " 63 1 4 63 -35 1
Riisi i 143 4 20 143 45 2
Manna " 254 4 65 254 156 24
Ruisleipd, ndkki 81 6 7 6:43 861 -12 69 -29 1
n pehmed 110 14 12 110 12 0
Hiivaleipi 67 10 4 67 =31 il
Ranskanleipd 92 10 8 92 -6 0
Kahvi 47 10 2 47 -51 3
Naudanliha, tuore -114 18 5 5:73 746 -39 -153 -251 63
Vasikan " L -100 4 10 12:- 182 6 -94 -192 37
Lampaan " " -47 4 2 10:50 49 16 -31 -129 17
& e palvattu -80 2 6 -80 =178 32
Makkara -58 11 3 -58 -156 24
Sianliha, tuore -48 8 2 10:67 65 57 9 -89 8
L suolattu -51 4 3 10:- 000 51 0 -98 10
" savustettu -49 4 2 -48 -147 31
Silakka, suolattu 218 6 46 218 120 14
8illd 25 6 1 8:50 -163 -9 16 -82 7
Anjovis 0 6 0 0 -98 10
Munat -109 10 12 17:33 550 -65 -174 =276 76
Kahvi 244 26 60 244 146 21
Palasokeri 122 13 15 9:25 =78 11 133 35 1
Kristallisokeri 224 13 50 237 139 19
Perunat -166 17 28 -166 =264 70
Luumut 254 2 65 254 156 24
Sekahedelmdt 109 2 10 16:- 470 25 134 36 1
Omenat 14 3 0 15:40 432 82 96 -2 0
Appelsiinit -93 3 8 7533 ~311 -75 -168 -266 %1
Banaanit 99 2 10 16:80 519 37 136 38 1
Herneet 95 3 9 95 -3 0
Kalja -43 5 2 -43  -141 20
Pilsneri 0 1 0 0 -98 10
Suklaa 142 1 20 142 44 2
Karamellit 152 1 23 43:75 476 29 181 83 7
Suola 0 1 0 -:90 -105 58 58 -40 2
Pdivdllinen 0 10 0 0 -98 10
Kahvi 0 10 0 0 -98 10
45200 102 71540 110,3 -1859 43341 0,016
iy ~ 444 447 457
(log P) =-4 =98
(99,6)
248341 - 203141 = 45200
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Bilaga III. Utrdkningar for tabellen pé& sid. 28.

. Suhde- 31/12-32 30/12-33 29/12-34 16/6-34
Tavaralaji luku log log log log
Maito 27 8 151 215 8
Meijerivoi 26 46 -42 126 -42
Maatiaisvoil 25 29 -95 139 -150
Kerma 6 134 195 195 134
Juusto 6 -50 -16 -68 -50
Margariini 8 74 -67 -45 =67
Paistinrasva 4 -23 -178 209 =23
Vehndjauhot 17 109 36 91 61
Ruisjauhot 8 153 90 100 100
Ruislestyt 8 177 148 121 148
Kaurasuurimot 4 66 0 -36 -36
Ohra " 1 =17 -75 -77 -61
Riisi 1 4 176 193 159 159
Manna u 4 186 177 145 186
Ruisleipi 6 77 77 64 41

2 pehmed 14 138 138 153 138
Hiivaleipd 10 95 95 100 95
Ranskanleipéd 10 148 148 156 142
Kahvileipéd 10 73 73 54 54
Naudanliha 18 -297 -143 115 180
Vasikanliha 4 -148 -111 -25 -61
Lampaan " 4 -282 -185 -185 88

" -  palvattu 2 -80 -69 -49 -145
Makkara 11 185 37 216 216
Sianliha 8 140 231 140 111

i suolattu 4 95 210 33 210

i savustettu 4 134 201 229 240
Silakka 3 ~337 277 682 -1514

i suolattu 3 176 -26 127 78
Hauki 5 -106 -106 11 -395
Ahven 3 =277 -499 -277 -1039
Silli 3 -189 -143 -143 -143
Anjovis 3 -14 0 0 0
Munat 10 -38 -52 -62 ~462
Kahvi 26 241 98 129 129
Palasokeri 13 170 15% 94 135
Kristallisokeri 13 206 148 133 162
Perunat 17 -70 -300 -246 -316
Luumut 2 147 140 131 131
Sekahedelmit 2 69 69 55 42
Omenat 3 0 ~-74 42 -138
Appelsiinit 3 -214 0 -158 -288
Banaanit 2 -65 -83 -47 -29
Herneet 1 131 190 282 268
Porkkanat 1 =770 ~-770 =770 697
Punajuuret 1 -747 -53 -747 456
Lantut 1 -633 -609 -656 -19
Valkokaali 2 -704 -566 -1101 1149
Kalja 4 =117 -150 -150 -150
Pilsneri 1 0 -172 -172 -172
Suklaa 1 64 64 30 30
Karamellit 1 128 92 92 92
Suola 1 57 -61 -61 0
Pdividllinen 9 0 -19 -19 -19
Kahvi 9 29 54 54 54

log P = 0,035(46) 0,031(89) 0,086(26) 0,008(1)
log A = 0,046 0,042 0,099 0,031
Aa=0,011 0,010 0,013 0,023
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Sartryck uy Ekonomiska Samfundets Tidskvift. Ny serie. H. 37.

Levnadskostnadsindexerna i Finland och

Sverige, deras tillforlitlighet och jamior=
barhet

Av LrO TORNQVIST,

Om man icke enbart vill noja sig med ett kvalitativt om-
déme om en prisindex tillforlitlighet och anvidndbarhet for
olika dndamadl, utan vill ha ett kvantitativt uttryck for det
osikerhetsmoment, som finnes hos indexen, och storleks-
ordningen hos de fel, som uppkomma, di indexen ufnyttjas
for #ndamal, for vilka annorlunda konstruerade indexer
vore att foredraga, stdr man inf6r en av de mest kompli-
cerade fragorna inom indexproblemet. Denna f6r indexta-
lens praktiska anvindning viktiga frdga har blivit ndstan
helt forsummad i den litteratur angdende indexproblemet,
som kommit till min kdnnedom. !) D4 vi i det f6ljande skola

1) Ansatser till en teori fér osdkerhetsmarginalen hos indexbe-
rikningar kan man finna t.ex. i

A. Bowley: Elements of Statistics. London 1926. The influence
on the precision of index numbers of correlation between the prices of
commodities. Journal of the royal statistical society, Mars 1926.

L. V. Bortkiewicz: Die Kaufkraft des Geldes. Nordic Statistical
Journal 1932.

1 VV.I Lindeberg: Todenndkoissyyslasku ja sen kaytants tilasto-
tieteessd. Helsingfors 1927.

I. Fisher: The making of index numbers, A study of their varie-
ties, tests and reliability. Cambridge, Mass. 1922.

G. Haberler: Der Sinn der Indexzahlen. Tiibingen 1927.

K. G. Hagstroem: Prisemnas spridning. Skandinaviska kreditaktie-
bolagets kvartalsskrift, 1923.

H. Eneborg: Statistisk understkning rorande partiprisrérelsen
i Sverige 1920—23. Stockholm 1924.
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2 LEVNADSKOSTNADSINDEXERNA I FINLAND OCH SVERICE

undersoka levnadskostnadsindexerna i Finland och Sverige
frdn denna synpunkt, méiste vi forst utveckla en teori for
osikerhetsmarginalen vid indexberdkningar.

Osdkerhetsmomentet vid indexberikningarna harflyter
ur manga olika felkillor: indexformelvalet, viktssystemets
olamplighet f6r det betraktade dndamadlet, inbegripet den
representativa karaktiren hos de i indexen ingdende varorna,
och slutligen iakttagelsefelen vid prisinsamlingen. Dessa
fels mdojlighet att paverka slutresultatet beror pa prissprid-
ningen inom det betraktade prissystemet, det ar den bristande
proportionaliteten i de olika varuprisens fordandringar.

En omstidndighet, som paverkar felmarginalen, utgor va-
let av indexformel. De aritmetiska indexformlerna kunna
skrivas i formen

1
pt

Po =226 0 s
!

En indexformel, som upptrider i samband med den arit-
metiska, dr det harmoniska medeltalet

- P
1_ . il
#Pg =1 2 ¢; Py :
Man far ndmligen genom att l4ta de genom (o) och (1) angivna
tidpunkterna eller ekonomikretsarna byta plats
p(_'ﬂ)
I
Pi=20 po s,
i

1 0 __ 1 0 __
aPO'hPl_hPO'aPI =1I.

Det harmoniska medeltalet dr alltid mindre 4n det arit-
metiska, om icke samtliga talen p{": p{® iro = Py = P} .
Det harmoniska medeltalet kan namligen skrivas som ett
aritmetiskt medeltal
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(n; p([n] (1) pgo)
P(l)_ Ec E EC---—-L: Ec-—
S(1) L1 0 LS |
po <D O Y

(1)

é. 1

| 0) *

P

(0 (0

P <

och d& vikterna ¢; =¢ ¢; Py ge mindre vikt 4t de
Pi

T
pY

relativt dyra prisen p{?, minskas hirigenom medeltalet.
Vi ha séledes ,P§P}>1, ,Pg-, P} <1, varvid likhetsteck-
net endast galler a4 prisen pi och p® aro proportionella.

Det geometriska medeltalet, som definieras genom for-
meln

Pi
log JPo= D¢ log’m ,

har den vackra egenskapen
P52 P 1=1 :
Sambandet mellan dessa medelvirden framgar genom ett
studium av de s.k. momentmedeltalen

1
,,H

(=B = aensram.
' Pi

Vi ha tydligen P =P}, ,Ph—=_,Ps. Det geometriska
medeltalet erhdlles som gridnsvirde, di « gir mot noll. Dessa
momentmedeltal utgéra kontinuerligt vidxande funktioner
av «a.

I det vi dividera vartdera membrum med (,Pg)* och
utveckla hogra membrum i serie enligt potenser av « fas

: - 1), (0) pl ,
(ap(l): gp(l))a _ Z c; e log(ps /p} )gpo) :Zci e Si

O¢2 2 ‘x3 3 o ) 2
:1+2—!2cis;+;2cisi+- - -i-:!ZCiSi‘I" e

79



4 LEVNADSKOSTNADSINDEXERNA I FINLAND OCII SVERIGE

Genom att logaritmera vartdera membrum fas hirav

2
o
(1) logapé—loggpé :%a26i3?+g Ecis?‘*“ :

r—1

gl o — oo
vl

D4 ¢ = o, blir hégra membrum o, varfor (P§ =  Pg. Talen
k, kallas i statistiken semiinvarianterna till den av talen
s;=1log (p"/p® P}) representerade fordelningen. Talen ¢;
uppfattas hirvid som frekvenstal. Om fordelningen 4r nor-
mal, vilket approximativt torde vara fallet, d& det ror sig
om prisnivijimforelser i tiden, 4ro semiinvarianterna alla
= o, forutom den forsta i

Szzzci S?,

som utgor ett matt pd spridningen. Med kinnedom om det
aritmetiska, harmoniska och geometriska medeltalet kan man
berikna nidrmevirden fér s och X¢;s. Vi f4 namligen

(2) log ,P§—log Pi=g>+-+ + -
1
(3) % (log .Pj + log ,Py) —log P§ = gZ‘i - TR

Denna senaste formel innehéller satsen: D4 talen s; ir
normalt férdelade, 4r ,P§ =4/, Py- Py (Jfr. Fishers ideala
indexformel).

Av (1) framgir att det geometriska inedeltalet dr det
enda av momentmedeltalen, som kan anvindas {6r hildande
av kedjeindextal, ty om a0, och ett stort antal indextal
Lot multipliceras med varandra, sd divergerar produk-
ten mot - oo for @ >0 och mot o fér « < o, dven under
antagandet att det geometriska medeltalet P’*! skulle
forbli konstant = 1.

Det har knappast ndgonsin tagits i betraktande att an-
vinda momentmedeltal med |a| > 1 sasom indexformler.
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Dessa formler paverkas namligen starkt av de extrema
s; viardena. Man kan ndmligen dven skriva momentmedel-
talens formel i féljande form

—1 (1
o1 pih

p(l)
1 —; - -
aP0—~2 € (Pt‘n) Pl) po )

0

varav framgér, att vid vixande o« de relativt dyraste va-
rorna f& allt storre vikt; d& o gir mot + oo, ndrmar sig
Py det stérsta pristorhallandet pi : pi®, och di « avtar
mot — oo, gar, Py mot det minsta talet p{V: p{®. Det
geometriska medeltalets centrala roll bland momentmedel-
talen berittigar en att betrakta det som ett presumtivvirde
framom det aritmetiska och harmoniska medeltalet. Det
aritmetiska medeltalet kan ldmpligen betraktas som en
ovre grans och det harmouniska som en undre grins for de
indextal, som Atminstone skenbart anvinda samma vikter
¢;. Pa grund av det samband, som existerar mellan dessa
tre medelvarden och spridningen och snedheten i fordelnin-
gen hos talen s;, fir man med kinnedom om dessa medel-
varden fram de mest karaktéristiska dragen hos denna for-
delning. Som matt pd den osikerhet, som uppstar pa grund
av indexformelvalet, anvinda vi

log ,Pj —log Py =s>+- - - =4 (formel).

Da vi nu ga att undersoka det osidkerhetsmoment, som
uppstar pad grund av att vikterna ¢; ej utgora de for det 4n-
damél indexen skall anvandas teoretiskt riktigaste vikterna,
kunna vi néja oss med att enbart studera det geometriska
medeltalet.

De for det betraktade dndamdlet riktigaste vikterna ma
vara ;. Felen i vikterna ¢; beteckna vi

Ac;=¢;—¢;, och ha, dd viktsumman fortfarande skall
vara = 1,

ZAL‘i:O,EACiloggp(l):O.
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Fordandringen 1 resultatet vid 6vergangen till det nya
viktsystemet ar

1)
P
4(c) = E (Ci‘|‘Aci)10gﬁ~ E ,log — EAClog
i

—S’AC 10g ZAC log ,Py= ZAclog( S Pl)

= X A¢; §;-

1(1)

Denna stringt riktiga formel

A ¢,
A(c)_ZAcs— c-c—s

har man dock ej stor glidje av, om talen A4 c¢; icke dro
kianda, eller ifall talen s; f6r de varuslag, som tidigare haft
vikten ¢; = o, icke #dro kinda. Summauttrycket kan tdnkas
uppdelat 1 ett antal delsummor, i det att nirbeslaktade
varuslag, som kidnnetecknas av att motsvarande s;-tal blott
relativt litet avvika frdn varandra, sammanforas till grup-
per. De varor, som ej alls medtagits i indexen, kan tdnkas
samlade kring de i indexen medtagna varorna, vilkas vikter
Okas med vikterna péd de varor, vilkas s;-tal komma ett i in-
dexen fdrekommande s-tal nirmast. Genom denna vikt-
ov_rforingsprocess paverkas 4 (c) blott obetydligt. Denna
tankegang ligger till grund, d4 man later stora varugrupper
representeras av ett fatal varuslag, som dock ges en vikt,
som skulle tillkomma hela varugruppen. Talen 4c¢; ma
numera beteckna skillnaden mellan de vikter, som enligt
denna viktoverforingsmetod borde tillkomma varuslaget
och de faktiskt anvinda vikterna ¢;.
Uttrycket for 4 (¢) kan skrivas i formen

4 (c) = Z'c 8§ =128,

varvid vi betecknat
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A\ '
22226‘( cl) , 52:20is§,r:41(c):zs.

Enligt korrelationsteorin veta vi, att r alltid till sitt talvdrde
dr mindre dn eller lika med 1.

Om felen Ak

och talen s; dro inbordes oberoende va-
i

riabler, 4r det sannolika virdet av A4 (c) =0, och det san-

nolika virdet av detta tals kvadrat

= Z{E,)fedte g2,

Om de icke iro oberoende, utan det sannolika vitdet av
korrelationskoefficienten r 4r r 4= o, sa tillkommer en term
av storleksordningen 72 22 s2. Korrelationskoefficienten r ar
sannolikt ritt liten, da det ej finnes nagot skil, varfor felen
i vikterna skulle vara i ndgon storre man beroende av talen
s;; stigande relativa pris kunna nidmligen i medeltal lika ofta
tinkas medféra minskad som Okad relativ andel i totalut-
giften. Det synes diarfor, som om man skulle fa ett matt pa
den osidkerhetsmarginal, som beror av att vikterna c; icke
iro de bista tdnkbara, genom att antaga, att A4 (c) till sitt
talvirde idr av storleksordningen

(Zc?) -zs.

Enir det dock kan stota pa svarigheter att pa ett fornuf-
tigt sitt overflytta de varors vikter, som ej forekomma i
indexen, pa de diri forekommande, kan det varaatt foredraga
att uppdela summan X Ad¢;s; 1 tva termer

ZACI SI:A COSO_‘—E’A CiS,-.

A ¢y betecknar hirvid summan av de varors vikter, som icke
blivit representerade i indexen. s, betecknar de icke medtagna
varornas prisindexlogaritms avvikelse fran de medtagna
varornas prisindexlogaritm. I brist pd nirmare kunskaper
om §, maste nian forstka med en grov uppskattning t.ex.

S~ +23) 2
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Faktorn 1 -+ X ¢ ha vi tillfogat for att antyda att sprid-
ningsmattet s*sannolikt ger ett for litet virde pa det sanno-
lika virdet av s2. DA talen ¢; dro stora, ir s ett otillforlitli-
gare matt pa spridningen inom prissystemet dn d& vikterna
¢; alla 4ro smd. Om man dr rddd for att undervirdera s,: s
inflytande kan man dnnu tillfoga nagon faktor beroende av
den uppskattande personens storre eller mindre pessimism.
De icke representerade varornas bidrag till storleksordningen
hos talet 4(c¢)? uppskatta vi salunda till

(T +=A)Ac s>

Termen X'Ac¢;s; kan man uppskatta pd samma sitt som i
det fall di Ac, antogs vara = o. Enidr Z'Ac;=—Ac, %0
far man dock en battre uppskattning av denna term genom
att tillfoga en nollterm

Vi fi4 pa detta sitt

E'AC,-S,-ZZ'A C,-Si = Z'Cl—A Cosi: 2’ (A Ci— CiA Co) Si

= X Ae 5, =1Z 5

Hirvid ha vi betecknat A'¢; = A¢;—¢; A ¢,

’ 2 2
z/2 = Ew CI(A CI) = E‘ Ci (Ai) _A C% 3 52 = 2: Ci 312-
C;

¢

Korrelationskoefficienten r, som till sitt talvidrde alltid aAr

mindre #n 1, kan hirvid uppskattas till storleksordningen
rPa3c2,

Genom att sammansitta de tva termernas bidrag till A4 (¢) : s

storleksordning, under antagande av att de dro inbordes obe-

roende, fas
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(4 (c))*~ (Ec?) 7224 (1 -+ Z c?) Aeis =

( C'?“)-Zc. At 2S2+d6252
Ifall vi antaga, att talen
log p{/p{”

dro behiftade med felen o¢;, och antaga att den systematiska
delen i dessa fel ar liten, bidrager denna felkilla till slutresul-
tatets osikerhet med ett tillskott av storleksordningen

S ol =d* 3 = (A(prisen))?,

d.v.s. 4 (prisen) = (_.\;‘c;?)é a.

Ifall vi sammanstilla dessa fran olika felkillor hiarrérande
osikerhetsmoment i enlighet med schemat f6r av varandra
oberoende spridningstal, fis som matt pa indextalets osdker-
hetsmoment

A (log P) ~ /(4 (formel))® + (4 (vikterna))® + (4 (prisen))?
~VS L (D22 + 1+ 2D AEL+ (=D .

Detta osikerhetsmoment tolkas hirvid som en matema-
tisk férvintan betriffande storleksordningen av det fel, som
gores, da man 1 stidllet f6r det for ett givet dndamal teore-
tiskt basta indextalet anvinder ett surrogat. Om detta sur-
rogat utgdres av ett geometriskt medeltal, synes det rimligt
att minska det pa grund av valet av indexformel hirrérande
osikerhetsmomentet med hilften och sitta A (formel) = s2

De riakneoperationer, som bruka foretagas med indextal,
utgéra multiplikationer och divisioner. Genom att tdnka
sig dessa rdkneoperationer utférda medelst logaritmer inses,
att resultatets logaritm blir osiker av storleksordningen
A(log P). Utforas flere operationer med indextal, samman-
sittes slutresultatets osikerhetsmoment sd, att kvadraten pa
detta utgér summan av kvadraterna for de enskilda index-
talens osdkerhetsmatt. Genom att anvinda detta sitt att
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10 LEVNADSKOSTNADSINDEXERNA I FINLAND OCH SVERIGE

sammansitta osdkerhetsmomenten, som bygger pad anta-
gandet om att de betraktade indextalens fel dro av varandra
oberoende statistiska variabler, kommer man dock i det
ofta férekommande fallet, att ett indextal P (¢ =--1,0, 1)
med de teoretiskt riktiga vikterna ¢; ersidttes med kvoten
mellan indextalen P3: P}, vilka vigts med vikterna ¢,
att i regel Overskatta slutresultatets osdkerhet.

Om vi betrakta kvoten mellan tva geometriska indextal
P ,Po, vilka vardera vigts med vikterna ¢, s& Sverens-
stimmer denna kvot exakt med det lika vigda geometriska
medeltalet (P3, i det att

log (gP% : yP(l)) = log gp(%_log gP(l) =2'¢; (log pf-?‘)—-—log p§0))
— =¢; (log p{" —log p{®) = Z¢;(log pP —log p{) =log ,P; .

Kvoten ,Pj: P} ir silledes endast skenbart beroende av
prisen p{¥. Vid bedémandet av osikerhetsmomentet har man
i detta fall att ligga talen log (p{?/p® P3) till grund for
kalkylen, vilket ritt visentligt forbdttrar uppskattningen.
Om det ater dr friga om osidkerhetsmomentet f6r kvoten
mellan tva aritmetiska medeltal

{2)

> p > e pP > 4P
P2: pl_Se . pl_ SN — .S ¢
a® 0°a" 0 i (] i i ’

P PO P P
fAr man ett bittre matt pd osikerhetsmarginalen genom att
uppfatta kvoten som ett aritmetiskt medeltal med vikterna

Efter dessa teoretiska betraktelser skola vi forsoka oss pa en
granskning av levnadskostnadsindexerna i Finland och Sverige.

I Social Tidskrift 1923 nr 10 ingdr en beskrivning pa
Finlands officiella levnadskostnadsindex’ byggnad. Vi an-
fora de for vart dndamail betydelsefulla fakta.
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Finlands officiella levnadskostnadsindex berdknas pa
grundval av de minuthandelspris, som Statistiska Central-
byrdns Socialstatistiska avdelning 1) insamlar genom sina
ombud i 21 stdder och orter med sammantringd befolkning.

Grunden for indexberikningarnas viktsystem bildas av
forbrukningen inom en arbetarfamilj tillhorande den mel-
lersta valstandsklassen med en drsutgift ar 1go8—o09 pa 1600—
2,000 mark. De anvinda vikterna grunda sig pa den officiella
redogorelse rorande konsumtionsforhallandena i Finland,
som yrkesinspektéren Vera Hjelt enligt uppdrag av In-
dustristyrelsen offentliggjorde under titeln: »Undersékning av
yrkesarbetares levnadsvillkor i Finland 1go8—o09.» Vid be-
rikningen tages ej férbrukningens fordndring med i betrak-
tande, indexen anger huru stora levnadskostnaderna skulle
bliva jimférda med kostnaderna under forra hilften av ar
1914 under antagande av att forbrukningen vore densamma
som aren 19o8—o09. I0rst beriknas utgdende fran den offi-
ciella minutprisstatistiken gruppindexer, som didrpd sam-
n{anviigas sélunda, att de multipliceras med respektive varu-
grupps procentuella andel i forbrukningen ar 1908—00,
varpd produkterna adderas och divideras med vikternas
summa. De anvidnda vikterna framgd av foljande tabla
kolumn 1.

1908—--09 1928
I c c

FOAA: v cmmmmmmmons cmme dilfns 55,0 61,9 55,0 44,7
Beklidnad och skodon ... 11,6 13,1 12,0 11,9
Bostadshyra ............... 11,8 13,3 16,0 14,0
Brinsle och belysning ... 4,1 4,6 4,9 3,9
Tobak  ......c........ Vg 1,0 1,1 .3 2,0
Tidningar  ............... 0,9 1,0 1,0 1,2
Skatter ..oooosssersseosisn 4,5 5,0 9,2 4,6
Ovriga utgifter ............ II,1 17,7
100,0  I00,0 100,0 100,0

1) Numera Byran for social forskning vid Socialministeriet.
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Vi ha tillfogat trenne kolumner av vilka den forsta (c)
anger de vikter, som de olika varugrupperna kommit att er-
halla, emedan gruppen Ovriga utgifter saknar representant
1 indexen. Den f6ljande kolumnen (¢’) anger de vikter, varmed
de olika gruppernas prisrorelser paverkat levnadskostnads-
indexen 1 medeltal under 4ren 192634, d& hinsyn tages till
gruppernas indextals medeltal under dessa ar. (¢; = ¢; pi™/
pO P aa p™/p® = medeltalet av specialindexen under
dessa ar och P{" ir medeltalet av levnadskostnadsindexen
under samma tid. Jfr. s. 73). Den sista kolumnen anger utgifts-
fordelningen for arbetare och befattningshavare i medeltal
enligt 1928 4&rs levnadskostnadsunderstkning ). 1928 4ars
budget hanfor sig till en ndgot hogre levnadsstandard &n
1908—09 ars budget.

Fodagruppen representeras av foljande varuaggregat:

Kvantitet  Medelpris 9, vikt

1926—34
Mjolk, oskummad ............... 87,6 1 1: 69 23,8
SHIOT, MEJErl-  suwwsi iovinssoninsen 1,8 kg 28: 85 8,4
» o, bond- ... 1,8 kg 25: 62 7.4
Agg i 0,5 tjog  21:07 1,7
POtatis: o suses snss v s o s ws 45,0 1 0: 70 5,0
Arter Lo 0,7 kg 5:53 0,6
REAGMIO]  oncvunnn s ones conns comsanss 10,0 » 2: gb 4,8
Ragbrod, mjukt, billigaste slag 28,9 » 3% 71 17,2
Havregryn .........coocooiiine. 1,5 » 4: 41 LT
Notkott, farskt, stek ............ 3,0 » II: 30 5,5
Flask, farskt, skinka ............ 1,5 » I5: 79 3,8
» , salt, sidflisk ............... 1,5 » 16: 00 3,9
Strémming, farsk ............... 0,83 » 4: 05 0,5
» ,osalt L 0,83 » 4: 12 0,6
Sill, salt coovveiiiie 0,83 » 7: 28 1,0
Kaffe, obrint (Santos & Rio) 1,5 » 31: 74 7,7
Socketr; bit- cuivivns s osans e 4,9 » 9: 00 T
" 100,0.

1) Sociala specialundersdkn. 14. Levnadskostnadsundersokningen
av ar 1928. Helsingfors 1936.
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Man faster sig vid ragbrodets stora vikt. Vetemjolets
utelimnande och brodgruppens ensidiga representation torde
vara de stOrsta bristerna i denna budget.

Aggpriset sidsongrensas silunda, att det aktuella priset
multipliceras med en faktor, som anger forhallandet mellan
adrsmedelpriset ar 1913 och medelpriset under motsvarande
médnad ar I1913.

Med avseende a beklidnaden har man ndjt sig med att
folja prisen pa en manskostym och pd manskidngor av box-
lader. Det stoter pa svarigheter att fran landsbygden infér-
skaffa prisuppgifter pa varor av ndrmare angivet slag.

Hyresuppgifterna hanfora sig till tva rum och kék. Hyres-
rikning foretages varje var.

Gruppen brinsle och lyse representeras av en enda vara:
bjorkved, lang, hemkord.

Tobaksprisen hinfora sig till fyra enklare cigarettsorter.

Gruppen tidningar och litteratur representeras av medel-
talet av prenumerationsprisen per manad for nagra i arbe-
tarkretsar vanliga tidningar.

Skatterna beriknas med hidnsyn savil till de statliga,
som kommunala och kyrkliga skatterna. Skatten beriknas
hidrvid pi en inkomst, som erhdlles sa, att man multiplicerar
det 4ar 1914 till grund for berdkningen lagda beloppet med
levnadskostnadsindexen for det ifrdgavarande skattedret och
dividerar med 100.

Sasom av denna beskrivning framgar 4r levnadskostnads-
indexen i Finland byggd pa ett ganska litet prismaterial. Da
viktsystemet dr ndgot fordldrat dr det naturligt, att man ej
kan hysa nigon hogre grad av fortroende for den precision,
varmed den miter levnadskostnadernas forandringar. Byran
for social forskning kommer att i en snar framtid moderni-
sera indexen.

I det foljande komma vi att intressera oss for den preci-
sion, varmed den kan anses mita levnadskostnadernas for-
andringar under aren 1926—34.

De olika gruppernas prisindexer ha under dessa ar utveck-
lat sig pd foljande sitt (Statistisk Arsbok for Finland 1935):
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Foda Beklidn. Hyra Briinsle Tobak Tidningar Skatter Levnadsk.
1926 1107,8 1041,9 1305,7 1270,6 1297,7 1079,4 2058,1 1182,9
27 II15,I 1035,7 1378,9 1404,9 1299,7 1127,0 2135,3 12006,9
28 1I50,2 1047,2 1422,0 1433,9 1297,0 1158,7 2038,7 1232,7
29 1123,5 1054,8 1457,1 1453.7 1299.4 1174,6 2085,4 12253
30 Q71,2 1044,1I 1470,9 1393,2 I301,3 I1174,6 2096,6 1129,2
3X 86y,0 1000,8 1404,4 1050,3 1379,0 1174,6 2135,7 1038,6
32 897,3 978,8 13054 878,3 1439,0 1174,6 1975,6 1024,7
33 804,0 966,6 1182,1 886,2 1334,2 1I74,6 19I2,7 1000,7
34 8758 957,7 1103,2 901,8 1332,9 1174,6 1996,5 0982,7
medeltal 1000,4 1014,2 1336,6 1185,9 133I,2 II57,0 2048,3 1113,7.

I'6r en ndrmare analys av dessa siffror Gvergd vi till att
betrakta dessa tals naturliga logaritmer. De av oss angivna
logaritmtalen kunna tolkas som promillesiffror angivande
huru ménga promille respektive indextal overskjuter ()
eller underskjuter (—) talet 1000, d4 Gverskottet eller under-
skottet jamforts med ett medeltal till 1000 och indextalet.

p —1000 : ; :
log p~————= 1000 promille, nidr decimalkomman

V/1000- p
hos talet p blivit placerad sa att 10,000 > p > 100.

Tabell II. Levnadskostnadsindexen och gruppindexerna
uttryckta i naturliga logaritmer.
Foda Be- Hyra Briinsle Tobak Tid- Skatter Lev-
kladn. ningar nadsk.
1926 103 41 267 240 261 76 723 168
27 109 35 321 340 262 120 %59 188
28 140 46 352 360 260 148 712 209
29 116 54 376 374 262 161 735 203
30 — 29 43 385 331 263 161 %40 T21
31 —I40 I 339 49 321 161 759 38
32 —I09 —21 2066 -—130 364 161 681 24
33 —IIz —34 167 —121 288 161 048 I
34 —I32 —43 98 —103 287 161 691 — 17

medeltal —6 14 286 150 285 146 716 104
log(aritm.) o 14 290 171 286 146 718 108.
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I stdllet for att bibehalla 1914 som basar betrakta vi den
index, som har det aritmetiska medeltalet aren 1926—34
till bas = 1000. Indexformeln

i p

PO—=pH. Pm_N"¢, .
0 Z i Pgn) p(l0) psm)

m

X

lagges till grund for den fortsatta analysen.

T foljande tabell ha vi sammanstillt de naturliga logarit-
merna av talen p{’/p{™ och PY:P™ samt de nya vikterna
;. Talen erhallas ur foregdende tabell genom att fran
talen i respektive kolumn subtrahera logaritmerna for de
aritmetiska medeltalen under aren 1926—34, vilka anteck-

nats i den sista raden 1 tabell II.

Tabell III.
Foda Be- Hyra Brinsle Tobak Tid- Skatter Levnadsk.
kladn. ningar
Vikt 53,6 12,0 16,0 4,9 1,3 I,0 0,2 a g

Ar

1926 103 27 —23 69 —25 —70 5 60 59,6
27 109 2I 31 169 —24 —26 41 80 79,5
28 140 32 62 189 —26 2 —6 10I 100,0
29 116 40 86 203 —24 15 17 95 94,4
30 — 29 29 95 160 —23 15 22 13 12,2
31 —140 —1I3 49 —I22 35 15 41— 70 — 73,1
32 —109 —35 — 24 —301 78 15 —37 — 84 — 85,6
33 —1I2 —48 —I23 —202 2 15 —70 —I07 —I108,2
34 —I32 -——57 —102 —274 1 15 —27 —I25 —I26,7.

Den sista med (g) betecknade kolummnen innehéller de
med vikterna ¢; vigda medeltalen till gruppindexernas loga-
ritmer, d.v.s. logaritmen for det viigda geometriska medel-
talet till specialindexerna p{/p{™. Enir avkortningsfelen
hos logaritmerna spela in, ger dock skillnaden mellan ko-
lumn (a) och (g) icke nagot tillforlitligt uttryck for } s
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16 LEVNADSKOSTNADSINDEXERNA I FINLAND OCH SVERIGE

Dock kan man se att § s* dr.av storleksordningen nagra pro-
mille. Grupperna bekladnad, tobak, tidningar och skatter
ha under dessa ar varit ganska stabila. Brinslegruppens
kraftiga prisférandringar beror till en del pa att den endast
representeras av en enda vara. Skulle dven de utelimnade
varorna gas och lyse medtagits, skulle denna grupp visat storre
stabilitet. I'6dagruppen dominerar levnadskostnadsindexen.
For att lattare kunna bedéma i vad man gruppindexernas
forandringar skett proportionellt med levnadskostnadsin-
dexens, beridkna vi talen log (p{"/pi™PY) genom att fran dessa
kolumner subtrahera den nist sista kolummnens siffror.
Dessa tal ge en bild av de olika gruppernas relativa pris-
rorelser.

Tabell IV, s; = log (p{/p{™ PD)
Faoda kli‘isder_). Hyra Briinsle Tobalk nHS&r Skatter 82 s
Vikt 55,6 12,0 16,0 49 1,3 1,0 9,2
1926 43 —33 — 83 g — 85 —130 — 55 2,12 46
27 29 —59 — 49 89 —I04 —I06 — 39 1,95 45
28 39 —69 — 39 88 —r127 — 99 —107 3,40 58
29 21 —55 — ¢ 108 —119 — 80 — 78 2,00 45
30 —42 16 82 147 — 36 2 9 3,17 56
31 —%0 57 IIg-— 52 I0§ 85 11T 6,80 83
32 —25 49 60 —217 162 99 121 5,28 73
33 —5 59 — 16 —185 109 122 47 2,65 5T
34 —4v 68 — 67 —149 126 140 98 3,67 61
medeltal 3,44 58.

I diagram I ha vi grafiskt askadliggjort dessa siffror.

Grupperna beklddnad, tobak, tidningar och skatter ha
stigit i pris relativt till levnadskostnadsindexen, ovriga grup-
pers prisrorelser ha skett mera oregelbundet, hyra och brinsle
uppvisa ett maximum &ren 193T respektive 1930. Idda-
gruppens rorelser ha skett i ndra 6verensstimmelse med lev-
nadskostnadsindexen.
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~ Hyra
—100 ~ At
. Tidningar
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4
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31 32 33 34
Levnadskostnadsindexen
—10%

Diagram I. Gruppindexernas utveckling relativt till
levnadskostnadsindexen,

Spridningsmattet s var storst ar 1931, da det uppgick
till 83 9/4- Spridningen synes vixa, da prissystemets rorelse-
hastighet uppat eller nedat 6kar. Indexformelfelet s® dr for
detta ar c:a 7 %/y. Om dven gruppindexernas bidrag till detta
skulle tagas i betraktande, skulle indexformelfelet ytterli-
gare stiga med négra 9/y,. I medeltal under dessa ar kan
indexformelfelet uppskattas till c:a 3,5 /.

Vi skola sa undersoka storleksordningen av det osidker-
hetsmoment, som hérrér av viktsystemets oldmplighet for
olika dndamal. Hirvid 4r mdhinda en jamforelse mellan
det anvidnda viktsystemet och det viktsystem, som skulle
erhéllas, om resultatet av 1928-drs levnadskostnadsunder-

2
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18 LEVNADSKOSTNADSINDEXERNA I FINLAND OCH SVERIGE

sOkning betraffande arbetare’ och befattningshavare skulle
liggas till grund foér viktbestdmningen av intresse. En jim-
forelse med den av K. Socialstyrelsen i Sverige) anvinda
gamla och nya budgeten dr av intresse for beddémandet av
jamforbarheten mellan Finlands och Sveriges levnadskost-
nadsindexer. Viktsystemen ha vi sammanstillt i foljande
tabla:

Finland Sverige
¢ 1028 a b

Foda .ooveeviiiiieinn, 55,6 44,7 42,8 36,1
Bekladnad  ..coniies s s 12,0 11,9 11,85 14,1
Bostadshyra  ............ 16,0 14,0 15,0 14,06
Brinsle och belysning ... 4,9 3,9 4,1 4,1
Tobak . ieums vesse svmen 5 sen 1,3 2,0 0,0 0,9
Tidningar .................. 1,0 L2 0,0 0,0
DAL | s oo s e s 100 9,2 4,6 7,95 (hd
Ovriga utgifter ............ 17,7 18,3 24,1

100,0 100,0 100,0 100,0

Kolumnen a innehdller de enligt den gamla budgeten
(juli 1914) begagnade procentvikterna, kolumnen & de efter
omliggningen av K. Socialstyrelsens levnadskostnadsindex
1931 begagnade procentvikterna. For att kunna bedoma
storleken av den variation i indexen, som skulle astadkommas
genom en Sverging fran ¢’ till de tre andra viktsystemen, be-
héva vi framférallt kinnedom om det med 2’ betecknade talet.
Gruppen Ovriga utgifter behandlas som en fristdende felkélla.

I féljande tabell ha vi sammanstdllt talen 4 ¢; f6r de tre
budgeterna, samt de fér uppskattningen av termen = A¢;s;
erforderliga talen

2
(Sentz =) YD s och 4.
C;

1) Sociala Meddelanden 1932 nr 4.
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¢ 1928 a b
i o7a : S— 55,6 —10,9 —13,8 —1I7,5
Beklidnad ...... I2;0 — 0,I —0,15 2,1
Bostad ............ 16,0 — 2.0 — 1,0 — 1,4
Brinsle och lyse 4,9 -— 1,0 — 0,8 — 0,8
Tobak ............ 1,3 0,7 — 1,3 — 0,4
Tidningar ...... 1,0 0,2 — 1,0 — 1,0
Skatter ......... 9,2 — 4,6 — 1,25 — 3,1
Ovriga ............ 17,7 18,3 24,1
100 0,0 0,0 0,0.
(4¢)?
X ——=10,053 0,061 0,084
i
A 2= 0,031 0,036 0,058
S cP= 0,36 22 =0,022 0,025 0,026
(s:cHi=0,6 2 =o0,15 0,16 0,16.

I det vi bortse fran det pd grund av utelimnandet av grup-
pen Ovriga utgifter hirrérande osdkerhetsmomentet, fas, da vi
f6r spridningen s anvinda medeltalet under aren 1926—34,
foljande varden pa

SeP)iees
(1928) 0,6 - 0,15 - 58 = 5,2 promille
(a&b) 06 - 0,16 58 = 56  »

Gruppen Ovriga utgifters bidrag till osikerhetsmomentet
uppskatta vi till 4 ¢,- sV Id = ¢ och fa for de betraktade
budgeterna ett fel av storleksordningen 12, 13, 16 promille.
Da de bada feltermerna adderas under antagande av inbor-
des oberoende fis ett »fely av storleksordningen

V(< 622)7272;2 +A8S @+ 3 c?')L =13, I4, I7 promille.

Genom att direkt utrikna talen 3’4 ¢;s; med anvén-
dande av de i tabell IV angivna talen s; fir man de i nedan-
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20 LEVNADSKOSTNADSINDEXERNA I FINLAND OCH SVERIGE

stdende tabell sammanstillda férandringarna i levnadskost-
nadsindexens naturliga logaritm. De tre sista kolonnerna
innehalla tal, som komma till anvindning vid uppskattnin-
gen av gruppen Ovriga utgifters inverkan pa resultatet
(4 ¢y S)-

Tabell V.
s'd¢s; — A ¢, log PY
log PY (1928) «a b (1928) a b
1926 60 —r1,4 —2,0 —3,8 —10,6 —II,0 —I4,5
27 8 —2,1 —1,2 —3,7|—14,2 —I4,6 —I9,3

28 oI _075 —216 *3,6 _17;9 —18,5 —'24,3
29 95 -—0,5 —0,3 —I,9|—I168 —I17,4 —22,9

30 13 0,8 4,1 52— =23 —24 — 28
31 — 70 1,5 5,2 6,5 12,4 12,8 15,0
32 — 84 —o0,2 0,9 0,9 14,9 15,4 18,0
33 —Ioy 1,5 —I0 0,7 18,9 19,6 22,9
34 —1I25 0,2 —I1,5 —0,2 22,1 22,8 26,9.

Den storsta fordndringen i resultatet skulle erhallas vid
Overgang till K. Socialstyrelsens nya budget b. Vid jam-
forelse mellan 4r 1926 och 1931 skulle en enligt budget b vigd
index visat ett 6,5 + 3,8 = 10,3 promille ligre prisfall éin
det, som levnadskostnadsindexen (log P{¥) utvisade. Over-
gangen till 1928 ars budget skulle ha péverkat resultatet
med blott ett par promille. Héarvid ha vi dock icke #dnnu
tagit den fordndring i betraktande, som medtagandet av
gruppen Ovriga utgifter i indexen skulle ha astadkommit. Ett
sidtt att uppskatta denna terms inflytande pd indexen fas
genom att antaga, att denna varugrupps priser forhéllit sig
konstanta under den betraktade perioden. Detta antagande
torde triaffa rdtt ndra det riktiga, ty de viktigaste varorna
inom gruppen Ovriga utgifter bestd av medicin, hygien,
alkoholdrycker, resor, ndjen, inventarier och personliga tjins-
ter. Av dessa varor hora de flesta till den mycket trogror-
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liga prisgruppen. Endr det dock ar bekant, att gruppen
inventarier och personliga tjdnster {6ljt med i prisfallet, kom-
mer man genom detta antagande i viss man att overskatta
gruppen ovriga utgifters inflytande pa levnadskostnadsin-
dexen. Antagandet, att gruppen &vriga utgifters prisindex
forblivit konstant under den betraktade perioden, innebar
att s, = — log P, varfor indexen komme att forindras
med — /¢, log P{). Dessa tal ha antecknats for de tre olika
budgeterna i de tre sista kolumnerna av tabell V. I f6ljande
tabell ha vi sammanstillt de indexlogaritmer, som man skulle
erhdlla, ifall de tre andra betraktade budgeterna skulle ha
lagts till grund for berdkningen och gruppen &vriga utgifters
index skulle ha forblivit konstant.

Tabell VI,

log P (1928) a b

1926 60 48 47 42
27 8o 64 64 57
28 101 83 8o 73
29 95 78 77 70
30 13 11 15 15
3 — 70 — 55 — 52 —49
32 — 84 —6g — 68 035
33 —107 — 8 — 88 —83
34 —I25 —I103 —I04 —08.

Medtagandet av gruppen Ovriga utgifter i levnadskost-
nadsindexen skulle sdlunda ha dampat prisfallet, ehuru knap-
past sd mycket, som ovanstiende serier skulle ge vid handen.
Den redan tidigare givna uppskattningen av storleksordnin-
gen av de forandringar i indexen, som skulle uppkomma
genom att foretaga ndgorlunda rimliga vigningskoefficient-
forandringar, (13, 14, I7 promille) synes triaffa ritt niara det
riktiga. Detta »fely domineras for levnadskostnadsindexen
helt av den utelimnade varugruppen ovriga utgifter. I for-
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hallande till levnadskostnadsindexens forandringar kan man
vinta sig, att medtagandet av denna varugrupp i indexen
skulle minska svangningarna med ndrmare 20 %,. Om sving-
ningsperioden 4r lang, anpassa sig dven de trogrorliga va-
rorna efter de fordndrade prisférhéillandena.

Vi ga s att betrakta specialindexernas tillforlitlighet,

Analys av fodagruppen.

Prisutvecklingen f6r de i fédaindexen ingdende varorna
framgar av tabell VII. Siffrorna 4ro frinsett medeltalen,
som utriknats av oss, himtade frin Social Tidskrift nr 1,
1936. Siffrorna ange penni. De hénfora sig for 4ren 1926—31
till 40 orter och dren 1932—-34 till 30 orter, varfor de ej helt
sammanfalla med de arsmedeltal, som skulle erhéllas genom
att ligga det prismaterial, som begagnas fér levnadskost-
nadsindexberidkningen (21 orter), till grund.

Pa grundval av det i tabell VII givna prismaterialet ha
vi beriknat en fédaindex, som i f6ljande tabell jimforts med
den officiella f6daindexen.

Index enl. VII  Officiella Skillnad
1926 1102,4 1107,4 — 5,0
1927 1109,8 I114,7 — 4,9
1928 1139,3 1149,8 —10,6
1929 1122,8 1123,I — 0,3
1930 980,8 970,8 10,0
1931 869,0 868,6 0,4
1932 900,0 896,9 3,X
1933 895,8 893,6 2,2
1934 879,5 875.4 4,1

Medeltal 1000,0 1000,0 0.



Tabell VII

Varuslag

Mjolk, oskummad

Smor, mejeri- .........

_» ,bond-

Ragmjol ...............
Ragbrod, mjukt .......
Havregryn ............
Notkott, farskt.........

Flask, farskt

Stromming, farsk
» , salt
Sill, salt

.........

TR Y | AR

Kaffe, obriant ........
Socker, bit- ............

vikt

4,9

1926

187
3412
3054
2519

385

527

300

379

1184
1941
1946
439
436
730
3605
949

1927

193
3421
3028
2470

343

538

320

388

451
1232
1814
1797

418

403

732

3539
10I0

1928

198
3533
3150
2667

473

589

336

397

487
1336
1815
1795

474

430

736
3243

858

Tg2g

193
3444
3030
2568

493

630

317

394

469
1352
1826
1825

496

468

744
3283

797

1930
169
2784
2478
2157
333
569
268
365
444
1261
1737
1754
485
459
743
2732
772

1931

144
2378
2073
1822

280

516

260

340

418
1005
1291
1377

350

407

737
2712

856

1932

146
2321
2046
1704

279

530

299

365
445

6
1216
1278

340

403

716
3278

955

1933

144
2328
2092
1537

304

537

289

361

423

890
1290
1318

322

35T

717
3175

970

1934
146
2349
2116
1522
247
537
292
349
393
986
1280
1306
333

697
2996
937

M:tal

169
2885
2562
2107

349

593

296

371

441
1130
1579
1600

405

412

728
3174

900.
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€2



24 LEVNADSKOSTNADSINDEXERNA I FINLAND OCH SVERIGE

Ifall det i tabell VII givna prismaterialet skulle ha helt
sammanfallit med de arsmedeltal, som skulle ha erhéallits
med stod av de vid levnadskostnadsindexberikningen be-
gagnade prisen, skulle vi ha erhallit samma fédaindextal som
enligt de officiella berdkningarna. Differenserna ge en upp-
fattning av storleksordningen av det osikerhetsimoment,
som uppkommer hos indextalet pid grund av medeltalshild-
ningen 6ver de i indexen ingéende orterna. Genom att variera
ortsvalet och berikningssittet av medelprisen for hela landet
skulle indextalet kunna forskjutas med ibland dnda till 10
promille. Da antalet orter 6kas, synes det som om prisfallet
under den betraktade perioden skulle komma att ddmpas.
Att doma av den tabell 6ver den relativa fododmnesdyrhetens
pé olika orter utveckling under den betraktade perioden,
som finnes publicerad i Social Tidskrift, 1936, nr 1, sid. 50,
har dock prisutvecklingen pa de i indexen ingdende 21 orterna
skett forvanansvirt parallellt.

Forutom medeltalshildningen 6ver de olika i indexen in-
gdende orterna utfores en medeltalsbildning i tiden for att
erhalla arsmedeltalen. For bedomandet av det hiarur hir-
flytande osdkerhetsmomentet, borde man ha kunskap om
prisens variation under arens lopp. Hirvid ar det frimst de
sdsongmissiga prisrorelserna som intressera. Den officiella
levnadskostnadsindexen har en ratt kraftigt utpriaglad sd-
songrivelse. Genom att begagna den visserligen nagot grova,
men sdsom det synes for detta dandamadl tillrackligt goda,
metoden att bilda medeltalen av respektive manadsindex-
tal under dren 1921—35 och dividera med arsmedeltalet, fa
vi néamligen f6ljande sdsongindex for levnadskostnadsindexen

jan. febr.mars april maj juni juli aug. sept. okt. mnov. dec.

99,9 99,1 99,1 98,2 97,6 98,2 99,7 101,9 101,06 101,9 101,9 100,7.

Arsmedeltalet av dessa siffror 4 = 100.

Sasongrorelsen hos fodaindexen har en nidstan dubbelt
storre amplitud. Enligt en undersokning som vi utfért betraf-
fande Finlands Banks konsumtionsprisindex framgar, att
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fédaindexen ensam #Ar ansvarig for denna sdsongrorelse.
Enir fodaindexens sisong blivit ddmpad i f6rhéllandet (55,6:
100) 1 levnadskostnadsindexen, dr denna salunda i det nér-
maste dubbelt kraftigare hos fodaindexen.

»Sasongrensningen» av dggpriset har salunda ej haft avsedd
verkan. Det forefaller oss, som om man skulle triaffa den ritta
storleksordningen av det tillskott till f6daindexens osdkerhets-
marginal, som uppkommer pa grund av medeltalsbildningen
i rummet och tiden, genom att uppskatta detta till c:a 10
promille,

T'6r att kunna bedoma &dvriga felkillors inflytande behdva
vi kinnedom om i vad man de olika varuslagens priser utveck-
lat sig proportionellt med fédaindexen. Detta framgér tydli-
gast genom att berikna talen §; = log (p{/pt™PY), dar p{®
betecknar varans medelpris under aret ¢, p{™ medelpriset un-
der hela den betraktade perioden och P den officiella
fodaindexen justerad si att medeltalet under hela perioden
= 1000. Talen framga av tabell VIII.

Medelvirdet av s? under denma period 4r 6,8 promille.
Vi torde darfor kunna uppskatta indexformelfelet till cia
7 promille.

Medelvirdet av spridningen s 4r 80 promille. Spridningen
inom fodagruppen var storst dren 1932—33.

For att kunna bedoma i vad mén viktsystemet »f6rald-
ratsy, jimfora vi detsamma med en budget, som vi samman-
stdllt med stéd av 1928-drs levnadskostnadsunderstkning.
Siffrorna hdnfora sig till arbetare och befattningshavare och
ha tagits fran den pd s. 51 i1 Sociala Specialundersdkningar
14, Helsingfors 1936, befintliga tabellen 16. For att under-
latta jamférelsen ha hidrvid en del varuslag sammanforts
till storre grupper. Den andra kolumnen innehéller de vik-
ter, som dessa gruppers representanter i indexen erhillit.

101



col

Tabell VIII. Naturliga logaritmer. §; = log (p{/pi™pl)

Varuslag

Mjélk, oskummad ...........
Smor, mejeri- ........oeennann
» , bond- ...

e
Potatls .. svmes cons tesabeison

Arter s v
RASIOL. s o semmvammmsumanss
Ragbrod, mjukt ......uveuee.
Havtegtyn s :«iiiny smebibsitie
Notkott, farskt ......o......
Flisk, farskt .......omenesss
DI -1
Stromming, farsk ..........
» 8At s

Sill, salt ....euen cnnisimmesiss
Kaffe, obrant ......cocvveenns
Socker, bit ...oioviiniiiinnns

log (officiella fodaindexen)
log (aritm. medeltal ,B)

log (;B% = geometriskt)
1

(Ec?) = 0,3

.

e

12

I

[

vikt
23,8

8,4
7,4

1926

—~ 2
63
72
75

=15

—I51

— 82

— 99
103
93

—IO00
24

103
97
95

3,8
62

1927

24

62

58

48
—126
—136
— 22
29

7
—I31
—1I103
o)

6

109
104
103
2,7

52

1928
18

73
66

95
164
— 7
28
— 2
17
— 97
—129
—118
—188

140
130
126
7.2

85

Ig2g

17

61

52

81
229
x5

— 47
— 55
64

29

IS

86

T

— 04
— 82
—238

116
116
I12
8,9

g6

1930

193X
— 21
— 53
— 6
— 8o
71

T

53

86

23
— 62
— I0
— 16
128
I53
9o

—140
—140
—I41
2,5

50

—1I12
—II0
—115
11,4
106

9¢
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Tabell IX.

(1928) ¢ A&
Mjolk, gradde och ost 20,6 23,8 —3,2
Smor och margarin 15,2 15,8 —o0,6
Agg 5. 1,7 0,4
Potatis 37 50 —I1,3
Arter och gronsaker 1,2 0,6 0,6
M;jol 8,9 4,8 4,1
Brod 9,1 17,2 —8,1
Gryn 2,6 I,I 1,5
Kott, charkuteriv., fett 14,7 13,2 1,5
Fisk 3,0 2,1 0,9
Kaffe 6,2 7,6 —I,4
Socker 6,5 7,L —o0,6
Ovrigt (frukt, svagdrickam.m.) 6,2 6,2

100,0  100,0 0,0.

For 2’ erhiller man virdet 0,3. Talet domineras av avvi-
kelserna betriffande mjol och bréd. Enir dock summan
av dessa gruppers vikter 17,2 + 4,8 = 23,0 blott relativt li-
tet avviker frin motsvarande summa enligt 1928 drs budget
9,I + 8,9 = 20,0, och dessa bada varugruppers prisutveckling
enligt tabell VIII att déma varit ritt likartad, synes detta
virde pa z ge en nagot for oférmanlig bild av det begagnade
viktsystemet. Utelamnandet av vetemjolet, som enligt 1928
ars understkning haft storre vikt dn rdgmjolet, forstdrker
dock svagheterna betrdffande bréod och mjélgruppen. Vete-
mjolets prisutveckling har pa grund av sitt starkare beroende
av vixelkurserna och utlandsférhillandena varit i viss man
riatt avvikande fran rdgmjolets och ragbrodets prisutveck-
ling. Av foljande serier 6ver rdgmjolets, vetemjolets och rag-
brodets §; tal framgir i vad man de utvecklat sig parallelit.

o o o o 8 © © © ©
> N & 8 T % % a %
Ragmjol —89 —3I — 13 — 47 —%0 11 119 88 48
Vetemjol 34 8 —161 —I191 —42 42 136 98 109

Régbr., mjukt —82 —-64 — 72 — 56 13 53 93 85 ~I.
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En overflyttning av 7 9, fran rdgbrodets vikt till vete-
mjolets skulle ha forandrat fodaindexen med for de olika
dren f6ljande promille

dr 1926 1927 1928 1929 1930 IQ3I 1932 I933 1934
4 8 5 —6 —9 —4 —1I 3 I 3.

Ovriga vid 6vergéngen till en modernare budget upp-
komna forskjutningar kunna savil forstirka som motverka
mjol och brodgruppens inflytande.

Genom att for 2’ anvinda virdet 0,3, f6r spridningen s
medelvardet 8o och for Ac, virdet 6,2 %, fis som uppskattning
for storleksordningen av det pd grund av viktférskjutningar
uppkommande »felet»

V(EA) 2282 + (1 + =) Acks* ~ g promille.

I det vi sammanstidlla indexformelfelet, viktforskjutnings-
felet och det pé grund av medeltalsbildningen i tiden och rum-
met uppkommande osdkerhetsmomentet enligt schemat for
av varandra oberoende variabler fis som resultat

V 7% 4 ¢* 4 10% ~ 15 promille.

I'6daindexens osdkerhetsmoment torde sélunda kunna upp-
skattas till c:a 15 promille.

En jamforelse av fodaindexens budget med den i Sverige
av K. Socialstyrelsen anvidnda budgeten forsvéras av att
denna upptager mycket flere varuslag. Den efter 1931 ars
revision av indexen anvidnda livsmedelsbudgeten innehéiller
foljande varukvantiteter. 1)

1) Sociala Meddelanden, 1932, nr 4.

104



LEVNADSKOSTNADSINDEXERNA I FINLAND OCH SVERIGE 29

Budget for socialstyrelsens levnadskostnadsindex (1931)

Livsmedel Sverige Finland
1931 1928
Mjolk, oskummad .......ccoviiiieinnininnn. 1000 1 (1007,8)

»  separerad ... .vasswicsangsassseass 60 » { 64,9)
STHOT e e verens v B RTINS 36 kg ( 47,0)
Ost, helfet oo wmmn nprssamamebrsmd it 2 » [

» halviet ..ol 5 \ 4'5}
Matgarin.. c........ . owswrssmSRaR s 28 » ( 17,3)
REE s s wowsss vonss 1 mehTioTi SRR AR 30 tjog ( 11,0)
Potatis, gammal .. ... 560 1 ( 531,6)
Arter, gula ...cooonviiivininnn i isiininie 6 kg ( 5,0
BOHOE, DEUHA : somnn 5 omn s s ¢ siBoii s 2 »

Mjol, vete- ..o 176 » ( 103,8)

B RSt s m s s S SRR 20 » f 2

B TAESIRE on . e s s ¢ nsves SERENRETSS 53 » | 5’9]
Gryn, havre- .....ccooiivviiiiiiiiiiiinnnn. 22 » ( 23,4)

I 11 < = 8 » ( 20,0)
Ragbtod, ATt ..o somse s e isiiamgs 34 » ( 20,4)
» sotlimpa ........ooevivininnnnnn. 53 »
» GTOVDIOL s voen « snmow ssamen 34 » { 73’3}
Vetebrod, skorpor ......oeeeuevviiiiiinn. 6 » l |
» mjukt matbréd ................ IT » 39,3
» mjukt kaffebrod ............ 27 l l
B1[571 <1 % A 29 kg ( 38,1
L€ 51 A < 1 T 22 » ( 5,7)
FATROEE ooovviiiieiicneenie e 5 |
Malet notkott .. oo . oo s I3 » { IS’SJ
Blask; TATSRE o qvemss s ssivmennanns Sdwsss 37 » ( 28,1)
» Salt .t I » (  5,2)
BISK  Lioinn s vnnnss onsns vnnas s diissicsssmics { 55,5
Abborre och gddda ......sisipisiiis 7
Sill, FATSK Lovviiieie 9 »
Stromming, TArsk ......ocvesiirssss 15 » ( 15,5)
LOTEK s v« v s wwmmes somlF ST S 5 »
Sill, SAIt evvieiiiieeii e 8 » ( 95)
KABELIO  ww s omnss smis s sims sonsmempsammnoinss 4 »
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Kaffe, rostat ....wnsammsacsnis S 20 kg ( 19,6)
Soeker, Bit- ... comsnsnonsmmsmmmemsmsss 109 » ( T01,5)
BDPIEH, .5 ses nmeammasmmcnsmsanpmEes 20 »

APEISITIEE ... o G i S RN 7 ds.

Bananer .......oooiiiiiiiiiiieiiiin, 7 kg
Kattinplomiion . sssusasesssssmso s s 5 »

VALKAL ... oo s T 25 »

PAISTIET v s s cinnasnassnmmsns s dsasinains 75 fl.

Syagdilekd .. ..conpmommemmsmeame e 45 1

Ovriga varugrupper dro likaledes betydligt fylligare rep-
resenterade dn i den finlindska levnadskostnadsindexen.

Det torde knappast 16na sig médan att férvandla dessa
kvantitetsvikter till procentvikter. Budgeten liknar ritt
mycket den budget som enligt 1928 ars levnadskostnadsunder-
sokning erholls for arbetare och befattningshavare i Finland.
Dessa siffror dro himtade fran den pé sid. 66 i Sociala Spe-
cialundersbkningar 14 befintliga tabellen. I siffran for
mjolk, oskummad ingér ej gridde (20,3 1), osten har ej nir-
mare specificerats, talet 73,3 hanfor sig till mjukt rédgbrod,
39,3 till annat bréd, 15,5 till annat kott. Siffran 19,6 inne-
fattar bade rostat (5,1 kg) och orostat kaffe (11,1 kg).

En overgdng till den svenska budgeten torde ge ett ndgot
hogre virde pa det av viktsystemets variation hidrrérande
osdkerhetsmomentet 4n som vi erhollo medelst jimforelse
med 1928 ars budget. Ett varde pa z om 14t oss siga 0,5 torde
dock vara tillrackligt f6r att s kraftiga [6rindringar i bud-
getens sammansittning som mellan den svenska budgeten
och levnadskostunadsindexens fodabudget skola vara majliga.
Detta virde pa z skulle ge ett osidkerhetsmoment pa c:a 13
promille for »sviktsystemfelets, fodaindexens totala osdker-
hetsmoment skulle stiga till c:a 17 promille.

Vad o6vriga gruppindexer betrdffar kan man pd grund av
det fatal varuslag, som ingd i dem, ej utféra nigon liknande
detaljanalys. Vi maste darfér gora uppskattningen mera pa
en hoft. DA det synes troligt, att de gruppindexer, som for-
hallit sig relativt stabila under perioden, ha ett mindre osi-
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kerhetsmmoment #n de rorligare gruppindexerna, forefaller
det rimligt att antaga, att osdkerhetsmomenten hos de olika
gruppindexerna utgora ungefir samma procent av indexens
medelavvikelse frdn periodmedeltalet som hos fédaindexen,
d.v.s. cia 15 %,. Vi fa enligt detta antagande (se tabell III)
att gruppindexen fér bekladnad skulle vara osidker pa ca 5,
hyra c:a 15, brinsle c:a 30 samt tobak, tidningar och skatter
c:a 5 promille. Med tillhjalp av dessa uppskattningar far
man for storleksordningen av det osdkerhetsmoment hos
levnadskostnadsindexen, som uppkommer pa grund av grupp-
indexernas otillforlitlighet under antagande av att de olika
gruppindexernas »fely 4ro av varandra oberoende

Vxdol = 11y V(55.6)7 -15°+ (12,0 5° +(16,0) 15
+ (4,9)* 302:((1:3)2—1-(1,0)2+(9,2)2) - 52~ g promille.

Resultatet domineras fullstindigt av fodaindexens osiker-
hetsmoment. Aven om man varierar uppskattningarna for
de Ovriga grupperna med 5—10 promille, paverkas resultatet
e] hidrav med mer 4n 1 promille. Genom att for fodaindexens
osdkerhetsmoment anvinda uppskattningen 17 promille (jim-
forelse med svenska forhéllanden) vixer det pa grund av
gruppindexernas otillférlitlighet uppkommande osédkerhets-
momentet hos levnadskostnadsindexen till 10 promille.

I det vi sammanstidlla de olika bidragen till levnads-
kostnadsindexens osikerhetsmoment enligt additionssatsen
for oberoende variablers spridningsmoment fas

/ (levn. kostn. index)? = A (formel)? + A (gruppvikterna)?
+ A (gruppindexerna)? & (3,5)% + 172 -+ 10 &~ 401 ~ 202

d.v.s. 4 (levn.kostn.index) ~ 20 promille.

Vi ha saledes kommit till resultatet:

Genom att variera berdkningssdttet {or levnadskostnadsin-
dexen 1 Finland inom rimliga grinser innefattande det av K.
Socialstyrelsen i Sverige anvinda skulle man ha erhdllit index-
serier [or drem 1926—34 som, [orvutsatt att samtliga sevier jus-
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terats sd att periodmedeltalet = 1000, med stor sannolikhet skulle
t2ll storsta delen ha forblivit inom et omrdde, som icke mer dn
20 promille avviker [ran den officiella levnadskostnadsindexens
sevie. Genowm oOvergdng till ett vikisystem som bdttre Overens-
stammer med de nutida konsumtitonsforhdllandena @ Finland
och Sverige skulle prisfallet 1928—34 sannolikt ha blivit ddam-
pat med ett pav procent (jfr. tabell VI).

For aren 1932—35 finnes det en mojlighet att jamfora
levnadskostnadsindexen med Finlands Banks konsumtions-
prisindex. Denna index, som har en byggnad, som mycket
paminner om K. Socialstyrelsens levnadskostnadsindex och
Sveriges riksbanks konsumtionsprisindex, har under dessa
ar utvecklat sig pa foljande sidtt (arsmedeltal av 52 veckors
indextal) 1)

I/7—31 1932 1033 1934 1935
F. B:s index (100,0) 103,3 100,2 98,1 100,3
Levn. kostn.?) (102,1?) 102,5 100, 98,3 99,7.

Konsumtionsprisindexen anger salunda en prisstegring
for tiden 1/7 1931 till 1932. Till en del kan den bero pa
sasongrorelse hos konsumtionsprisindexen (c:a 5 promille)
till en del pa att de pris, som i indexen valts till utgdngspris
och som daterats till den 1 juli 31, icke dro fullt jaimforbara
med prisuppgifter, som inhdmtats f6r de senare veckorna. Till
en del utgdra utgingsprisen arsmedeltal f6r ar 1931, varfor
de ej dro nagra pris som verkligen existerat. Huvudsakligen
beror dock prisstegringen pa vaxelkursernas stegring i sam-
band med &vergivandet av guldmyntfoten hosten 1931. I
konsumtionsprisindexen ingir ett icke ringa antal import-
varor (vetemjol, kaffe, socker, frukter, medicin, bensin,
automobiler m.m.). Levnadskostnadsindexen reagerade ej
mirkbart fér valutakursernas stegring. Annu en detalj har

1) Bank of Finland Monthley Bulletin, 1936, nr 1o0.

2) Decimalkomman flyttad ett steg, 102,1 dr medeltalet av juni
och juli manads indextal.
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man att ihdgkomma vid en jamforelse mellan levnadskost-
nadsindexen och Finlands Banks konsumtionsprisindex. Vid
berdkningen av konsumtionsprisindexen inhdmtas prisupp-
gifter enbart fran Helsingfors. Enligt den officiella beridk-
ningen av det relativa dyrhetstalet for foda pa olika orter
i Finland har dyrhetstalet for Helsingfors (Social Tidskrift,
1036, nr 1, s. 50, tabell II) utvecklat sig pa foljande satt

1931 1932 1933 1934 1935
0974,8  0988,3 1003,I 1008,7 1020,7.

Om vi justera konsumtionsprisindexen med hinsyn har-
till (fodagruppen har i konsumtionsprisindexen vikten 44,4
procent) fa vi féljande justerade serie

I/7—31 1932 1933 1934 1935
100,0 1027 98,9 96,6 g8,0.

Denna serie Gverensstimmer nagot simre med levnadskost-
nadsindexen 4n den ojusterade, vilket tyder pd att Ovriga
varugruppers prisindexer i Helsingfors jimfort med ovriga
orter rort sig i motsatt riktning. Endr dyrhetstalet for foda
berdknas pa samma prismaterial som levnadskostnadsindexen
ar dess tillforlitlighet ej sidrdeles stor.

I diagram IT ha vi sammanstillt levnadskostnadsin-
dexen, den i tabell VI kolumn b (K. Socialstyrelsens nya
budget) beriknade hypotetiska indexserien och Finlands
Banks konsumtionsprisindex. Vi ha dnnu tillfogat en kurva
over partiprisindexens utveckling. Denna avviker dren 1931—
35 riatt visentligt frdn levnadskostnadsindexen. Orsaken
hértill stdr att soka i partiprisindexens fran levnadskost-
nadsindexen starkt avvikande byggnad. Importvarorna ha
i partiprisindexen stor vikt, prisstegringen 1931—32 beror
av valutakursernas hojning i samband med Gvergivandet av
guldmyntfoten. Hyresgruppens kraftiga nedgang 1932—34
forklarar den avvikande utvecklingen hos levnadskostnads-
indexen jamfort med partiprisindexen sedan ar 1932. Kur-

3
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log. skala | %

mmme | eviadskostnadsindexen.
. === Index b i tabell VI,
—— Finlands Banks konsumtionsprisindex.

== D:0 justerad med hinsyn till utvecklingen
hos det relativa dyrhetstalet for f5da i
Helsinglors.

a
+ osakerhetsmomentet.
L

109 10%
50 |~ - 504
o le]
=50/ Jm — —5%
—10/0 — 1000

/_/'\ Partiprisindex,
a o

—50/ - —5%
_10% 26 27 28 29 31 TN \53-7 3o 3ie” o,
—150 |- - 150,
— 200/ —20%/

Diagram IL

vorna ha ritats med jimn krokning enbart med stéd av
arsmedeltalen.

Betriaffande K. Socialstyrelsens levnadskostnadsindex bry

vi oss ej om att utfora en liknande grundlig analys av dess
tillférlitlighet. ¥En blick p&d de olika gruppindexernas ut-
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veckling visar, att spridningsforhallandena dro ganska lika
under den betraktade perioden i Sverige och T'inland. In-
dexens modernare byggnad och komplettare varuforteck-
ning gor, att de for olika dndamal onskvirda viktforandrin-
garna daro mindre dn betriffande levnadskostnadsindexen
i Finland. Det synes ddrfor som om dess osikerhetsmoment
vore ndgot mindre dn levnadskostnadsindexens i Finland.
En uppskattning pa 10—15 promille torde triaffa den ritta
storleksordningen. Kommerskollegii partiprisindex visar
under denna period ett hetydligt kraftigare prisfall dn lev-
pnadskostnadsindexen. Orsaken stir att soka didri att hyres-
kostnaderna foretett en relativt till &vriga grupper starkt
stigande utveckling. Den stabila utvecklingen hos gruppen
ovriga utgifter samt den stigande skatteposten ha dven bidra-
git till att minska det prisfall som levnadskostnadsindexen
visat.

Finlands officiella levnadskostnadsindex och K. Social-
styrelsens levnadskostnadsindex i Sverige torde sdlunda med
reservation for ett par procents fel kunna anviandas f6r berdk-
nandet av realldnernas utveckling under perioden 1926—34.
Om man vill jimféra de med anvdndande av dessa indexer
framraknade reallonernas utveckling i Sverige och Finland
med varandra, adderas osdkerhetsmomenten enligt antagande
om inbdrdes oberoende, varigenom man fir en osidkerhets-
marginal pa cia 3—4 %. Om det vore friga om att fa tag
i ett relationstal mellan realléner i Sverige och Finland, maste
man ha tillgdng till ett tal, som anger forhdllandet mellan
kronans och finska marks kopkraft gentemot konsumtions-
varor. Vid ett forsok att praktiskt bestaimma detta tal
visar det sig, att detta indextals osikerhetsmoment dr en hel
storleksordning stérre 4n levnadskostnadsindexernas osi-
kerhetsmoment. Man far vara n6jd, om man kan bestimma
forhallandet mellan kronans och finska marks kopkraft gent-
emot konsumtionsvaror med en felmarginal pa 10 9,, hero-
ende pd den stora spridningen i forhallandena mellan prisen
pa ekvivalenta varor i Sverige och Finland.
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THE BANK OF FINLAND’S CONSUMPTION PRICE INDEX

BY

LEO TORNQVIST, ». A.

INTRODUCTION.

After the abandonment of the gold standard
in the autumn of 1931 the necessity was felt
of a more subtle measure for the fluctuations
.of the internal price level and one that could
be calculated with less delay than the official
cost of living index and the wholesale price
index. The Bank of Finland decided upon
the calculation of a consumption price index
intended to illustrate the movement of prices
for all goods consumed in the country. For
practical reasons, however, particulars of prices
were only obtained for the City of Helsinki
(Helsingfors), but these may be taken, broadly
speaking, as representative of the movement of
prices as a whole. The weighting system was
in this case to indicate the share of the re-
spective class of goods in the total value of
consumption. An index constructed in such a
manner has been advocated, i.a., by J. M.
Keynes!) as an index of considerable import-
ance in present day monetary policy. The con-
sumption price index of the Swedish State
Bank 2), which closely resembles the Bank of
Finland’s consumption price index as regards
the selection of classes of goods, is an instance
of an index of this kind.

The calculation of the Bank of Finland’s con-
sumption price index was begun on dJanuary
2nd, 1932. It was originally calculated as a

) J. M. Keynes, A Treatise on Money, Vol. I,

P-

weighted arithmetical average of the special
of the
classes of goods.

and
The index formula employed
was the wellknown one:—
Py
P ¢

o

indices individual commodities

P::Zc

The basic prices 7, refer to July 1st, 1931,
with the exception of some seasonal commodities
for which the average annual price in 1931
was taken as a base. P, signifies the last
week’s prices. In determining the weights ¢
some preliminary results of the investigation
into the cost of living made in 1928 were
made use of and were supplemented by estimates.
In addition to this index with July 1st, 1931, as
a base, a similarly weighted index was cal-
culated with the previous week’s prices as a
base. The latter index at times recorded very
appreciable differences from the result obtained
by dividing the former index number by the
corresponding index number of the previous
week. The one might show a rise in price, while
the other recorded a fall. This circumstance
made an investigation into the method of cal-
culation desirable. The Bank of Finland en-
trusted the author of this article with the task
of improving this method and in the autumn
of 1935 a new scheme was adopted by the
Bank. It was also decided to recalculate the
series of indices for the past.

57, London, 1930.

) Erik Lindahl, Sveriges Riksbanks konsumtionsprisindex, Ekonomisk tidskrift, 1933.
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THE PRESENT CONSTRUCTION OF THE
INDEX.

The Bank of Finland’s present consumption
price index is calculated as a weighted logarithmic
— geometric) average, vulgar logarithms being
used. The weights are variable in principle
and the chain method is employed in the cal-
culation. As soon as it is established that the
weighting system employed no longer con-
stitutes a good approximation for the per mille
rates of (le consumers’ total expenditure that
fall to the share of the respective class of
goods, an adjustment of the weights is under-
taken and the adjusted weighting system 1is
applied in calculating the changes from weelk
to week.

Mathematically the calculations are made

according to the following formula:—

¢ v C
g P, =1lgP, +X¢ (logp, —logpp ): Z &

Thus, to the logarithm for the index number
for the preceding week the weighted average
of the difference between the logarithm for last
week’s price and the logarithm for the previous
week’s price, is added. As most of the commodity
prices do not alter at all from one week to
another, the work of caleulation is very slight.

The derivation of this index formula was
made by starting from Fisher’s various tests of
index formul® ') by means of adopting the view
of a continuous transition from one constellation
of prices to another. In this way we obtain as a
solution of the theoretical aspect of the index
which the index
formula given above most closely approximates
for practical purposes. The value of this curve
integral depends on the manuner in which we
imagine the proportionate distribution of the
expenditure on different classes of commodities
to change in the transition from one constella-

problem a curve integral 2)

tion of prices to another. If we assume that this

No. 10

distribution remains unaltered from one week
to another, the integral gives the logarithmic
average as a result for the weck-to-week change
in the index.

The arithmetical average cannot be employed
for calculations by the chain method, as it
would result in the index calculated in this
manner growing beyond all bounds owing to
the fact that the arithmetical average has an
upward bias. In worder to investigate this
phenomenon the product of the arithmetical
week-to-week index numbers for the food index
was reckoned out and it was discovered that
an index number calculated by the chain method
would in three years (1566 weeks) exceed the
directly calculated arithmetical index number
by about 20 per cent. The arithmetical week-
to-week index numbers were thus on an average
about 11/y per cent too high.

In addition to this
method of caleulation some small alterations
were made in the weighting system and the
choice of commodities. For
commodities  of exceptionally

change in the aclual

instance, some
seasonal
nature, such as fresh fish and vegetables, were
omitted. The importance of these commodities
in the household budget varies very greatly in
the course of the year in connection with the
great and fairly irregular fluctuations in price,
so that their inclusion in the

an

index is not
justified without fairly extensive calculations.
In addition it was decided in regard to potatoes,
the price of which records a powerful temporary
rise in July and August owing to the change
from old to new potatoes, that their price
should remain stable for that period.

The possibility of altering the weighting
system was only utilised once on the occasion,
when the class of alcoholic heverages was in-
cluded in the index for the first time on
July 16th, 1932.
weights are made, precisely the same result is

In case no changes in the

1) Trving Fisher, The Making of Index Numbers. Cambr.,, Mass., 1922.

®) This solution by means of an integral first oecurs
théorie de la monnaie, Revue d’Economie politique, 1927,

formula:— t

in F. Divisia: L’Indice monétaire et la
The curve integral may be defined by the

g P! = £ Ic(t)d (logpt) ; Zem =1
° t

o
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WEEKLY FIGURES (JULI 1, 1931 =100)

INDEX 1934 weeess 1935 === 1936 ———  SEASONAL FLUCTUATIONS e
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obtained by the chain method as by a direct
comparison with the basic date.

The Bank of Finland’s consumption price
index is ecalculated once a week, the calculations
being made by the Research Office of the
Social Affairs. The details of
prices that are obtained solely for Helsinki,
A list of
the principal commodities and main classes of
goods as well as their respective weights will
be found in appendix III.

Ministry for

refer to 155 kinds of commodities.

In connection with the rearrangement a new
division into classes was introduced, the com-
modities most susceptible to changes in the
business cycle being combined in one class
entitled “sensitive consumption price index”.
The remaining class of rarely changing prices
in which the index for housing predominates,
represents 30 per cent of the total expenditure.

THE COURSE OF THE CONSUMPTION
PRICE INDEX.

The course of the total consumption price
index from January 2nd, 1932, to October 17,
The
monthly averages of the index are compiled in
appendix I.

The index indicated a rise in price of 5.7
per cent from the basic date July 1st, 1931, to

1936, is shown in the diagram above.

January 2nd, 1932. This rise was due partly
(/2 to 1 per cent) to the index being seasonally
lower on July 1st than the average for the
year. Prineipally, however, it was a consequence
of the rise in foreign exchange rates in con-
nection with the suspension of the gold standard
in the autumn of 1931. The imported goods
included in the index (wheat flour, coffee,
fruit, motor tyres, medicines,
ete.) rose in price at that time. During 1932—
1933 the index recorded a fall in prices that was
mainly due to the course followed by the level
of rents. In the autumn of 1934 there was a rise
in price in the index of about 2 per cent. Tt
occurred exclusively in the food class in which
the price of milk and butter rose chiefly. During

sugar, petrol,

1935 there was still a rising tendency 'which,
however, grew weaker in the course of 1936.

As it is interesting to compare the consump-
tion price index with the official cost of living
index, the relative course of both indices is
given in broad lines in the following table
showing their annual averages:—

Bank of Finland's Official

Year consumption price  cost of living

index index
1931, July 1 ...... 100.0 100.0 %)
1088 .issvsesnases 103.3 100.4
U oconioimin v wwpyas 100.2 98.1
IIBE oocvivanmsmima 98.1 96.3
Y. - viiana vevms 100.8 97.7

') Average for the index numbers for June and July.
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The correspondence in the course of. develop-
ment is very good in view of the fact that the
cost of living index only refers to about thirty
commodities, while the Bank of Finland’'s con-
sumption price index,

as already stated, in-

cludes 155 commodities. Besides, the prices in
the cost of living index refer to 21 places,
whereas the consumption price index is based
The cost of

coffee and sugar

solely on prices in the capital.
living index only includes
among imported goods, so that the rise in
forelgn exchange rates after the suspension of
the gold standard scarcely affected this index.

The diagram on the opposite page illustrates
the monthly averages of the total index and
the indices of sensitive prices, food prices and
rarely changing prices.

The -course of the sensitive price index is
very similar to that of the total comsumption
price index, as is quite natural in view of
its great preponderance, 70 per cent, in the
total index. IHowever, it avoids some of the
sudden changes in the consumption price index
and is throughout higher. The annual averages
for this index are:—

1932 1983
104.7 104.0

1934 1935
103.8 107.0

They indicate a fall in prices up to 1934
and subsequently a rise of a little more than
31/ per cent.

The main class in the sensitive consumption
price index consists of food and, except for
some great seasonal changes, the course of the
indices for sensitive prices in general and for
food prices are very similar. The weight of the
food index, 44.4 per cent, is over half of the

weight of the sensitive index. The annual
averages of the food index are:—

1932 1933 1934 1935

105.4 105.3 105.0 111.3

These figures likewise indicate a slight fall
in price up to 1934 and subsequently a rise of
G per cent.

The sudden alterations

of the total index

are due to the index for commodity prices that

No. 10

are rarely subject to change. "This index in-
cludes the sub-classes IHousing, electricity and
gas, Aleoholic Travel,
postage, etc., Education, and Recreation. The
index for these prices followed a course that
differed very considerably from the consump-
Their

Hygiene, beverages,

tion price index. curve has the form

of steps. The annual averages for 1932—1935
are as follows:—

1932 1933 1934 1085

100.3 91.9 87.0 86.5

constant fall in
The fall is mainly due to the housing
class that represents more than half the weight
of this group. The level of rents which is only
determined once

The averages indicate a

prices.

calculated as a
weighted average of rents in Ilelsinki for two
rooms and a kitchen with and without central
heating. The housing index records the follow-
ing changes:—

a year 1s

1932 1933 1934 1935 1936
Oct. 1 June 17 June 23 June 29 Oct. 3
91.0 79.7 75.1 7. 79.1

T’he annual averages for all commodity classes
in the consumption price index will be found
in appendix II. The class of medicine has
the highest index number. This great rise in
price from the basic date is due to the rise in

the rates of foreign exchange.

SEASONAL

consumption

FLUCTUATIONS.
The price

obvious seasonal variation.

index records an
In order to study
the character of this phenomenon we endeavour-
ed to determine a mnormal seasonal index by
using a modified Harvard method ). Link re-
latives were replaced in our modified method
by week-to-week logarithm differences for 4-
week moving averages. Instead of the median
recommended by Person we employed an average
The method
was applied to the sensitive consumption price
index as well as to the food and it

appeared that the food index dominated the

weighted by binomial coefficients.

index

I seasonal variations almost entirely. The seasonal

'y Warren M. Person, Indices of General Business Conditions, Cambr., Mass,, 1919.
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BANK OF FINLAND'S CONSUMPTION PRICE INDEX
NoEX MONTHLY AVERAGES ( JULY 1,1931=100 T
TOTAL INDEX weemmmm— RARELY CHANGING PRICES ™ —u SENSITIVE PRICES = FOOD PRICES ———
120 120
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~ ™
b \ —_—
110 P /.\\ /f\\\ //I \__._\v// M 10
100 —= S~ ‘\u\/ wm"‘- < 100
90 |- | 4190
l r
1932 1933 1934 1935 1936
index for the total consumption price index

was then obtained by multiplying the seasonal
the 0.7
described the curvé shown in the diagram on

index of sensitive index by and
page 29. The consumption price index is thus
in May normally slightly
but

cent above the average.

over 1 per cent below
the annual average, in November it is
fully 11/, By
varying the method of calculating the seasonal
index we came to the conclusion that the extent
of the seasonal amplitude, based on the available
material that only refers to 41/, years, can

per

be determined with a precision of about 3

per mille.

DEVIATIONS IN THE DEVELOPMENT
OF PRICES.

With a view to measuring the reliability with
which the consumption price index illustrates
the general development of prices of articles
of consumption, it is interesting to know, to
what extent the different commodity prices
developed in proportion to the total consump-
tion price index. In order to be able to measure
the devialions from this course of development
we calculated the standard deviations of the
logarithms of the special indices for the various
commodities. Mathematically the calculations

were made according to the following formula:—

s? =X ¢ log p, — log p; — log P:B)z: 2e

The results obtained, which in reality represent
natural logarithms, but can be regarded as
per mille numbers with good approximation,

are compiled in the following table:—

STANDARD DEVIATION IN THE MAIN
CLASSES

Natural logarithms (= per mille numbers)

1932 1933 1934 1935
July 1 Jan. 7 Jan.6 Jan. 5 Average
Food index ....... 125 110 120 115 118
Sensitive consumpp-
tion index ..... 125 116 120 125 122
Total consumption
pprice index 120 123 150 177 143

The increase in the standard deviation in
the case of the consumption price index from
1933 to 1934 is due to the great fall in the
housing index in relation to the consumption
This fall can be explained as a
belated adjustment of the level of rents to
the general fall in prices in 1928—1932. On
the whole prices for the different commodities
seem to have developed in a fairly good pro-

price index.

portion to the general trend.

In order to examine, to what extent a seasonal
movement can be observed in the dispersion,
we calculated the standard deviation in the
food class quarterly.
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QUARTERLY DISPERSION IN THE FOOD

CLASS.

1932 1934
Jat, B feesssam 125 datt: B sidasews 120
Ml 20 s s s 120 Mch: 31 Saecwaes 129
Jutie BE e am 131 June 30 ........ 157
Ok, T ¢vissnas 124 Sept. 29 L.eeeian 143

1933 1935
Jan. 7 ........ 110 Jan. 5 eeeaeees 115
April 1 ........ 135 Mch, 30 yaeqamna 102
155 ) | 120 July B ssssegeree 112
Sept. 30 sememupam 155 Oct. 5 svvvnsnes 123
Dee. 30 cvevennn 128 Dec. 28 aassmmes 109

The figures indicate that the deviations in
the development of food prices are rather larger
during the autumn months than at other times
of the year. In examining the dispersion it
should be remembered that the selection of the
basic prices also influences the results. If,
instead of the prices on the basic date of July
1st, 1931, the average for the whole period
under review had been chosen as a starting
point, the dispersion would have been reduced
on the average by about 30 per cent. The
development of the dispersion would then also
have changed to some extent.

CONCLUSION.
The logarithmic method of caleulation pro-
vides the possibility, thanks to the weighting

No. 10

system being changeable, of an elastic adjust-
ment to the alterations in the composition of
consumption that occur in the course of time.
The particulars of prices and the weighting
system employed at present in calculating the
Bank of Finland’s consumption price index are,
of course, not the best conceivable. By examin-
ing, to what extent the result is affected, if the
weighting system is varied within reasonable
limits, we came to the conclusion that the
margin of uncertainty, which grows with the
deviations in the development of prices, is /s to
1 per cent in extent. The consumption price
index therefore gives a fairly reliable idea of
the development of prices for articles of con-
sumption in Helsinki. The possibility of error
in estimating the development of prices in the
whole country that arises, if the course of this
index alone is examined, is counterbalanced
partly by the fact that it seems probable that
Helsinki prices are likely to react more rapidly
to forces that change the level of prices. By
this means attention can be drawn at an earlier
stage to such tendencies in the course of prices
for articles of consumption. as may possibly
call for attention from the point of view of
monetary policy.
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APPENDIX I

BANK OF FINLAND’S CONSUMPTION PRICE INDEX

MONTHLY AVERAGES. JULY 1, 1931=100

33

Total !| Inde.)é. of Indel)lt of rarely Food llloltls_iq%,
» 2 kj | sensitive changin; 00 eleetriclvy,
Year and month ﬁns@mtﬁnv Price pnde nrlces - prices &
Seasonally Unadjusted for seasonal variations
adjusted
1932 | |
JOTUATY. . o ofaeie oS vaia 105.2 105.0 106.4 i 101.8 108.6 100.0
Fobruary . .co.ociveiose 105.7 105.3 106.9 1017 108.6 100.0
MgEeh, . . o .. iviaisis e 105.2 104.9 106.3 | 101.7 107.3 100.0
. 03 o RO S 103.7 102.8 108.3 101.8 102.6 100.0
May 103.2 101.9 101.9 ‘ 101.8 101.0 100.0
JUNE 0 010 arpemr o aiaioistoie aarais 102.9 101.7 101.6 101.8 100.5 100.0
JUY  rvee mavbwsisaisaon ey 103.4 103.0 103.5 101.8 103.6 100.0
August .. ..senseceninns 103.0 103.4 104.1 101.8 104.6 100.0
September . ....oiiiin. 103.5 104.0 104.8 101.8 105.5 100.0
OUEODET ... o omsrsiaimsnimis st 100.9 101.s 104.3 96.2 105.1 9.7
November .......cocvvn.. 102.0 103.7 107.0 96.2 109.3 91.7
December ..vvuvverrrry.y 101.8 102.8 105.8 ‘ 96.2 107.5 91.7
1933 \
January . ...eeeeiieiann, 102.0 101.8 104.3 96.2 105.1 91.8
FebTuary o memesomnsmmn 101.4 101.0 103.1 t 96.2 103.7 91.8
March.....ovvvrnnnnnnes 100.7 100.4 102.2 | 96.2 102.4 91.8
Apri 101.0 100.1 101.9 96.1 102.0 91.8
101.8 100.5 1025 | 95 103.0 913
101.1 99.9 103.4 | 92.2 104.3 86.5
100.2 99.8 105.1 88.5 107.1 81.2
August ... 100.1 1005 1061 | 88 108.7 812
September . ......oooo... 100.1 100.6 1062 | 88.6 1091 8l.2
OCLODEE ... pysrmpmammummntisios 99.3 100.2 105.6 [ 88.6 108.2 8l.2
NOVEMDBL: yipmmcnmimmsmnsinee 97.9 99.6 104.6 | 88.6 106.7 81.2
Decemnber ....eeanveaans 97.2 98.2 102.8 88.4 103.9 81.2
1934
| JAnuATY L ouieeen e 96.9 96.7 100.4 88.5 100.3 8l.2
February ossowsssesnie 972 96.8 100.5 88.5 100.5 8l.2
‘ March .« .voovnononinnnns 98.1 97,8 102.1 88.5 1029 8l.2
APHLl & s engeememmsmine 98.6 97.7 102.0 88.5 102.7 81.2
‘ MAY" | ¢ onswmcnnmamsionin 98.8 975 101.8 88.4 102.4 81.2
JURG! - o : sniensoaaenrmmEG 98.0 96.8 101.2 87.3 101.8 79.7
July: .. sememmmwstieie 96.9 96.5 101.4 85.7 102.1 7.4
FL LT {1 ——— 97.5 97.9 103.7 856.7 105.7 71.4
September ...ooovienine. 97.8 98.3 104.3 85.7 106.6 77.4
Ostaber . i sssnsnsesunms 98.5 99.4 105.9 85.7 109.2 7.4
November , ... 99.3 101.0 108.2 85.7 113.0 7.4
December 99.3 100.3 107.4 85.7 111.6 7.4
100.0 99.8 106.6 85.7 110.2 7.4
99.9 99.5 105.9 86.0 109.1 7.4
99.8 99.5 105.8 86.0 109.1 7.4
100.2 99.3 105.6 86.0 109.2 7.4
99.7 98.4 104.2 86.3 106.9 77.4
100.1 98.9 104.8 86.4 107.9 77.5
100.9 100.5 107.1 86.5 111.7 7.7
100.9 101.3 108.4 86.5 113.9 7
100.4 100.9 107.7 86.5 1124 7T
100.9 101.8 109.1 86.5 114.7 .7
November ...vseveiviiss 100.3 102.0 109.5 86.5 115.3 777
December .....vovvvnnnn. 100.8 101.8 109.1 86.5 114.6 7T
1936
JEIOATY . . e 100.5 100.3 106.8 86.5 110.6 7.1
Febrary ovuivasvusi 101.2 100.8 107.6 86.5 111.9 7.7
Mareh .. couansann 101.1 100.8 107.6 86.5 1111 7.
APEl i sussmssasn 100.4 99.5 105.5 86.5 107.6 77
LTS (T A R Y 100.4 99.1 104.9 86.5 106.7 77.7
JUNB, - s SRR 100.4 99.2 105.3 86.4 107.3 7.7
IOl e san gueasE 99.9 99.5 105.7 86.4 108.3 7.7
AOPOBE, & L e 99.4 99.8 106.5 86.4 109.7 7.7
September .., ... ciiuin 98.8 99.3 105.8 86.4 108.5 7.7
b
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APPENDIX II

BANK OF FINLAND’S CONSUMPTION PRICE INDEX
YEARLY AVERAGES. JULY 1, 1931=100

Class of commodities 1932 I 1933 1934 1935 |

FO0D, sorssmsssings oot i RIS 8 PRI AR R B esmisesa | 105.4 | 105.3 105.0 1118

Vi ‘Bobaceo v b S e RS ‘ 106.9 | 98.0 98.0 98.0
V- GOMG. o mnssn s s e s s e ! 104.9 f 104.s 104.4 103.0
| Purniture .. .. ... SR i s e e J 98.9 95.8 95.8 96.4
Mens of WanSPOTE «ovvvsossenoosoooosssiocsenns 114.9 114.9 104.6 103.9
Writing materials. ..o oovoneennnn oo e 116.8 1184 1213 122.0
Laundry and ClaRif). . ...ovxoooeonssssseanense | 96.7 92.8 90.3 89.4

L Firewood and oil e, ssevvvisnsconsgormmnsman ‘ 95.9 94.4 91.9 95.2
Index of sensitive prices .................. | 104.7 104.0 103.3 107.0

| Houstng, electricity and gas ....ooovvvienennnnn. | 97.8 85.9 79.2 71.6
i BRI, -pvcis s scsvns snn o oo A SIS I 97.6 84.7 7.5 75.9
‘ Elcotritiby Gnd E88 .. . oono0s0onnsenmsssswss ‘ 100.0 102.5 102.5 102.5
] T R S 105.9 103.8 103.6 104.3
IIBRINE: <osiiois o oaeanrocainrl s vrmssis oSy et | 137.6 133.0 132.4 132.5
Aleoholic beverages 101.5%) 104.8 104.4 120.2
Thavil, PoNageely. ... .....iiis o onsas s | 105.8 106.0 106.0 106.0
Fdveation o.ooovono..... (5525808 R R R I 107.5 1041 107.5 107.5
BeCYOION: cvoensivinimimin vin vov s 68 5 80 0 8 o o SERRRS S B0 | 101.8 99.0 90.3 89.6
Index of rarely changing prices .......... ‘ 100.3 91.9 | 87.0 ! 86.3
TOTAL CONSUMPTION PRICE INDEX .. | 1033 | 100z | 981 | 1003

1) Average for the period ¢/,—*/..

APPENDIX III

LIST OF COMMODITIES IN THE BANK OF FINLAND’S CONSUMPTION PRICE INDEX
1565 KINDS

Commodity | Weigs | Commodity [ Weignt | Commodity Weight
- T ‘

FO0G «scnivssisiiRimsavsiee 444 || Anchovies ....ovvvrrerernres 6 | Petrol, rectified ............ 1
MK ooocusssiss inamasiari TTBoos: ocmmesmmmmswmimssmyu 10 |- Petrol, erude. .o v s 5 5 iupe 3
Dairy butter...... “h ey 26 WIGoHeR! cucrivoviminmmipmusinss 26 | Writing materials. . .......... 6
Peasant butter...........u.. 26 || Lump Sugar.....o0sneeveens 13 || Laundry and cleaning. . .. .. .. 20
Cream .......sscswennansne 6 || Granulated sugar .......... 13 | Firewaod and oil fuel. ... .... 26
Cheese .:::isisescevsmpmmass 6 [} POLALOOE oivanaiinisimpimpieiieye 17 [ RIEPW00d! o oononcmnesscss-us 22
Margaring : ; . : : : - s subrwwnwes 8 || Plums s 2 VO tuel.ueiossmmniss s s s s 4
Lard ::s::54555 5 argenmmoses 4 (Wl Mixed, fruit «siooumpmomsmc s, 2 yas .
Wheat flour 17 B Apples: ssusiemssnmesmnsopss 3 gde:_c of lse;l fl;we Wl:é'tcess = ;gg
Rye flour ........ 8 L OTaNZes o somenpvemsonenany 3 | H(')'lll;‘i:'g’ ERGTICUY aNG 908 xe 180
Rye groats 8 [l Bananas ...eivisemscranssms 2 iFlectrilcgit JRaAmaRie S nr et Y 7
%a,tmeal, T e 41( %e%is pa0 s 3 | Gas Y SRR S e R e 7

arley ‘meals < « s s iz smaspass Malt beverages...,.......... 5 2t P SRt ma e £ 5 2 8 5 S AR
Rice ¥neal .................. A BOBE savninssmrsermmsmns sos 1 |ﬁf{g'ﬁ’;fl R et 23
Semolina meal........cuvens 4 |l Ghioeolate semvermimesmnass s 1 Meillici;lﬁ e PR N RN i
Rye bread .........cccouens 6 |l Caraniels: iwwansisapmens pyee L e e e 8
Rye bread, soft ............ 14 (WESalt ssmnmmmmasmmamsmings L bt b e 10
Yeast bread ...........oonn. 10 | Dinner ......... e e e 10 {7 o0 "; 1 f}"""ﬂ'f ---------- 41
French loaves .... 10 (fll Coffer savmnsncrapsmsmsn 10 l'r::i'rlf Ry L. caxmusmins g
BUHS: - - e e e rers e Mg siuiamonsit 10 B Tobacco:.. «..z5m 0 cmnuarmiams 20 Tesin Tatas oy o2 e 7
BB oo esoiereseione snrme i s 18 ||l ClothgRE: - - - =50 cwpeswnisnes 130 P0§ta0(: tele' 1ams """ SRS 7
- R S 4 || Wearing apparel ............ 63 Motoflﬁm fa.gres """ Sl P
Muotton ......oovevenvnnnnns 4 || Underclothing ..... e 35 V Motor: car fares ‘3
Mutton, cured ......cvovuvnn 2 || Footwear ........svoeonswse 24 Fiducation SRS 27
Sausages ............ swnieinss 11 || Rubber wear .........ceae. 8 Vitcamtion. o oo ol | 14
BT . . - crioimniniace bt miin 8 N FUTITE. o0 aioiooim b iomsmmnzoie s 38 | A i - it e
Pork, salted .......... S 4 || Means of transport .......... 16 | Index of rarely changing
Pork, smoked ..... T 4 || Motor cars ........ 4 'prices .........ciiihinnnn, |_300
Baltic herrings, salt ........ 6 || Motor tyres........... R 4 |TOTAL CONSUMPTION
Herrings ........ N, | 6 | Bioyeles........0. vl 4 | PRICE INDEX ... ... 1000
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Vilket ar forhallandet mellan finska markens
och svenska kronans kopkraft?

Av

LEO och ERIK TORNQVIST.

En erfarenhet, som de vilka vistats savil i Sverige som
Finland gjort 4r, att viaxelkursen (1 kr = 11,71 Fmk)
icke ger nagot riktigt uttryck for férhallandet mellan kro-
nans och markens kopkraft. Det dr dyrt att leva i Sverige,
sdger man i Finland, medan svensken reser till Finland
for att leva billigt. Dessa kvalitativa omdomens riktighet
betvivlas knappast, men d& det giller att faststilla vilken
vaxelkurs, som skulle gora det lika dyrt att leva i Finland
som 1 Sverige, stélles man infor ett ritt invecklat problem.
De svarigheter, som mota vid ett férsok att utgiende fridn
resultat av konsumtionsunderstkningar och tillbudsstiende
prisstatistik berdkna denna skopkraftsparitetsvixelkursy, dro
dels av principiell dels av praktisk art.

Ett karaktirsdrag hos indexproblemen, till vilken pro-
blemkrets uppgiften hor, dr att de tal, som man onskar
bestdmma, icke lata sig faststillas med godtycklig noggrann-
het. Det ligger i sakens natur, att de sbkta indextalen dro
mer eller mindre obestimda inom ett visst variationsomréde.
Beroende pa vilken av flere sinsemellan konkurrerande syn-
punkter och bestimningsmetoder man viljer, forskjutes
resultatet i den ena eller andra riktningen; vanligen dock ej
sdardeles mycket. Det synes fornuftigast att ej uppfatta
indextalen sasom tal i den rena matematikens mening, vilka
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2 FORHALLANDET MELLAN FMKS OCH SV. KR. KOPKRAFT

teoretiskt kunna bestimmas med godtyckligt manga deci-
maler, utan sisom empiriska tal med en viss utstrickning
pa talskalan. Varje forsck att reducera variationsomradet
till en punkt 4r domt att misslyckas, i det att det begrepp,
som man forsoker mita, icke fir rum innanfér alla detaljbe-
stimmelser, som &dro nddvindiga f6r att indextalet skall
bli entydigt bestdmt. Sadana begrepp som allmin prisniva,
valutans kopkraft, Ionenivd, produktionsvolym, national-
inkomst m.m., vilka man svarligen kan undvara i en eko-
nomisk analys, utgora storheter, som tdla att mitas i en
grov skala, men som ifall de »fixeras med forstoringsglas»
bli mer eller mindre meningslésa. Genom att tillordna index-
talen en intervall inom vilken de ej dro determinerade, far
man for de sokta storheterna kvantitativa uttryck, som pa
bista mojliga satt motsvara de till sin natur diffusa begreppen.
For att rdatt kunna vardesitta indextal dr det av intresse att
kidnna storleksordningen av denna osidkerhetsmarginal.

Begreppet penningenhetens kopkraft kan uppfattas frin
dtminstone tvenne i vart fall intressanta synpunkter, kon-
sumentens och producentens.

Fran konsumentens synvinkel framstar penningens kop-
kraft sdsom en 1 tid och rum varierande egenskap hos pen-
ningenheten att kopa olika mingder direkt konsumerbara
varor och tjdnster. Fragan i vilken mén hinsyn skall tagas
till de olika nyttigheternas pris vid det kvantitativa faststil-
landet av denna egenskap bildar det sd kallade vagnings-
problemet. Innan man dock 6verhuvud kan ge sig i kast
med detta problem, mdaste man av det obestimda konsu-
mentbegreppet skapa sig en statistiskt gripbar storhet. Man
maste avgdra huru den konsumentgrupp skall vara beskaf-
fad, inom vilken de olika nyttigheternas ekonomiska bety-
delse skall studeras. Man mdste m.a.o. avgridnsa en ekomno-
mikrets som motsvarighet till konsumentbegreppet vid fast-
stdllandet av variationerna i penningenhetens képkraft.

Ur producentsynpunkt dter 4r det intressant att avgéra
vilka kvantiteter reala produktionskostnadselement som i pa
ett eller annat sidtt avgrinsade ekonomikretsar vid olika
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tidpunkter kunna képas for en enhet av penningen. Besva-
randet av den uppstillda fragan moter i detta fall 1 huvud-
sak samma svarigheter som vid anldggandet av konsument-
synpunkten. De praktiska svarigheterna i att erhalla jam-
forbara prisuppgifter dro mycket stora.

Forutom dessa tvenne grundinstdllningar till problemet
att faststilla vad som skall forstds med begreppet kopkraft
kan mnaturligtvis en mingd andra standpunkter vara av in-
tresse. Intressant kunde det t.ex. vara att undersdka huru
kopkraftspariteten stiller sig for ekonomikretsar, som av-
griansats i avseende 4 levnadsstandardens héjd, olika sociala
grupper sisom olika slag av arbetare, tjinstemin o.s.v.,
eller for skilda producentkretsar sisom hemmamarknads-
producenter, industrier underkastade utldndsk konkurrens,
exportindustrier o.s.v. For de olika synpunkterna erhallas
i nidgon méan olika indextal. Genom att enligt ndgon mer
eller mindre motiverbar princip sammanviga dessa resultat
kan man erhalla nya indextal, som kontinuerligt variera fran
det storsta till det minsta av de primirt erhdllna resultaten.
Den intervall pd talskalan, som silunda erhilles och vars
alla punkter genom variation av problemuppldggningen
kunna komma ifridga som numeriska losningar, dr att be-
trakta som det kvantitativa uttrycket f6r det allminna, dif-
fusa kopkraftsparitetsbegreppet. Samtliga delintervaller av
denna osikerlietsintervall dro dock icke att betrakta sdsom
inbordes lika goda uttryck for det allmidnna begreppet, utan
bora de forses med en begreppsmassa varierande mellan 0
och 1 beroende pa delintervallens lige och bredd. Massan
noll tillordnas en punkt och massan 1 hela osidkerhetsinter-
vallen. Ju storre massa en delintervall har desto storre del
av det diffusa begreppet motsvarar intervallen. Det synes
naturligt att vinta sig att begreppsmassans forhallande till
intervallbredden, d.v.s. begreppstitheten, skall vara storre
1 osdkerhetsintervallens mitt dn vid dess grianser. Forutom
den av begreppens obestimdhet hirrorande osidkerhetsin-
tervallen tillkomma vid praktiska forsok att bestimma ett
indextal osikerhetsmoment, som bero pi de metodtekniska
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och praktiska svarigheterna vid lésandet av indexproblemen.
Dessa osidkerhetsmoment ha en nigot annan karaktir an
den principiella osikerhetsintervallen, i det att man genom
forbattrade berdkningsmetoder och genom tillgdng till
fullstdndigare och battre primdrmaterial kan minska osiker-
heten hos resultatet. Den principiella osikerhetsintervallen
kan ddremot icke minskas pd annat sitt i4n genom att upp-
spjilka det allmdnna begrepp, som indextalet skall motsvara,
i flere, snéivare definierade begrepp. Detta kan vara moti-
verat vid sddana tillfdllen, d& man pd grund av storleken
hos den principiella osikerhetsintervallen icke kan draga de
onskade slutsatserna. Det kan sdlunda t.ex. visa sig nodvin-
digt att i vixelkursteorin operera med ett snidvare begrepp
idn det allmidnna kopkraftsparitetsbegreppet for att man
statistiskt skall kunna verifiera teorins satser.

De metodtekniska losningarna av indexproblemet.

Vi antaga att vi 16st den principiella synpunktsfragan
och lyckats avgridnsa en statistiskt gripbar ekonomikrets
i Finland och en motsvarande krets i Sverige, t.ex. arbetare
och befattningshavare i de bada landerna. De f6r problemet
att faststilla kopkraftsparitetsvixelkursen relevanta eko-
nomiska storheterna #ro, ifall vi halla oss till konsument-
synpunkten: 1) de sammanlagda utgifterna f6r konsumtio-
nen under den betraktade perioden, 2) utgiftsfordelningen
pé olika varukategorier, 3) antalet hushall inom kretsen och
deras sammansittning av konsumerande individer, 4) konsu-
merade kvantiteter av olika varuslag, 5) varuprisen pa
olika orter och vid olika tider. Med utgangspunkt fran dessa
storheter erhillas genom medeltalshildningar de for det s.k.
normalhushéllet gillande, konsumtionen belysande talen.
Genom att foretaga levnadskostnadsundersokningar soker
man bestimma nidrmevirden for dessa tal. Hirvid utviljes
enligt nigon princip ett antal familjer, vilkas affarshandel-
ser under en bokféringsperiod av i regel ett ar studeras.
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De metodtekniska 16sningarna till indexproblemet kunna
med begagnande av matematiska symboler sammanfattas
i s.k. indexformler. I det f6ljande forse vi de till den fin-
landska ekonomikretsen horande storheternas matematiska
symboler med det 6vre tecknet (1) de till den svenska kret-
sen horande med tecknet (2). Pris betecknas med bokstaven
p, kvantiteter med ¢. Den brékdel av totalutgiften, som
kommer pd de olika varukategorierna, betecknas med bok-
staven c¢. For angivande av olika varuslag forses dessa sym-
boler med det undre tecknet ¢, som betecknar varans num-
mer i en varuforteckning. Summation 6ver samtliga konsu-
merade varuslag betecknas genom att framfér det allminna
uttrycket for de termer, som skola adderas, sitta summa-
tecknet X. Symbolen p{P betecknar silunda ett pris fér varan
+ hanforande sig till den finlindska ekonomikretsen, ndr-
mare bestimt det medelpris, som normalhushéllet anses ha
erlagt och som erhélles genom att dividera penningvirdet
av de olika hushéallens sammanlagda konsumtion med anta-
let inom kretsen under den betraktade tidsperioden konsu-
merade enheter av varan 7. D& denna totalkvantitet divi-
deras med antalet hushall inom kretsen, erhilles den kvan-
titet ¢{, som normalhushallet anses ha konsumerat under
den ifrdgavarande perioden. De motsvarande till den svenska
kretsen horande med &vre tecknet (2) forsedda storheterna
behova icke hinfora sig till samma tidsperiod som fér den
finldndska kretsen.

Vi tdnka oss att ett for den finlindska ekonomikretsen
representativt normalhushdll overflyttar till Sverige och
inférlivas med den svemnska kretsen. Normalhushéllets in-
komster antagas fortfarande bli utbetalade i finska mark
till samma belopp per tidsenhet som fére Gverflyttningen.
I Sverige vixlas den finlindska valutan i kronor. Ekonomi-
kretsarna betraktas som platser dir varuslaget ¢ har priset
P mark respektive P kronor. En viss anpassning efter
prisforhallandena i Sverige antages #ga rum. Problemet
bestér i att avgdra vilken vixelkursen borde vara for att nor-
malhushallets levnadsstandard varken skall férsimras eller
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forbattras genom Overflyttningen till den nya ekonomikret-
sen.

Ifall vi beteckna den sokta vixelkursen med X, och de
varukvantiteter, som det finlandska normalhushillet kon-
sumerar efter Gverflyttningen till Sverige och som represen-
tera samma levnadssiandard som de i den finlindska kret-
sen konsumerade kvantiteterna ¢{, med symbolen ¢{*? ha

vi under ovannamnda antaganden:

34 oD @ (1,2 ZpP g
pil g =X, 2Py qp 0, varav foljer X, = Ei—b?ﬁ??-.—ﬁj.

Fmedan man saknar kinnedom om kvantiteterna ¢(+?
maste man for att man skall kunna erhalla en praktiskt an-
vindbar indexformel forsoka eliminera dessa storheter. Ifall
man gor det rimliga antagandet att Gvergangen fran det i
Finland konsumerade varuaggregatet till det nya aggregatet
(huvudsakligen) fororsakats av att detta senare stillt sig
billigare 4n det tidigare konsumerade, giller relationen:

2 1;2 2 g !
ZpP gD < ZpP g,

Genom att i uttrycket for X, ersitta summan Zp® ¢{? med
den enligt antagandet storre summan Zp$® ¢ fir man en
undre grians for den stkta vaxelkursen:

—2pP P
En Gvre grins for X, fis genom att antaga, att orsaken,
varfor normalhushéllet icke redan i Finland konsumerade de
varukvantiteter, som efter Gverflyttningen till Sverige for-

brukades, var, att det i Finland konsumerade aggregatet
stillde sig billigare, d.v.s. att

ZpP g = 2pPgl?.

Om man i uttrycket f6r X, ersatter 2p{V ¢ med 2p{® ¢(?
far man silunda med stor sannolikhet ett tal som ar storre
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an X;. Den sokta vixelkursen torde alltsa ligga mellan grén-
serna.
T p0 gl 2 (1) (1)
Zp gt ? 21" g
L ,P(:‘-) q(l 2)= f-— 035 P(?-) (1)

Vi tdnka oss pad samma sitt det svenska normalhushéllet
overflyttat till Finland och lata X beteckna det antal mark,
som hushéllet borde erhalla f6r en krona, och ¢*? de efter
flyttningen konsumerade varukvantiteterna, vilka motsvara
samma levnadsstandard som de i Sverige konsumerade
kvantiteterna ¢®. Enligt detta betraktelsesitt fis sanno-
likhetsrelationerna:

ﬁ(l) (2) ?(1) 2,
=
2,)(2) (2)— 225(2) (2 SVE

Viaxelkurserna X och X, behéva naturligtvis icke vara
identiska. Ifall vi till de tidigare forutsittningarna foga an-
tagandet, att det svenska normalhushallet och det motsva-
rande finlindska icke visentligt skilja sig fran varandra i
avseende 4 levnadsstandardens hdjd och de till desamma
horande konsumerande individernas behov, synes det rim-
ligt att vinta sig att skillnaden mellan dessa viaxelkurser
ar relativt liten. Under denna sista férutsittning torde kvan-
titeterna ¢{? vara approximativt proportionella med ¢{®
och ¢ med ¢{". Vore de exakt proportionella skulle den
dvre griansen for X, sammanfalla med den statistiskt littare
gripbara 6vre gransen for X, medan den undre grinsen for
X vore lika med den undre grinsen f6r X/, ty proportionali-
tetsfaktorn kan bortforkortas. Vid ungefirlig proportionali-
tet giller samma sak approximativt. Om X betecknar ett
medelvirde till de badda vixelkurserna X, och X forefaller
det salunda mycket sannolikt att detta tal ligger mellan
granserna:

E;b(‘) g )‘ 1:,(1) P
2?5(2){](2)— —215(2) (0]
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Dessa grianser, som gi under namn av Paasche-Laspeyre’s
indexformler, kunna via férlingningar och divisioner dven
skrivas 1 formen:

(1) (2)
26@)& >X>1:2:0 i
1 = * 14 f)(il) .

PP

Vigningskoefficienterna

w_ (@

¥ =W; Ze=1, a=1 eller 2
ange resp. varuslags vdrdeandel i normalhushéllets total-
utgift.

De ovan betraktade grinserna ha i hog grad intresserat
indexteoretikerna. G. Haberler 4gnar en stor del av sin
bok »Der Sinn der Indexzahlen» 4t de ovan behandlade rela-
tionerna L. V. Bortkiewiczt), A. A. Koniis ?), J. M. Keynes 3),
m.fl. ha begrundat och férs6kt utreda betingelserna fér deras
giltighet. Tvivelaktigt 4r, huruvida det ovan anvinda be-
traktelsesittet skall kunna tillimpas pa abstrakta eko-
nomikretsar, vilket fall dr det fran statistisk synpunkt intres-
santa. DA hinsyn tages till, att talen %, ¢{?, ¢ erhallas
medelst stickprovmetoder och att dessa tal till sin natur
iro synnerligen invecklade medeltal, 4r det ej att forvina
om den sokta vixelkursen X icke skulle ligga mellan de
granser, som erhéllas enligt denna metod. Dértill kommer
att varukvantiteterna ¢; resp. vikterna ¢; sillan hinfora sig
till de ar, for vilka prisen betraktas. Under sddana omstidn-
digheter blir innebérden av de skenbara grinser for det
metodtekniska felet vid berdkningen av wkopkraftsparitets-
vixelkursen», som fas genom Paasche’s och Laspeyre’s form-
ler mycket dunkel. Avstindet mellan granserna kan betrak-
tas som en storhet av slumpkaraktir, vilket i bista fall kan

1) L. V. Bortkiewicz, Nordic Statistical Journal, 1923, 1924, 1932.

% A. A. Koniis, Ticonomic Bulletin, Conjuncture Imstitute of
Moscow, nr 9, 10, 1924.

8) J.M. Keynes, A Treatise on Money, London 1930, Vol.I, Book V.
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ge en viss forestdllning om osdkerhetsmarginalen vid berdk-
ningen.

Genom att bilda det geometriska medeltalet av de ovan
betraktade grinserna erhalla vi Fisher’s ideala indexformel 1)

)

PO et
X’N‘VZ/)“) @ PP 26 p@)
3 7)(2) q(l) Z‘{,( 2) (1(2) -

Denna formel rekommenderas av H. Staehle for interna-
tionella jamforelser av kostnaderna for f6da 2).

Ett annat sitt att effektivt angripa indexproblemet har
angivits av Fr. Divisia ®). Det bygger pa tanken om en kon-
tinuerlig Gverging frin den prissituation, som forefanns i
den forsta ekonomikretsen, till den i den andra kretsen ra-
dande situationen. Man fir genom att slutféra uppslaget
en indexformel, som kan framstillas i form av en kutvinte-
gral:

1
) ﬁ(a) @ °
logX:Zf” o) —Z-[‘c(i)d(logp(i ).
2 2

Parametérn a varierar frdn 2 till 1. For a=2 fas den
for den svenska ekonomikretsen karakteristiska priskonstella-
tionen och f6r a = 1 den motsvarande finlindska. For 6vriga
virden pad a beteckna talen p{” mellan grinserna ${ och
p? liggande, tinkta pris. ¢ ange den del av totalutgiften,
som vid det av talen p{* angivna prisliget faller pa varan 7.
Beroende pa vilket sitt 6vergdngen mellan de bada prissitua-
tionerna tdnkes ske erhalles ett nagot olika resultat f6r log X.

1) Iyving Fisher, The Making of Indexnumbers, A study of their
Varietes, Tests and Reliability, Cambr., Mass., 1922.

2 Hans Staehle, International comparisons of food costs, 1934,
Econometrica, 1934. Jfr. dven Review of Economic Studies, juni,
1935.

%) Francois Divisia, I'Indice monétaire et la théorie de la mon-
naie, Revue d’Economie politique, 1927.

129



10 FORHALLANDET MELLAN FMKS OCH SV. KR. KOPKRAFT

Vid normalelastisk efterfrigan, d.v.s. c(i“) = ¢; = konstant,
ger denna indexformel det vigda geometriska medeltalet:

(1)

log X = 2'c;log —:2] .
i

Genom att lata c; representera ett medelvirde av c{®
kommer man med stor sannolikhet att till resultat erhalla
ett indextal tillhérande en delintervall med stor begrepps-
massa i forhallande till intervallens bredd. (Jfr. sid. 3.
I detta sammanhang betrakta vi det snidvare kdpkraftspari-
tetsvixelkursbegrepp, vars obestimdhet enbart beror pa
omojligheten att entydigt 16sa vigningsproblemet.) Medel-
talet till det med vikterna ¢ och det med ¢ vigda geo-
metriska medeltalet synes dven ge ett gott virde for X. Om
de bada ekonomikretsarna skilja sig fran varandra blott
ifrdga om tidpunkterna, di prisen betraktas, men geogra-
fiskt sammanfalla, 4r det naturligt att lita prisen p$ och
vikterna ¢ beskriva det historiska férloppet hos priserna
och vikterna vid Gvergdngen till det nya prisldget. Talet X
kommer i detta fall att beteckna en prisnivdindex. Detta
betraktelsesitt leder ostkt till kedjeindextal av geometrisk
typ med rorliga vikter. TFinlands Banks konsumtionspris-
index har denna byggnad. )

En ur teoretisk synpunkt intressant metod att angripa
problemet erhilles genom att studera en levnadsstandard-
funktion

L:L(Q1;92;93:---):

vilken funktion uppfattas som entydigt bestimd av de per
tidsenhet av normalhushillet konsumerade kvantiteterna g;.
S4 snart prisen p; dro givna, finnes det en entydigt bestdamd
minsta penningkostnad, f6r vilken levnadsstandarden L
kan uppnds. Genom att sidtta denna av L och priskonstella-

1) Da forf. skrev den P. M., som édstadkom att Finlands Banks
konsumtionsprisindex fick denna byggnad, kéinde han #nnu ej till
Divisia’s arbete. En kort beskrivning av indexen ingéar i Bank of
Finland Monthly Bulletin, nr 10, 1936.
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tionen beroende minsta kostnad i relation till samma kostnad
vid en annan priskonstellation, men samma levnadsstan-
dard L, kan man pa ett férnuftigt sitt definiera ett indextal
angivande huru manga penningenheter i den ena situationen
som motsvara en enhet i en annan situation for ett normal-
hushall med en levnadsstandard angiven av talet L. Medelst
detta betraktelsesdtt inser man, att olika hog levnadsstan-
dard sannolikt d4ven medfor olika indextal. Dessa tal kunna
dock vil tdnkas forbli inom en relativt liten intervall trots
kraftiga variationer i levnadsstandarden L. Genom att till-
foga vissa plausibla antaganden om L-funktionens byggnad
kan man genom en matematisk behandling av det minime-
ringsproblem, som faststillandet av ovanndmnda minsta
kostnad, innebir, visa, att ifall man forsummar en del som
relativt sma betraktade termer, de pa detta sitt definierade
indextalen lata sig approximativt framstillas medelst index-
formler av samma karaktidr som de tidigare angivna.!) En-
tydigheten vid 16sningen av minimeringsproblemet forutsit-
ter dock att levmadsstandardfunktionens byggnad forblir
densamma dven vid de eventuella férindringar i miljo, eko-
nomikretsens sammansittning och de konsumerande indi-
vidernas behov, som dga rum mellan de tva tillfillen, vilkas
motsvarande minimikostnader skola jimféras med varandra.

En intressant metod for 16sandet av indexproblemet byg-
ger pa det faktum att vigningskoefficienterna ¢; med vixande
levnadsstandard visa en karakteristisk vridning, i det att
existensutgifternas andel minskar och de kulturbetonade
utgifternas kar. Denna iakttagelse kallas Engels lag. Mate-
matiskt kan denna lag uttryckas genom formeln

55:13 — .C"(—UIQ + &

P C,L®
ddr resttermen & 4r en relativt till den forsta termen liten
kvantitet beroende bl.a. av talet log (/X p?).

1) Ragnar Frisch, Annual Survey of General Economic Theory:
The Problem of Index Numbers, Econometrica, jan. 1936.
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Genom att sammanfora likartade varor till en stérre
grupp, t.ex. fédodmuena till en fédagrupp, och frin samma
synpunkt studera gruppens végningskoefficient minskar
resttermens relativa betydelse. Genom att for de bada kret-
sarna jamfora en serie av utgifter per normalhushill och
motsvarande vikl{Ordelning kan man erhélla ett nirmevirde
for forhdllandet mellan kostnaderna f6r uppritthillande
av samma levnadsstandard i1 de bada kretsarna. Matema-
tiskt uttryckt: Ifall

. C (LD
1) _ A2) 75 .
W=c9 t4r 1l=——t¢,
! B C(L®)
varav erhilles
IO ~1@

Om den till vikten ¢ = ¢® hérande motsvarande kost-
naden i det ena landet ir UM och i det andra landet U®,
ar foljaktligen

U

UV ~X U(z), dvs X= —U(—m 2

Engels lag kan sdlunda utnyttjas for bestdmning av
kopkraftsparitetsvixelkursen. Man har dock att mirka, att
vid lika hoga inkomster kroppsarbetarnas existensutgifter
4ro storre 4n de intellektuella arbetarnas, varfor ekonomi-
kretsarnas sammansittning, miljo och individernas behov
bora vara mojligast likartade for att metoden skall kunna
ge ett gott resultat.

P4 grund av att de for denna metod behovliga utgiftssiff-
rorna med tillhérande viktférdelning i praktiken blott kunna
faststillas till ett ringa fdtal, uppstar ett rdtt invecklat
interpolationsproblem vid uppgiftens numeriska lésande.

Den senast behandlade metoden #r speciellt intressant
ur synpunkten, att den tilldter jimférelse av levnadskost-
naderna mellan olika linder dven i det fall, att man saknar
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tillgang till som jamforbara (ekvivalenta) betraktade varors
priser.

Efter denna korta oversikt 6ver de matematiskt statis-
tiska metoder, som st till buds, skola vi behandla de prak-
tiska svirigheter, som mota vid forséket att faststilla kop-
kraftsparitetsvixelkursen mellan Finland och Sverige.

De speciella praktiska svdrigheterna vid utnyttjandet av det
tillbudsstdende materialet.

Valet av tidpunkt eller tidsperiod, som skall liggas till
grund for berdkningen, inverkar pa resultatet. Det forefaller
vara enklast att vilja drsmedelprisen till utgingspunkt och
samma ar for vartdera landet. Nodvindigt dr det dock icke
att ha tillgdng till priser hinforande sig till samma 4r. Man
kan nidmligen med tillhjilp av levnadskostnadsindexerna i
Finland och Sverige justera de primirt erhillna resultaten
till en gemensam jamforelseperiod. Slutresultatet kan dérefter
med tillhjdlp av dessa indexer fortskrivas till onskad tidpunkt.
Det osdkerhetsmoment, som hirflyter ur dessa och liknande
rakneoperationer, bildar foremal for en sirskild undersok-
ning publicerad i denna tidskrift H. 371),

D4 fragan giller att numeriskt bestimma en storhet sddan
som kopkraftsparitetsvixelkursen mellan Finland och Sve-
rige betraktad t.ex. ur konsumentsynpunkt, 4r man, ifall
man icke utnyttjar Engels lag, framst i behov av jamférbara
prisuppgifter bade fran Finland och Sverige pad varor, som
kunna betraktas som ekvivalenta, d.v.s. varor, som kunna
utbytas mot varandra, utan att det kan bestimt avgoras
vilkendera, som idr virdefullare. Svarigheten att finna sddana
ekvivalenta varor och de fel, som misslyckanden hiri dstad-
komma, ge upphov till den detalj i indexproblemet, som
kallas kvalitetsproblemet. Vid jimforelse mellan varor i

1) Leo Tornqvist, Levnadskostnadsindexerna i Finland och

Sverige, deras tillforlitlighet och jamférbarhet, Ekon. Samf. Tidskr.,
Ny s., H. 37, 1936.
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Finland och Sverige finnes en risk for att de svenska varorna
skola 1 medeltal vara av hogre kvalitet 4n motsvarande
finska varor, trots att de ha samma beteckningar. Detta
fel skulle medféra en undervirdering av kronans relativa
kopkraft, ehuru knappast med négon mera betydande pro-
cent.

En annan svérighet bestar i prisens lokalisering. Pa olika
orter i Finland gilla olika pris p4 samma vara och detsamma
géller for Sverige. Det synes vara en utvig att jamféra medel-
priser for stdder och bosdttningscentra i Finland med mot-
svarande priser i Sverige. Byrdns for social forskning vid
Socialministeriet medelpriser for livsfornodenheter pa 36
orter i Finland ¥) och K. Socialstyrelsens medelpriser for 53
orter i Sverige bilda hirvid det naturligaste utgangsmate-
rialet. Vid jamférelse av varuforteckningarna finner man
ca 40 gemensamma varuslag. Nagon garanti for att varu-
kvaliteterna Overensstimma sd att de kunna betraktas som
ekvivalenta finnes dock icke.

Forutom ett ndgotsidnir anvidndbart prismaterial ar man
i behov av en ritt ingdende kdnnedom om konsumtionsfor-
héllandena i Finland och Sverige for att kunna jamfora lev-
nadskostnaderna i de bada linderna med varandra. Tack
vare levnadskostnadsundersokningen av ar 1928 i Finland
och liknande understkningar i Sverige av omkring ar 1933
fis en ritt god bild av konsumtionens sammansittning i de
bada linderna. Vid det i det féljande gjorda forsoket att ut-
nyttja dessa undersokningar for bestimmande av vikter
for de olika medtagna prisen ha vi dock icke, dels pa grund
av brist p4 uppgifter dels pad grund av att vi i ndgon mén
forsokt fordela de icke medtagna varornas vikter pd de
varor, som medtagits, kunnat undgd ett visst godtycke.

Vid véara ridkningar ha vi begriansat oss till konsument-
synpunkten och dirvid betraktat den ekomomikrets, som i
levnadskostnadsundersékningen av ir 1928 betecknats »arbe-
tare och befattningshavare» i Finland, samt den motsvarande
kretsen »arbetare och ligre tjinstemidn» i Sverige.

1) Aren 1921—31, 40 orter, 1932—34, 30 orter, 1935—, 36 orter.
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Sjilva det begagnade materialets tillforlitlighet skola vi
diskutera i samband med frigan om osikerhetsmarginalen
hos resultaten.

Beridkningar av forhdllandet mellan finska markens och
svenska kronans kopkraft gentemot fododmnen.

I tabell I ha vi sammanstillt material {6r berikning av
forhallandet mellan markens och kronans kopkraft gentemot
fédodmnen, varvid till jaimforelsedr valts 4r 1933 for Finland
och 1931 for Sverige. Sdsom vi redan tidigare framhallit ar
det icke nodvindigt att prisuppgifterna hinfora sig till samma
ar for vartdera landet. Valet dr icke pa ndgot sitt formanligt
for precisionen i jamforelsen. De valda aren tillhora olika
skeden i den senaste prisfallsperioden. Genom att sedermera
jamfora resultaten enligt denna generella metod med mot-
svarande siffror erhallna medelst direkt prisjaimforelse hin-
forande sig till samma ar f6r vartdera landet kunna vi erhalla
en viss inblick i det osikerhetsmoment, som beror pa valet
av jamforelsedr.

De i tabell T ingdende varuslagen ha erhallits genom en
jamforelse av de i Social Tidskrift, Helsingfors, och Sociala
Meddelanden, Stockholm, forekommande varufértecknin-
garna. Fran dessa killor ha dven arsmedelprisen tagits.

For talen i kolumn ¢™ ha vi utnyttjat tab. 21, sid. 66%*,
och for talen ¢ tab. 16, sid. 51* i Sociala specialunder-
sokningar 14, Levnadskostnadsundersékningen 4r 1928, A.
Bokféringsfamiljerna i stdder och &vriga bosittningscentra,
Helsingfors 1936. Talen ¢ ha tagits fran budgeten fér K.
Socialstyrelsens levnadskostnadsindex (1931), sid. 821,
Sociala Meddelanden, nr 4, 1932. Talen ¢® ha erhallits
frdn Sociala Meddelanden, 1934, sid. 797, tab. E. Sidana
siffror, som vi mer eller mindre godtyckligt uppskattat,
ha vi satt inom parentes. Godtycket hos de av oss uppskat-
tade siffrorna inskrinker sig blott till fordelningen av vik-
terna pd representanterna fér undergrupperna mjolk och

135



16

FORHALLANDET MELLAN FMKS OCH SV. KR. KOPKRAFT

Tab. 1. Markens och kronans kipkraft gentemot fododmmen

(1933 : 1931).

FFI-[W;- “In- [ Sve- [Pen-
land |rige| land | Tige | ni | Ore e 9/00
Varuslag 1928 (1931| 1928 -32,/331933{1931 W 1o P
@ [ o] @ [0, 10p'2)
Mjo6lk, oskummad 1 [(1154)[1000) (19,4)] (16,0) 144 21| 6,86 —377
separerad 1 65| 60( (0,3) (0,4) 46| 8| 5,75| —554
Smor, mejeri- kg (24), (18)] (6,5) (4,0); 255| 9,13 — 9
lands- » (23)| (18)] (6,0) (3,4)2002 240| 8,72| —137
Margarin » 21| 28| 3,2| 4,2[1343) 129 10,41 40
Ost, helfet » 516y 0,9 2,5{1997 190 10,51 50
Agg, Lirska ti| 11| 30| 2,1| 4,4(1537| 193 7,906| —228
Potatis, gammal 51| 106|112 3,7 2,5| 304{ 44| 6,91 —370
Arter, gula kg 5| 6| (1,2) (1,5) 537 32| 16,78 518
Vetemijél, prima o| 104|176| (5,0) (4,5) 558 39| 14,31 358
Ragmjol, oskritt o 126] 73| 3,9 (1,2) 280 24| 12,04 186
Havregryn, angprep. » 23| 22( (1,1)] (0,6) 4231 36| 11,75 161
Risgryn ' 20 8| (1,5) (0,3) 635/ 46| 13,81 322
Ragbréd, kniicke- . 8| 34| (0,6) @, 665 88| 7,56 —280
grovt, spis- ' 13| 34| (0,7 (0,9)f 477] 64| 7,45 —294
mijukt, billigaste » 73| 53| @1 (3,0 46| 7,85| —=242
Vetebrod, franskt brod 0 syl 11| ,6) (1,0) 75| 11,81 166
kaffebrod o @) 27| (3,1) (3,2)1104[(103) (10,72) 70
Notkétt, firskt, stek- o @0 @2) @28 (@26 890 181| 4,92 —710
»  sopp- o a8y 20) 1,9 3.0) 653 150| 4,37| —828
Kalvkétt, godkaly s o3 anl o5 21030 225| 4,62 —773
spidkaly o (3) ) (0,3) (0,7)| 546 138 3,96 —927
Farkott, farskt, stek . oy 5| (1,8) (0.6)11132 218( 5,19 —656
Flisk, farskt, sid- +| 28| 37 (5.3)' (4,8)1290 147| 8,78| —130
» 5[ 11| (1,0) (l.2)|131 153 8,61 —150
Fisk, farsk, gadda o Qo) (4] (0,9 (0,7)l 878 182| 4,82 —730
abborre o a2 (3) (0,8) (0,5) 612 121| 5,06 -—682
stromming s | 16| 15| (0,5) (0,6) 322! 68| 4,74| —747
Sill, salt s 10| 18| (0,8 ,5) 717| 56| 12,80 247
Kaffe, obriint »| o 20[@0) 62| 5,7[3175/(210)(15,12) 413
Bitsocker » 102 (109 6,5 4,6 | 97 42| 23,09 837
Ovriga 6,3| 17,6
| 100,0]100,0|

gridde, smor, rotfrukter och gronsaker (drter), mjol, gryn,
brod, kott och flisk inklusive charkuterivaror samt fisk.
Vid fordelningen ha vi
utnyttjat bl.a. Finlands Banks konsumtionsprisindex och

Margarin representerar dven fett.

Sveriges Riksbanks konsumtionsprisindex’ vikter samt tab.
11, sid. 14, i tabellbilagan till Sociala specialundersokningar

14. Summorna av vikterna ¢; for representanterna for de
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namnda undergrupperna Overensstimma med resultaten
enligt de officiella undersdkningarna. Uppgifterna i den
finlindska levnadskostnadsunderstkningen hinfora sig till
581 arbetar- och 242 befattningshavarhushall, sammanlagt
823 bokforingsfamiljer. Den motsvarande svenska levnads-
kostnadsundersokningen av dr 1932/33 omfattade 349 indus-
triarbetar- och 261 liagre tjdnstemannahushall, sammanlagt
610 bokforingsfamiljer.

Vad betriffar den av oss uppskattade siffran for ostens
kvantitetsvikt i Sverige (16) bor nimnas, att vi erhallit den-
samma genom att addera kvantitetsvikten for ost, helfet,
12 kg, och ost halvfet, 5 kg, samt pd grund av den halvfeta
ostens ligre pris minskat summan med 1 kg. Kvantitets-
vikterna for notkott i kolumnen ¢ ha erhallits sa att vi
adderat vikten for notkott, 29 kg, och for malet nétkott, 13
kg, 1 Socialstyrelsens budget av ar 1931 samt fordelat summan
42 kg pa de bada slagen av notkott. Vikten for kaffe, obréint
(20) hianfor sig i Socialstyrelsens budget till brint kaffe. Det
av oss uppskattade priset for kaffebrod (103) hanfor sig till
januari 1932, emedan nagra prisuppgifter for ar 1931 for kaf-
febrod icke publiceras i Sociala Meddelanden. Prissiffran
(210) for obrant kaffe har erhallits genom att multiplicera
medelpriset for januari 1932 £6r brint kaffe, santosblandning,
289 ore, med talet 0,73, vilket utgor forhallandet mellan pri-
sen for obrant och brant kaffe, vilka pris i sin tur erhallits
genom att dividera det finlindska normalhushéallets utgifter
for obrdant och briant kaffe ar 1928 med motsvarande konsu-
merade kvantiteter. Den angivna siffran kan ej anses sdr-
deles tillforlitlig.

1)
I kolumnen o) angivas forhallandena mellan prisen i

"

Finland och Sverige. De relativt hogsta talen hidnfora sig till
varor, vilkas pris paverkats av valutakurserna och olikhe-
terna i tullbeskattningen i de bada linderna. Kott- och fisk-
prisen synas vara relativt billiga i Finland. Den sista ko-
lumnen innehéller prisférhdllandenas naturliga logaritmer
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uttryckta i promille. Den konstanta addenden €log 10 = 2303
promille har hirvid férsummats.

Genom att pd materialet i tabell I tillimpa de i det fére-
gdende betraktade indexformlerna ha vi erhdllit ett flertal
olika indextal. Deras spridning kring medeltalet ger en god
inblick i indexformelvalets inverkan pi resultatet av jam-
forelsen mellan den finska markens och den svenska kronans
kopkraft gentemot fododmnen &ren 1933 och 1931.

Tab. I1. Resultaten betriffande forhillandet mellan fododmmnes-
kostnaderna i+ Finland dr 1933 och Sverige dv 1931 ut-
viknade enligt olika indexformler.

Medeltal Indexformel Resultat
$?
Harmoniskt Xy=1z chl) i 8,61
b
2
4
Geometriskt log X, =2 cgz) log — 9,07
p?
34 0
Aritmetiskt < _’12)_"_'1_) 9,08
X Pi ‘I%
Fishers ideala (g) log X,= 1 (log X, + log X,) 9,14
Geometriskt »idealar | log X, =1 (log X, + log Xj) 9,19
Fishers ideala (c) log X¢= 1% (log X; + log X,) 9,20
20 @
Aritmetiskt = :p('.,-)i{é; 9,21
z Py a5
i
Geometriskt log Xy =2 ¢V log ~, 9,32
i P((z)
P
Aritmetiskt Xy =20 9,84
i
Aritmetiskt av samtliga] X3, =2 X,:9 | 9,18

Att doma av tabellen synas resultaten koncentrera sig
kring talet 9,2. De avvika fransett de tva yttersta med en-
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dast ca 1 9, fran detta virde. Enligt Divisia’s betraktelse-
sitt skulle man vara bojd for att anse att det sokta index-
talet skulle tillhora intervallen mellan de geometriska medel-
talen X, och X; Okad sikerhet for att undgd forhastade
slutsatser vinnes genom att pd grund av omdjligheten att
pa ett rationellt sitt vilja indexformel tillordna resultatet
intervallen (9,2 - 0,6).

Med hiansyn tagen till att kvantitetsvikterna icke pa ett
fornuftigt sidtt lata sig adderas till gruppvikter samt att de
svérligen lata sig overflyttas pd de representanter for grup-
perna som medtagas, synas indexformler, i vilka kvantitets-
tal utgora vikter, vara mindre vil dgnade for erhallande av
tillférlitliga resultat. En fullt tillricklig belysning av sprid-
ningen i resultaten till foljd av indexformelvalet erhilles
genom att utrikna de indextal, som i tabell IT betecknats
med X, X,, X;, X, och X,. I fortsittningen komma vi att
noja oss med dessa fem indextal. I omgivningen av talet
X, synes begreppstitheten vara stérre én invid de ovriga
hir betraktade medeltalen.

Utgéende fran de ovannimnda fem indextalen skola vi
med tillhjalp av livsmedelsindexen i K. Socialstyrelsens lev-
nadskostnadsindex berdkna kopkraftspariteten gentemot
fodoimnen ar 1933. Frian ar 1931 till 1933 sjonk ndmnda
index fran 100 till 94. Livsmedelskostnaderna i Sverige voro
salunda ca 6 9, ligre 1933 4n 1931, varfor vi for att erhalla
den sokta pariteten ha att multiplicera de tidigare erhallna
siffrorna med kvoten 100 : 94 = 1,06(4). Resultaten ha an-
tecknats i den andra sifferkolumnen av tabell ITI. De for
ar 1935 gillande resultaten ha i sin tur erhéllits genom multi-
plikation av dessa tal med faktorn 0,96(3), som anger den rela-
tiva prisutvecklingen f6r fédan i Finland och Sverige mellan
aren 1933 och 1935. Faktorn har beriknats med stéd av de
officiella levnadskostnadsindexerna for foda enligt formeln:

Foda (Finland, 1935) Livsmedel (Sverige, 1935)
Foda (Finland, 1933) " Livsmedel (Sverige, 1933)
911 128

= — —— = 0,96(3).
894 121 ,96(3)
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Tab. III. Pariteter for [ida, indirekt beviknade, dven 1933

och 1935.
Medeltal Viagning X 1933/ 31| 1933 | 1935
Harmoniskt ¢ X, | 8,61 | 9,16 | 8,82
Geometriskt c(®) b 9,07 | 9,65 | 9,29
Geometriskt »idealar | 3 (c@ @) | X; 9,19 | 9,78 | 9,42
Geometriskt c®) X, 9,32 | 9,92 | 9,55
Aritmetiskt c® X, | 9,84 [10,47 (10,08
Tab. IV. De velativa fodoimneskosinaderna t Finland och
Sverige dren 1933 och 1935.
Fin- ve- | Pen- Pen-

land | rige | ni I 0""} @ | ni l_% o

Varuslag 1928 | 1933 1933] 1033 2 |1935| 1935 2 -

p@ p@®

O | (@ | 0] p@ pM | p®
Mjolk, oskummad 1| (19,4) (16,0)| 144] 20 7.20] 157, 21| 7,48
’ separerad v (0,3) (0,4)] 46 7l 6,57 49 71 7,00
Smor, mejeri- kg| (6,5) (4,0) 2328 244 9,54|2564| 268 9,57
»  lands- »| (6,0) (3.4) 2092 224 9,34|2319] 253| 9,13
Margarin »| 3,2 4,2|1343| 127| 10,57 | 1483 135 10,99
Ost, helfet o] 0,90 2,5|1997| 147| 13,59 | 1098 177| 11,20
Agg, tarska ti| 21| 4,4|1537| 161| 9,55|1610] 184, 8,75
Potatis, gammal 511 38,7 2,5| 304 36| 8,44| 284] 43| 6,60
Arter, gula kg| (1,2) @,5)| 537 33| 16,27 | 523| 48| 10,90
Vetemjol, prima »| (B,0) (4,5) 558/ 86| 15,50 | 548/ 38| 14,42
Ragmjol, oskratt o (3,9 (1,2) 280 24! 12,04 267| 24| 11,13
Havregryn, angprep. | (1,1)| (0,6), 423 32| 13,22| 388 35| 11,09
Risgryn o ,5)] (0.3) 635 42 15,12| 623| 40| 15,58
Ragbrod, kniicke- o 0,6)) (1,1)] 665 85 7,82| 665 82| 8,11
' grovt, spis »| (0,0 (0,9)] 4777 61| 7,82| 467 59 7,92
’ mjukt, billigaste »| (3,1) (3,0) 361 46/ 7,85| 341 45/ 7,58
Vetebrod, franskt brod o (L,6)) (1,0 886, 72| 12,31 849| 72| 11,79
s kaffebrod s| (3,1) (3,2) 1104{ 100, 11,04 | 1053] 97, 10,86
Notkott, farskt, stek- @29 (2,6)] 890 148/ 6,01 1088/ 179 6,08
» s sopp- o 1,9 (8,0) 655 11-1| 5,75 | 805| 143 5,63
Kalvkott, godkaly +| (0,5) (1.2)' 1039 188! 5,53 |1143| 217| 5,27
» spadkalv o (0.3) (0,7 546] 114 4,79 628 129 4,87
Farkott, farskt, stek- o (1,8) (0,6) 1132 187| 6,05 (1229 205/ 6,00
Flisk, firskt, sid- s (5,8)' (4,8)! 1200, 142 9,08 |1704| 177| 9,63
» salt o (L,0) 1,2)) 1318 148 8,96 | 2245/ 182 12,34
Fisk, farsk, gadda +| (0,9 (0,7 878 157| 5,59 898/ 153| 5.85
v »  abborre s (0,8 (0,5 612 109 5,61 636 1100 5,78
» »  strémming o ©,5) (0,6) 322/ 59 5,46| 350| 57| 6,14
Sill, salt o] (0,8) (1,5) 717 40| 17,93| 700/ 62| 11,29
Kaffe, obriint o 62| 5,7|3175] (228).(13,93) | 2871| (212)| (13,54)
Bitsocker v 65| 4,6| 970 47| 20,64 011| 46] 19,78
Ovriga »l 6,3 17,6
|100,0 |100,0 |
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Da det ar av intresse att undersoka i vad méan de erhallna
resultaten Overensstimma med de indextal, som fis genom
en direkt prisjamforelse for ar 1933 resp. 1935, skola vi med
tillhjalp av det i tabell IV sammanstillda materialet be-
rikna forhallandena mellan fédodmneskostnaderna i Finland
och Sverige.

Viktsystemen ¢® och ¢® dro desamma som i tabell I.
Arsmedelprisen dro himtade ur Social Tidskrift resp. Sociala
Meddelanden., XKaffepriset har for Sveriges vidkommande
uppskattats genom multiplikation av priset f6r brint kaffe,
Santosblandning, med den tidigare ndmnda faktorn 0,73.
Betriffande de relativa prisen pa de olika fédoiamnena i Fin-
land och Sverige gor man samma iakttagelse som tidigare pa
grundval av tabell I, ndamligen, att varor, som i storre utstrick-
ning ga i internationell handel ha relativt hoga prisférhéllan-
den pW:p@. De sirskilt hoga forhallandena for socker
och kaffe forklaras av de relativt hogre importtullarna pa
dessa varor i Finland.

I tabell V ha vi sammanstillt de pad grundval av det i
tabell IV givna materialet beriknade fem olika medeltalen
jamte de tidigare, pa indirekt vig erhallna, motsvarande ta-
len.

Tab. V. Pariteter for foda drven 1933 och 1935.

- 1933 1935
Medelta Viagnin X = =

sgting | gt | Dirext | giny | Dirext
Harmoniskt c® X, | 9,16 | 9,19 | 8,82 | 9,09
Geometriskt ) X, | 9,65 | 9,62 | 9,29 | 9,37
Geometriskt »idealan| & (¢ - c@)| X, | 9,78 | 9,68 | 9,42 | 9,46
Geometriskt @) Xy | 9,92 | 9,75 | 9,55 | 9,56
Aritmetiskt c@) X, (10,47 |10,31 [10,08 |10,10

Tabell V synes visa, att den indirekta metoden ger resul-
tat, som blott obetydligt avvika frdn de direkt beriknade.
Spridningen i de senare resultaten 4r nigot mindre 4n i de
indirekt erhéllna, vilket 4r rédtt naturligt med hinsyn till det
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tidigare ndmnda sakférhallandet betriffande prisen 1933 i
Finland och 1931 i Sverige.

For att kontrollera i vad an de vid den indirekta berik-
ningen anvianda multiplikatorerna 1,06(4) och 0,96(3) &ro
tillforlitliga jamfora vi dem med motsvarande siffror erhallna
genom att betrakta det »ideala» geometriska medeltalets ut-
veckling. Forhallandet mellan det for ar 1933 gillande talet
9,68 och det for 1933/31 erhallna virdet 9,19 4r 1,053, d.v.s.
ca 1 9, mindre 4n talet 1,06(4). Detta tyder pa att den
svenska livsmedelsindexen kan utnyttjas for fortskrivnings-
indamdil, om man tillordnar de erhillna resultaten en osi-
kerhetsmarginal pa ca 1 9. Detta Gverensstimmer vil med
de erfarenheter vi gjort vid den tidigare ndmnda undersok-
ningen betriffande tillférlitligheten och jamférbarheten hos
levnadskostnadsindexerna i Finland och Sverige.?!) Forhéal-
landet mellan de direkt erhdllna paritetsiffrorna f6r dren
1935 och 1933 dr 9,46 : 9,68 = 0,977, d.v.s. det Gverstiger den
av oss anvinda multiplikatorn 0,96(3) med ca 1,5 %,. Aven
denna osédkerhetsprocent 4r av en storleksordning, som med
hansyn tagen till att den finlindska fodaindexen har ett
osikerhetsmoment péd ca 11/, 9,, Overensstimmer med véra
forvantningar.

Mellan de ovan betraktade medeltalen och spridningen
i prisférhallandenas naturliga logaritmer existerar ett intimt
samband, i det att logaritmdifferensen mellan det aritmetiska
och det lika vigda geometriska medeltalet med god appro-
ximation 4r lika med halva kvadraten pa dessa logaritmers
medelkvadratavvikelse frdn logaritmen for det geometriska
medeltalet. ILogaritmdifferensen mellan det geometriska
och det lika vigda harmoniska medeltalet 4r approximativt
lika med samma differens mellan det aritmetiska och geo-
metriska. Summan av dessa differenser ger ett gott uttryck
for kvadraten pa spridningen. %)

1) a.a., Ekon. Samf. Tidskr., Ny s., H. 37.
%) Jfr. a. a.,, Ekon. Samf. Tidskr. Ny s. H. 37, formlerna (1), (2)
och (3).
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P4 grundval av de i tabell V givna medeltalen ha vi berdk-
nat de i tabell VI redovisade spridningstalen.

Tab. V1. Spridningstal {év fodagruppen i naturliga, 3-stalliga

logavitmer.
Jamforelsear ’ 1933/31 < 1933 1935
log Xy — log Xy =~ -2 52 .082 070 075
log X, — log X, ~ & s .080 .059 050
Summa = s i 162 .129 125
Spridning s~ .402 .359 .353

Spridningstalen s ange, att prisforhallandena i tabell T i
medeltal avvika med omkring 40 9, fran indextalet (9,2 4- 0,6)
samt att motsvarande tal p® : p® for dren 1933 och 1935 i
tabell IV ha en medel(kvadrat)avvikelse av ca 35 %,. 1)

Med kdnnedom om dessa spridningstal kan man uppskatta
den inverkan pa resultatet, som de i var jamforelse icke
medtagna varorna skulle utévat om de hade kunnat medta-
gas. Det synes nidmligen rimligt att antaga, att de obekanta
prisforhdllandena inom gruppen »dvriga» 1 medeltal ej avvika
med visentligt mer dn spridningen fran de erhallna paritets-
talen. Ifall vi for gruppen »odvrigay anvidnda medelvikten
1 (™ 4+ @) = 1 (6,3 4 17,6) = 12,0 och antaga, att loga-
ritmen for gruppens paritetsindex t.ex. dverstiger logaritmen
for det ideala geometriska medeltalet ar 1935 (= ‘log 9,46)
med s = 0,35 skulle resultatet forskjutas med 12 - 0,35 = 4,29,
De fa uppgifter, som statt oss till buds betriffande de varor,
som ingé i gruppen »dvrigay, nimligen frukt och bir, rotfruk-
ter, konserver, svagdricka, m.m., tyda pa att denna grupp
faktiskt skulle utéva en ndgot héjande inverkan pa slutre-

1) De naturliga logaritmerna ha egenskapen: log (X + s) = - 7
dar X 4+ $s>X"> '\/X (X 4 s). Med stéd av denna egenskap be-
trakta vi 3-stdlliga naturliga logaritmer som approximativt angi-
vande promilletal och omvant.
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sultatet. Forskjutningen torde dock vara mindre dn de ovan
uppskattade fyra procenten.

En omstdndighet, som dven bor beaktas vid bedémningen
av osdkerheten i vara berdkningar, dr, att de anvédnda vik-
terna hanfora sig till en bestimd levnadsstandard, som icke
dr densamma for vartdera viktsystemet. Genom att begagna
den metod, som dven kom till anvindning vid understknin-
gen Over levnadskostnadsindexernas i Finland och Sverige
tillforlitlighet och jamférbarhet, ndmligen beriknandet av
det med z betecknade talet, vilket utgor ett matt pa tvenne
viktsystems divergens frin varandra, ha vi kommit till
uppfattningen att om vi i stiillet f6r det begagnade viktsys-
temet ¢® skulle anvint de vikter, som héra till den ligsta
vélstandsgruppen (under 5,000: — mks 4rsinkomst per kon-
sumtionsenhet) skulle resultatet sannolikt forskjutits med
(rzs =40,2-0,14-0,35 =) ca -+ 1 9. Ifall vi dter anvint
det viktsystem, som enligt levnadskostnadsundersokningen
ar 1928 tillh6ér den hogsta vilstdndsgruppen, arbetare och
befattningshavare i Finland med &ver 10,000: — marks ars-
inkomst per konsumtionsenhet, skulle resultatet troligen
forskjutits med inemot 4 2 9%,. Om vi sélunda till osdker-
hetsintervallen foga en addend utgérande ett par procent
av medeltalet, synes det troligt, att de forskjutningar i féda-
pariteten, som uppkomma genom att ligga olika hog levnads-
standard till grund f6r berdkningen, till storsta delen skola
hallas innanfér intervallen. I samband med konjunktur-
vixlingarna ske forandringar i den betraktade ekonomikret-
sens levnadsstandard. Dessutom &r att mérka att de vid lev-
nadskostnadsundersdkningarna studerade bokforingsfamil-
jerna endast omfatta en liten del av samtliga hushall, varfor
det 4r skil att taga hinsyn till det osidkerhetsmoment 1 jam-
forelsen, som star i samband med levnadsstandardforindrin-
gar.

Forrdn vi slutligt kunna faststdlla storleksordningen hos
osdkerhetsmomentet i resultaten betriffande fodapariteten,
maste vi bilda oss en uppfattning om tillforlitligheten i de
arsmedelpris, som lagts till grund for jimforelsen. Det fore-
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faller att vara mycket svart att f4 nagot begrepp om huru
stora »iakttagelsefeleny dro. Det dr likvil mojligt att f6r en
del varor jimfora de officiella siffrorna med pris erhéllna
ur de tidigare nimnda hushéllsbudgetundersékningarna
i Finland och Sverige. 1928 ars levnadskostnadsundersok-
ning innehéller for Finlands vidkommande uppgifter om
savil normalhushéllets utgifter f6r de olika varuslagen som
de konsumerade kvantiteterna. Genom att dividera normal-
hushéllets arsutgifter {6r en vara med motsvarande konsu-
merade kvantitet erhalles till resultat ett arsmedelpris, som
viigts 1 enlighet med den konsumerade kvantiteten och sa-
lunda bittre Gverensstimmer med de pris, som betraktas
vid den teoretiska hirledningen av indexformlerna. Dessa érs-
medeltal kunna sedan jimforas med de i Social Tidskrift
ingdende motsvarande priserna. Ko6r Sveriges vidkommande
kan man betriffande en del varor géra en liknande jamforelse
med anvindande av resultat erhallna vid K. Socialstyrelsens
levnadskostnadsundersékningar och de i1 Sociala Meddelanden
publicerade arsmedelprisen. I tabell VII ha vi sammanstallt
det material vi samlat f6r bedémandet av prisférhéllandenas
p® 1 p@ tillforlitlighet.

Tab. VIL. Material for bediommning av prisforhdllandenas

tullforlitlighet.

Finland 1928 | Sverige1932/33| 71 T | T—1r

Varuslag | iaer, Budget] noaa, |Budget| P | PO | Avvic

—p @) ﬁ(—l)— _EZ)T 2(2)7 p@ | ) procent

Mjolk, oskummad 198 | 200 20 20 9,9 | 10,0 | — 1
Smor, mejeri- 8533\| 390y | 2401| 995 | 147| 140 9

»  lands- 3150 222 14,2

Margarin 1941 | 1844 126 | 120 | 15,4 | 15,4 0
Ost 2477 | 2289 161 | 144 | 154 | 15,9 | — 3
Agg, farska, tjog | 2667 | 2309 | 166 | 134 | 16,1 | 17,2 |— 7
Potatis,gammal, 51| 473 | 408 40 40 | 11,8 | 10,2 15
Socker (bit-) 858 | 765 | 47| 42| 18,3 | 18,2 1
Vigt medelfel i prisférhallandena pM) : p®) ca 39,
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Talen p® utgéra medeltal av arsmedelprisen f6r dren
1932 och 1933. Trots det synnerligen bristfilliga materialet
for bedomningen se vi, av tabell VII, att storleksordningen
hos de fel, som vidlada prisférhallandena pM : p® ar ganska
liten. Med hinsyn tagen till att felen icke synas vara syste-
matiskt negativa eller positiva, dr den inverkan de ha pa
medelvirdena relativt ringa, sannolikt mindre 4n 1 9. De
ganska stora diskrepanserna mellan de officiella drsmedel-
prisen och de enligt budgetunderstkningarna erhallna kunna
till storsta delen forklaras av att budgetsiffrorna utgora
medelpris for flere olika kvaliteter och speciellt betriffande
sisongvarorna hushéllens inkép koncentrera sig till den tid
av dret, d4 varorna &ro billigast. Endr samma sak giller
for vartdera landet elimineras dessa diskrepanser till storsta
delen vid bildandet av prisforhallandena p® : @ och
30 5@,

Resultaten betrdffande forhallandet mellan finska markens
och svenska kronans kopkraft gentemot fododmnen.

I det foregéende ha vi berdknat forhédllandet mellan mar-
kens och kronans kopkraft gentemot fédodmnen aren 1933
och 1935. De anvinda viktsystemen, som vi i ridtt stor ut-
strackning varit tvungna att komplettera med uppskatt-
ningar och indirekta berikningar, hinfora sig till ekonomi-
kretsarna arbetare och befattningshavare i Finland resp.
arbetare och ldgre tjinstemin i Sverige. Enir dessa ekono-
mikretsar representera en stor del av befolkningarna i de
bada linderna, ge de erhdllna resultaten tillika en ritt god
bild av huru forhallandet stéller sig mellan kopkraften for
ekonomikretsar, som omfatta samtliga invdnare i Finland
och Sverige.

Genom att utfora savil en direkt prisjamforelse for ar
1933 som en indirekt jamforelse, ddr priserna hinférde sig
till 4r 1933 i Finland och 1931 i Sverige, kunde vi konstatera,
att den indirekta metoden gav resultat, som relativt vil 6ver-
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ensstidinde med de direkt beridknade (jfr. tab V). For dr 1933
gav uet direkt beridknade, s.k. ideala geometriska medeltalet
virdet 9,7. Enligt samma metod utridknades fodapariteten
for ar 1935 och erholls det motsvarande talet 9,5. Kring
dessa medeltal grupperade sig de 6vriga, enligt olika index-
formler erhéllna resultaten tdmligen symmetriskt.

I fortsdttningen gjordes vissa uppskattningar betraffande
storleksordningen hos de olika osidkerhetsmoment, som bora
beaktas vid bedémandet av resultatens tillférlitlighet. De
olika anvinda indexformlerna gavo for aren 1933 och 1935
resultat, som med mindre 4n 7 9, avveko fran de ideala geo-
metriska medeltalen. Men hiinsyn till indexformelvalet skulle
det sadlunda vara motiverat att tillordna resultatet av jam-
forelsen en osikerhet av ca 4- 6 %,.

De i jamforelsen icke representerade varornas sannolika
inverkan pa resultaten uppskattades med tillhjalp av de i
tabell VI angivna spridningstalen till ca 4 4 %, motsva-
rande en forskjutning av indextalen pd omkring (- 0,4).

Genom att underséka i vad méan foérdndringar i levnads-
standarden och ddrmed foljande viktforskjutningar skulle
paverka jamférelsen kommo vi till uppfattningen att detta
osikerhetsmoment utgor ca 4 2 %, d.v.s. kunde dstadkomma
en forskjutning av medeltalen med ungefir (- 0,2).

Slutligen forsokte vi med tillhjilp av ett antal stickprov,
(tabell VII) uppskatta inflytandet av de fel, som helt natur-
ligt alltid méste vidlada arsmedelpris byggande pa ett be-
gransat material. De i tabell VII sparade divergenserna #ro
dven paverkade av kvalitetsolikheterna i de medtagna va-
rorna samt av sittet att bilda arsmedelpris genom medeltals-
bildningar i sdvil tid som rum. Att doma av dessa stick-
prov synes denna felkilla vara den relativt minst betydelse-
fulla. En resultatforskjutning pa ca 4 1 9 torde dock kunna
hirflyta ur prisnoteringarnas bristande tillf6rlitlighet och
jamforbarhet.

Fragan, huru man skall sammanfatta de olika felkdllor-
nas inverkan till ett enda osidkerhetsmoment, 4r dven det ett
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invecklat problem. Genom enkel addition skulle vi erhélla
en sammanlagd osikerhet av

+(64+4+4+2+41) =4-13°/, av medeltalet.

Detta sitt att addera beaktar likvil icke att det dr hogst
osannolikt, att de olika osikerhetsfaktorerna alla skulle verka
isamma riktning. Ifall man betraktar dem ssom av varandra
helt oberoende bora de enligt sannolikhetsteorin adderas sa,
att det totala osikerhetsmomentets kvadrat blir lika med
summan av de enskilda momentens kvadrater. PAi detta
siatt erholle vi, att medeltalens relativa osikerhetsmoment
vore lika med

+4/65 42122112 = 47,49/,

Da det dock finnes en risk for att osikerhetsfaktorerna
icke #dro helt oberoende av varandra kan det vara skil att
uppskatta osikerhetsmomentet till en ndgot stérre procent
in 7,4, 13t oss siga 10 9. For aren 1933 och 1935 {4 vi sdlunda
foljande resultat av var jamforelse mellan finska markens och
svenska kronans kopkraft gentemot fododmnen: Det synes
mycket sannolikt att storsta delen av det studerade begrep-
pets kvantitativa motsvarighet ligger inom intervallerna
(9,7 4+ 1,0) f6r ar 1933 och (9,5 4 0,9) for ar 1935.

Med tillhjdlp av de officiella fédaindexerna i Finland och
Sverige fortskriva vi dessa resultat till dren 1926—36. Resul-
tatet (9,7 + 1,0) tillbakaskrives hirvid till ar 1926 genom
multiplikation med de faktorer, som ange den relativa pris-
utvecklingen for foda i Finland och Sverige, nar ar 1933 tages
till basar, d.v.s. detta drs multiplikator sdttes lika med 1,00.
Faktorerna, som torde ha en osdkerhet pa omkring (-4- 0,02),
har beriknats enligt den redan tidigare utnyttjade formeln:

Multiplikator =

Foda (Finland) Livsmedel (Sverige)
Foéda (Finland, 1933) Livsmedel (Sverige 1933)
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Med hinsyn till dessa tals osikerhetsmoment ha vi okat de
indirekt beriknade paritetstalens osikerhetsmarginal till
11 9,. Talet for 4r 1934 har berdknats medelst interpolation
mellan 1933 ars och 1935 ars resultat. Siffran f6r ar 1936 har
erhallits genom framskrivning av resultatet f6r ar 1935. Mul-
tiplikatorerna fOr aren 1934, 1935 och 1936 Gverstiga med
0,02 de tal, som skulle erhéllas enligt den ovan angivna for-
meln.

I tabell VIIT ha vi jamfort de sdlunda erhédllna paritets-
talen for foda med arsmedeltalen for Finlands Banks avista
forsdljningskurs for svenska kronan.

Tab. VIII. Forhdllandet mellan markens och kronans kopkraft
gentemot fododmmnen drven 1926—36.

A Finland Sverige| ., .. | Foda- | Avista —_— "/f :vw;il:ielse
T oda- i i : kron- 1i1erens ran foda-
Fode [Loenieliietonl paritet | 1o paritet

1926 {1108 | 158 | 0,95 | 9,24+1,0 | 10,64 | 1,4--1,0 | 15413
27 | 1115 | 149 | 1,00 | 9,84+1,1 | 10,66 | 0,94-1,1 9412
28 | 1150 | 153 | 1,02 | 9,9+1,1 | 10,65 | 0,8+1,1 8412
29 | 1124 | 150 | 1,01 | 9,8--1,1 | 10,66 | 0,91 1,1 9+12
30| 971 | 140 | 0,94 | 9,14-1,0 | 10,67 | 1,6+-1,0 | 1813
31| 869 | 129 | 0,91 | 8,8+1,0 | 10.81 | 2,04+1,0 | 23414
32| 897 | 125 | 0,97 | 9,4+1,0 [ 11,95 | 2,641,0 | 28+14
33| 894 | 121 | 1,00 | 9,7+1,0 | 11,84 | 2,14+-1,0 | 22+12
34 | 876 | 122 |(0,99)| 9,6 +1,1 | 11,71 | 2,14-1,1 | 22413
35| 911 | 128 [(0,98)| 9,5+0,9 | 11,71 | 2,2+0,9 | 23412
36 | 902 | 133 |(0,94)| 9,1--1,0 | 11,71 | 2,6 4+1,0 | 29-+14

Fodaindexen for Finland, vars bas 4r forra halvaret 1914,
ingdr som gruppindex i den av Byran for social forskning be-
riknade levnadskostnadsindexen. TIivsmedelsindexen for
Sverige beriknas av K. Socialstyrelsen kvartalsvis. Arsme-
deltalen ha utridknats av oss. Juli 1914 utgdr bastidpunkt.
Ar 1931 omlades indexberikningen, bl.a. utékades varufor-
teckningen Over livsmedel med frukter och gronsaker samt
pilsner, svagdricka och tobak, vilka varor ej ingd i den fin-
lindska fodaindexen. Fran och med 1932 publiceras den nya
indexen med 4r 1931 som bas. Tillika anvindes densamma
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for fortskrivaning av den dldre serien med 1914 som basir. 1)
Av tabell VIII framgér, att fododmneskostnaderna i
Sverige omrdknade i finska mark med ca (9 - 12) 9%, 6verstego
motsvarande kostnader i Finland &ren 1927—29. Ar 1936
var motsvarande procent (29 - 14). Enligt vara beriknin-
gar kan man salunda icke med ndgon storre sikerhet pasta,
att livsmedlen i Sverige fore 4r 1930 voro dyrare 4n i Finland.
Daremot synes det vara stillt utom allt tvivel, att det med
hénsyn tagen endast till livsmedelskostnaderna fér ndrva-
rande 4ar visentligt dyrare att leva i Sverige 4n i Finland.

Uppskattning av forhdllandet mellan levnadskostnaderna
i Finland och Sverige.

For de till hushallsbudgetens Ovriga huvudgrupper ho-
rande varorna dr det svarare att fi jamfGibara prisuppgif-
ter f6r Sverige och Finland. I tabell IX ha vi sammanstillt
det material for ar 1935, som stdtt oss till buds betriffande
varugrupperna tobak, bostad, brdnsle och lyse, beklidnad,
skodon och hygien.

I tabellen ha de av oss uppskattade eller beriknade siff-
rorna satts inom parentes ( ). For de inom klammer [ | satta
talen ha vi att tacka 6veraktuarien vid Byrdn for social forsk-
ning, Helsingfors, fil. mag. Maija Tudeer. IHennes siffror
for Finland bygga pa prisuppgifter fran Helsingfors, vilka
med undantag av kol- och koksprisen insamlats for berdk-
ningen av Finlands Banks konsumtionsprisindex.

De icke inom parentes satta vikterna ¢® dro hamtade
fran tab. 12, sid 35*, Sociala specialundersokningar 14 och
¢® fran tab. D i Sociala Meddelanden, 1934, sid. 796. De
icke uppskattade prisen inom gruppen brinsle och lyse idro
hdmtade ur Soc. Tidskr. resp. Soc. Medd. Hyrespriset for
Finland utgor ett vdgt medeltal av ménadshyrorna for tva
rum och kok sévil.med som utan centralvdrme. De forra

1) En beskrivning pa indexen ingar i Soc. Medd., 1932, nr, 4, sid.
318 ff.
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Tab. IX. Markens och krvonans kipkraft gentemot konsum-
tionsvaror 1935.

Finland| Sverige] Penni Ore 0/
p® 00(1)
Varuslag  |Enhet| 1928 [1932/33| 1935 | 1935 »® Elog—ﬁ—w-
c® | @ | p@) | p@ 10p@)
Féda 44,7 | 35,3
Tobak 2,0 | (1,2)
Twenty Gold/ !
Stambul 20st.| 2,0 | (1,2)| (500) (135) 3,70 | —995
Bostad 14,0 | 13,3
Hyra,
H:fors/St:holm| méan. | 14,0 | 15,3 |[77956][(10322)[ 7,55 | —281
Brinsle och lyse 3,9 3,9
Elektricitet kwt | (0,6)| (0,8) 325 35| 9,29 — 74
Gas m? | (0,1)| (0,2)] 160 17| 9,41 — 61
Petrolenm 1 (0,1)| (0,1) 164 20| 8,20 —198
Bjorkved md | (1,5)| (1,0)] 5195| 945| 5,50 | —598
Barrved m? (1,3)| (1,3)| 4125 730| 5,656 | —571
Stenkol,
antracit | hl | (0,0)| (0,1)| [5500]] 613| 8,97 | —109
» hushalls-| » | (0,1)| (0,1)| [3000] 291 |10,31 31
Koks,
20—40 mm. (100 kg (0,1)| (0,2) [6000] 452 113,27 283
» 40-80 » » | (0,1)| (0,1)| [6000] 436|13,76 319
Beklddnad 8,3 9,8
Herrkostym,
konfektion| st | (4,2)| (4,6)|[77193] [8686] 8,89 | —118
Herrskjorta » | (L6)| (1,9)] [7477]] [542]/13,79 321
Strumpor,
herr-, ylle| par | (1,2)| (1,5)| [2600] [194]/13,40 293
»dam-, konsts.| » | (1,3)| (1.8)| [3473]| [355] 9,78 — 22
Skodon 3,6 3,0
Herrskod., box| par | (1,6)| (1,3)[[14796] [1534] 9,66 | — 35
Galoscher » | (0,8)| (0,5)| [4500) [366]12,20| 206
Skoreparation | gg | (1,2)| (1,2)| [3377] [583] 5,79 | —547
Hygien 2,0)| (2,0)
Simbad,
H:fors/St:holm| gg | (1,0)| (1,0)| (900) (100) 9,00 | —105
Barberare,
H:fors/Sttholm| » | (1,0)| (1,0)] (900) (175)| 5,14 | —666
Ovriga (21,5)|(31,5)
[100,0 [100,0
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representeras av 225 och de senare av 123 bostdder. Mot-
svarande hyrespris for Stockholm ha vi berdknat med stod
av arsmedelhyror for tvd rum och kék med och utan cen-
tralviarme, vilka anges i en opublicerad undersdkning verk-
stdlld av dr Sten Wahlund vid Stockholms stads statistiska
kontor. Prisuppgifterna f6r tobak och hygien utgéra resul-
tat av privatstatistiska iakttagelser gjorda vid vistelser i
Helsingfors och Stockholm.

Resultaten av rikningarna ha vi sammanstéllt i tabell
X. Medeltalen f6r féda dro desamma som ingé i tabell V (di-
rekt berdknade). D4 endast ett prisférhéllande f6r gruppen
tobak medtagits vid jamforelsen 4ro alla fem medeltalen
for denna grupp lika. Detsamma giller for gruppen bostad.

Tab. X. Forhdllandet mellan levnadskostnaderna 1 Finland
och Sverige dr 1935.

- _ |Bransle| Be-~ 4 - !
Medeltal Vigning  [Foda| | sted| och |Kid- | Sea| b | ha
lyse nad

Harmoniskt 1) 9,09| 3,70 7,55 6,34 | 10,23 8,20| 6,54] 8,28
Geometriskt @) 9,37| 3,70 7,55 7,07 | 10,49 8,19 6,80, 8,61

Geometriskt ‘
ideala 3 (D c@) | 948 3,70 755/ 681 | 1045 839 6,80 8,68
Geometriskt M 9,56/ 3,70 7,55 6,56 | 10,41| 8,59/ 6,80 8,75
Aritmetiskt 2 10,10| 3,70 7,55‘ 7,42 | 10,69 8,55/ 7,07| 9,31
o) 44,7 | 2,0 [14,0 | 3,9 | 83| 3,6 |20 785

Gruppvikt

(2) 35,3 |(1,2)[13,3 | 3,9 9,8 | 3,0 [(2,0)| 68,5

Pa grundval av variationerna i resultatet vid anvindande
av de olika medeltalsformlerna skulle vi for férhallandet
mellan levnadskostnaderna i Finland och Sverige ar 1935
erhélla intervallen (8,7 4- 0,6). Den metodtekniska osdker-
hetsmarginalen vore sdlunda av storleksordningen 4- 7 9.

¥or bedomning av det totala osdkerhetsmomentet i vara
berdkningar begagna vi samma metod som vid den tidigare
uppskattningen betriffande fodagruppen. Vi skola forst
bedoma det inflytande de i jimforelsen icke representerade
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varorna kunna forvintas utéva. Gruppen »dvriga» omfat-
tar utgifterna for inventarier, bildning, sjukvard, person-
liga tjadnster, skatter, forenings- och forsidkringsavgifter,
m.m. Kor en stor del av dessa utgiftskategorier dr det omoj-
ligt att angiva ekvivalenta varuenheter f6r de bada linderna.
I gruppen ingdr en méingd sddana varor, vilka allmant erkédn-
nas vara viasentligt dyrare i Sverige 4n 1 Finland, frimst per-
sonliga tjanster, ndjen och resor. Gruppen torde ddrfér sna-
rast utdva ett sdnkande inflytande pa slutresultatet. For
uppskattningen av dess inverkan pa jamforelsens osdkerhet
antaga vi, att specialindexen f6r »6vriga» ligger inom inter-
vallen (8,7 4 s), dir s utgor ett matt pa gruppindextalens
spridning fran det ideala geometriska medeltalet. P4 grund-
val av de i tabell X angivna, med 1/, (¢¥ 4 ¢®) vigda me-
deltalen erhéalles s = 1,5. Om vi t.ex. antaga, att indextalet
for gruppen »ovriga» vore 8,7 — 1,5 = 7,2 och att detta tal
vid sammanvigningen med de 6vriga gruppindexerna skall
erhilla medelvikten 1/, (¢ 4 @) =1/, (21,56 + 31,5) = 26,5
skulle detta sdnka slutresultatet 8,7 med 0,4(3), d.v.s.
med ungefar 5 9%. Gruppen »6vriga» torde sdlunda vid var
jamforelse kunna astadkomma en resultatforskjutning pa
ca + 5 9%,.

F6r uppskattning av en levnadsstandardforskjutnings
inverkan pa resultaten skola vi berikna de indextal man
erhaller genom att begagna viktsystem hidnférande sig till
olika vialstdndsgrupper i Finland enligt 1928 4rs levnadskost-
nadsundersékning (tab. 12, sid. 85*, Sociala specialunder-
sOkningar 14). Berdkningen utfores sdlunda, att de olika
gruppernas ideala geometriska medeltal sammanvigas loga-
ritmiskt med begagnande av de i tabell XI angivna viktsys-
temen. Vikten for hygien utgor hirvid summan av utgifts-
procenterna for bad, barberare och tvitt, renhdllning m.m.
De tre sista raderna i tabellen innehélla resultaten enligt de
olika viktsystemen. X’ bygger hirvid pd hypotesen att in-
dextalet for gruppen »dvrigay dr 7,2. Den mellersta raden
anger de medeltal X, som erhéllas d& gruppen »6vrigar icke
beaktas vid jamférelsen. Den sista radens siffror ha slut-

3
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ligen erhillits genom antagandet att »&vrigar:s indextal vore
10,2.

Tab. XI1. Inflytandest av fordndrvingar © levnadsstandardens
hojd pa forhdllandet mellan levnadskostinaderna o
Finland och Sverige dr 1935.

X Arbetare och befattningshavare | qjgnste-
. Gruppindex |"[igift per konsumtions- man
Utgiftsgrupp ) enhet Fmk Samt-
der 5000—|7500— | &v li :
X, |log X, 5606|7500 | 10000 | 10000| - [Samtiisa
Féda 9,46/ — 56 | 54,4| 46,5/ 40,0| 32,1| 44,7| 26,7
Tobak 3,70—995 | 2,2/ 2,0 2,0/ 1,7l 20/ 09
Bostad 7,55 —281 | 13,0| 14,3| 14,2| 13,4| 14,0/ 14,9
Brinsle och lyse 6,81|—384 3,9 4,0, 3,6/ 3,3| 3,9 3,5
Bekladnad 10,45| 46| 7,1| 8,4 87| 93| 83| 93
Skodon 8,39|—176 | 3,9 3,7| 3,5 2.8 3,6/ 25
Hygien 6,80 —386 | 1,9/ 2,0/ 21| 21| 20/ 19
|
Ovriga [ 7.2 ‘|—3291 13,6/ 19,1 25,9 35,3| 21.5| 40,3
10,2 20| |
ViktSUMMAa ....ieecesvasenesinsens 100,0/100,0/100,0{100,0{100,0| 100,0
e s '8,52| 8,40| 8,26 8,11| 8,35| 8,02
Resultat: { X .ovevevevnesinenes 8,71| 8,67| 8,65| 8,65| 8,70/ 8,65
. X e 8,94/ 8,98 9,04/ 9,17| 9,00, 9,24

Resultaten i tabell XI aro rdtt mérkliga. Ifall gruppen
»ovrigan icke medtages dr stabiliteten mycket god. Alla
viktsystemen skulle avkortat till tvd siffror ge resultatet
8,7. Med stigande levnadsstandard o©kar osdkerheten i
jamicrelsen pa grund av de icke medtagna varugruppernas
(kulturutgifternas) vixande andel i totalutgiften. Detta
osdkerhetsmoment ha vi redan tidigare beaktat i samband
med diskussionen om gruppen »Gvrigas:s inverkan pa resul-
tatet, i det vi genom att anvinda medelvikten 26,5 for
»ovrigay, vilken motsvarar en ritt hog levnadsstandard, er-
hollo osdkerhetsmarginalen 4+ 5 %,. Det synes darfor icke
vara nédvindigt att cka den totala osikerheten med nigot
moment hirflytande ur variationer i levnadsstandarden.
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Aterstar att uppskatta tillforlitligheten hos de erhallna
gruppindextalen och det bidrag till osdkerheten i slutresul-
tatet, som hidrror ur deras osikerhetsmoment.

Fodagruppen har viidet foregiende ritt ingdende behand-
lat. Vi erhdllo ett totalt osikerhetsmoment av storleksord-
ningen -+ 10 %, Den del av detta moment (4 6 9,), som
hirror ur de metodtekniska svarigheterna har redan beaktats
vid sammanvégningen av grupperna till en totalindex. Det
aterstdende osdkerhetsmomentet utgdr ca

T/ 2+2+ 12~ £ 5 9%,

For de ovriga grupperna dr det svérare att berdkna stor-
leksordningen hos indextalens osidkerhet. De foljande upp-
skattningarna 4ro ndrmast att uppfatta som ett forsok att
kvantitativt uttrycka den grad av misstro vi hysa mot de av
oss angivna siffrorna.

Prisforhédllandet f6r tobak anse vi ligga mellan 4,5 och
3,0. Motsvarande osidkerhetsmarginal utgoér ca 4+ 20 %,.

Prisférhédllandet 7,6 f6r gruppen bostad torde med ett
par procents noggrannhet ange férhallandet mellan hyres-
nivan i Helsingfors och Stockholm. Enidr dock hyrorna
variera kraftigt pa olika orter i Finland och Sverige dr det
tamligen stor risk f6r att denna siffra rdtt mycket avviker
fradn det resultat man skulle erhélla, ifall man dgde fullstén-
dig kdnnedom om hyresnivaernas relativa stallning. Vi for-
moda dock att en siddan jamforelse skulle ge resultat tillho-
rande intervallen (7,6 4- 1,0). Bostadsgruppens osdkerhets-
moment uppskatta vi salunda till ca 4 13 %,.

Gruppen brinsle och lyse dr rdtt vil representerad i var
jamforelse. Vi uppskatta diarfor dess osdkerhetsmarginal
till ca 5 9.

Prisjamforelsen for beklidnadsgruppen maste anses som
ritt otillforlitlig. Kvalitetsolikheter hos varorna torde i
denna grupp vara storre dn i de ovriga. Dessutom ingd blott
ett fatal varor i jamforelsen. Vi uppskatta gruppens osiker-
hetsmarginal till 4 15 9.
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Siffrorna fér skodon betrakta vi som nagot tillforlitligare
an for den forra gruppen och tillordna desamma dirfor en
osdkerhetsmarginal pa - 10 9%,

Till hygiengruppen ha vi vid viktbestimningen hanfort
forutom bad och barberare dven tvitt och renhéllning m.m.
Det bristfilliga materialet tilliter oss att tillordna siffrorna
en osdkerhetsmarginal pa + 25 9.

Vi antaga, att de enskilda gruppindextalens osikerhets-
moment 4ro oberoende av varandra, ett antagande, som i
detta fall torde vara berittigat. For sammanvigningen av
osdkerhetsmomenten kunna vi under denna forutsidttning
begagna den tidigare utnyttjade satsen for addition av obe-
roende variablers spridningsmoment. P4 detta sdtt erhal-
les ett sammanlagt osdkerhetsmoment av storleksordningen

1 -
m\/(f) - 40,0)% 4+ (20- 1,6)2 4-(13 - 13,72+ (5- 3,9)2

+(15-9,02+(10-3,3)2+(25- 2,02 ~£4,5%,.

+

I det foregdende ha vi uppskattat gruppen »dvrigan:s san-
nolika inflytande till 4- 5 9%, samt den metodtekniska osiker-
hetsmarginalen till 4 7 9,. Addera vi alla dessa moment
enligt regeln for addition av oberoende variablers moment
erhélla vi ett sammanlagt osikerhetsmoment i slutresultatet
pé ca

+4/4,52 52172 ~ £ 10,

Det torde dock kunna ifragasdttas, huruvida det kvadra-
tiska additionsforfarandet dr tillimpligt i detta fall. Genom
enkel addition erhalles ett resultat pid ca 4 16 9%, Enligt
var uppfattning triffar den férra uppskattningen dock nér-
mare den riktiga storleksordningen.

Den storsta osidkerhetsfaktorn i var jamforelse utgor
den metodtekniska. Ifall man kunde enas om, att enbart
indexformler av den geometriska typen och tvabasiska
formler av samma typ som Fischer’s ideala indexformel, kunna
komma ifrdga som metodtekniska l6sningar pa indexproble-
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met, skulle detta osikerhetsmoment minska visentligt.
I vart fall skulle detsamma salunda utgora endast ca 41 %,
av medeltalet.

Med tillgang till ett fullstindigare prismaterial skulle det
osdkerhetsmoment, som beror pa att de medtagna varorna
representera endast en del av totalkonsumtionen, kunna
minskas betydligt. Den osdkerhetsfaktor, som harror ur varia-
tioner i levnadsstandardens hojd, och dirmed foljande vikt-
forskjutningar, kan icke reduceras pd annat sitt dn genom
ett noggrannt avgriansande av de bigge enonomikretsarna
i avseende 4 den levnadsstandard som betraktas. I vart
fall bestimmes denna osidkerhetsfaktor huvudsakligast av
skillnaden mellan gruppen »dvrigas:s indextal och medeltalet
for de i jamforelsen representerade varornas prisférhéallanden.
(Jfr. tab. XT))

Det osikerhetsmoment, som hirflyter ur svarigheten
att finna ekvivalenta varor, torde vara av mindre betydelse
med undantag for grupperna beklddnad och bostad. De
medeltalsbildningar av olika orters pris, som foretages vid ut-
riaknandet av drsmedelprisen for ett helt land synas dven ge
tilliorlitliga resultat. Bestimningen av hyresnivadn, vilken
varierar kraftigt pd olika orter, stoter dock pa speciella
svarigheter. 1)

I enlighet med den ovan forda diskussionen betraffande
osidkerheten i resultatet av var jamfOrelse mellan levnads-
kostnaderna i Finland och Sverige ar 1935 synes det vara
fornuftigt att tillordna slutresultatet 8,7 en osikerhetsmargi-
nal pa ca + 10 9,. Den kvantitativa motsvarigheten till det
studerade begreppet utgores salunda enligt vara berdk-
ningar av intervallen (8,7 - 0,9).

Med tillhjalp av de officiella levnadskostnadsindexerna
i Finland och Sverige fortskriva vi resultatet till dren 1926—
36. I tabell XII ha vi jamfort de sélunda erhallna siffrorna
med arsmedeltalen for Finlands Banks avista forsiljnings-
kurs for svenska kronan.

) R. Guye: A further contribution to the international compa-
rison of rents, International labour review, 1936.

157



38 FORHALIANDET MELLAN FMKS OCH SV. KR. KOPKTAFT

Tab. XI1. Forhdllandet mellan levnadskosinaderna 1+ Finland
och Sverige drem 1926—36.

. skosi- . 2 .
; ;‘;ﬂ's‘fn('i‘e,'ﬁ Mulli-| pgaritets- |Avista| % avvi- % avvi-
Ap (BT ER pli- Iron-| Differens | kelse fran | kelse fran
Fin- Sjve- kator | kurs X | jeurs paritet kronkurs
land | rige

1926 | 1183| 172 | 1,08 |9,4+1,0(10,64/1,24+1,0| 13+12 | 12+ 10
2711207| 171 | 1,10 | 9,6 +-1,1{10,66/ 1,1 +1,1| 11412 | 10410
281238 172 |1,12]9,74-1,1{10,65 1,0 +1,1| 1012 | 9-+10
29 | 1225/ 170 | 1,13 |9,841,1(10,66/0,9+1,1| 1012 | 8+10

30| 1129| 165 | 1,07 [9,3+1,0 10,67'1,4il,O 15413 | 13410

31|1039| 159 | 1,02 (8,941,0(10,81/1,94+1,0| 21 4+13 | 184 9

32 | 1025| 156 | 1,03 [9,0--1,0(11,95/3,04+1,0| 33+15 | 25+

33| 1001| 153 | 1,02 (8,94-1,0(11,84/2,9+1,0| 33415 | 25+

34| 983 154 | 1,00 8,7;|:1,0F11,71 3,04+1,0| 35415 | 26+
35| 997 156 | 1,00 8,7i0,9}11,71 3,04+0,9 35414 | 26+
36| 998| 158 | 0,99 | 8,6+ 0,9 11,71 3,110,9| 36:|;15| 27 -

o =1 00 oo o

Multiplikatorerna ha utrdknats enligt samma metod som
vid fortskrivningen av paritetssiffrorna f{6r fédagruppen.
De torde ha en osdkerhetsmarginal pad - 0,03. Med hinsyn
hirtill har osikerheten i de fortskrivna siffrorna okats med
+ 19%.

Av tabell XTI framgdr, att man ej med full sikerhet kan
pésté, att finska marken betraktad ur konsumentsynpunkt
var undervdrderad i forhdllande till svenska kronan fore
ar 1930, ehuru det forefaller sannolikt. Diremot torde man
med bestdmdhet kunna siga, att for ndrvarande férefinnes
en betydande undervirdering. Ar 1936 voro sdlunda enligt
véra berdkningar levnadskostnaderna i Finland (27 4 8) 9%,
lagre 4n motsvarande kostnader i Sverige. Sett ur motsatt
synvinkel voro dessa kostnader (36 4+ 15) 9, dyrare i Sverige
4n 1 Finland.

Inom den osidkerhetsintervall vi erhallit {6r vara slutliga
siffror Gver forhallandet mellan levnadskostnaderna i Fin-
land och Sverige torde med mycket stor sannolikhet de resul-
tat falla, som man skulle erhalla, ifall man hade tillgdng till
ett i alla avseenden tillfredsstdllande prismaterial och full-
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stdndig kdnnedom om konsumtionens sammansittning och
utgifternas fordelning.

For belysande av de erhéllna resultaten ha vi dven for-
sokt utnyttja Engels lag for beriknande av forhallandet
mellan levnadskostnaderna. Genom att undersoka vilka
utgifter per konsumtionsenhet i Sverige och Finland, som
motsvara varandra i det avseende, att utgiftsprocenterna
for foda dro lika stora i de bada linderna, erhéllo vi ett resul-
tat, som fortskrivet till ar 1935 skulle givit en paritetskurs
péd 1 kr == ca 10 Fmk. Denna kurs &verstiger med nagot mer
an 1 Fmk det enligt var asikt betydligt tillférlitligare resul-
tatet (8,7 + 0,9). Det relativt hoga virdet forklaras av att
fodapariteten med ca 10 9, overstiger motsvarande paritet
for levnadskostnaderna. (Jfr. tab. X). Pa grund av de rela-
tivt billiga fédodmnena i Sverige 4r det ndmligen naturligt,
att vid lika hog levnadsstandard i de bada linderna utgifts-
procenten for féda 4r mindre i Sverige 4n i Finland. Ifall
vi antaga, att denna faktor skulle dstadkomma en minskning
av utgiftsprocenten for foda i Sverige fran t.ex. 38 till 35,
skulle Engels lag ge en paritetskurs pd 1 kr = ca 9 Fmk.
Resultatet enligt denna lag synes sdlunda vil forenligt med
det tidigare erhallna. Intressant vore att, di den utlovade
utforligare redogorelsen for de senaste levnadskostnadsun-
dersokningarna i Sverige blir publicerad, noggrannare under-
soka i vad mén man kan utnyttja viktforskjutningsfenomenet
for berdkning av forhallandet mellan levnadskostnaderna i
Finland och Sverige.
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Sasongfluktuationerna i Finlands Banks
sedel- och myntcirkulation aren
1870—1937.

Av fil. dr LEo TORNQVIST.

Sidsongfluktuationerna 1 det ekonomiska livet ha icke
tilldragit sig nagon storre uppmirksamhet i den inhemska
litteraturen. FEtt glddjande undantag bildar en undersok-
ning av dr F. Burjam »Om sisongfluktuationerna inom bank-
verksamheten i Finland», som publicerats i Ekonomiska Sam-
fundets Tidskrift, ny serie, H. 23, 1932. Den metod han
begagnat vid undersékningen 4r den enklast méjliga, ndm-
ligen berikning av aritmetiska medeltal av de olika ména-
dernas siffror for perioderna 1874—1883, 1904—1913 och
1924—1929. Néagon trendjustering gér han icke. Hans upp-
sats innehdller en hel del virdefulla synpunkter p4d de om-
stindigheter, som kunna tinkas forklara de iakttagna for-
skjutningarna i sdsongfluktuationerna under den betrak-
tade perioden.

I det foljande skola vi redogéra for en undersokning )
av sisongfluktuationerna i sedel- och myntcirkulationen i
Finland. Den utgor en del av en storre undersokning av den

1) Vid de ratt vidlyftiga rakningarna har jag assisterats av min
hustru och min broder Gésta. Ett antal normalsdsongindexar ha
berdknats som Svningsuppgifter i en av forfattaren ledd kurs i sta-
tistik vid Abo Akademis statsvetenskapliga fakultet. Till mina med-
hjilpare och till Finlands Bank, som bekostat undersckningen och
stallt material till forfogande, ber jag att fa framféra mitt varma
tack. Ett sarskilt tack ar jag skyldig min hustru, som hjilpt mig
med renskrivningen och ritandet av diagrammen.
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2 SASONGFLUKTUATIONERNA I SEDEL- OCH MYNTCIRKULATIONEN

uteldpande sedelmingdens variationer och det samband,
som existerar mellan sedelomlopp och andra ekonomiska
tidsserier.

M aterialet for undersokningen.

Utgangsmaterialet f6r sisongindexberdkningarna har ut-
gjorts av de i bihanget, tab. IX,1 och IX,2, angivna talen 6ver
Finlands Banks utelépande sedlar och bronsmynt vid utgén-
gen av de olika ménaderna aren 1870—1937. Bronsmynten
ha medtagits fran och med december 1929, da de i storre
mingd begynte utsldppas i rorelsen ersidttande 5, 10 och 20
mks sedlarna. Siffrorna ha himtats ur Finlands Banks
bokforing. Aven sedlar av idldre modell, vilka sannolikt
upphort att cirkulera, ha medtagits. Néagra korrektioner
for de ur cirkulationen forsvunna sedlarna och mynten ha
salunda icke gjorts, men detta torde blott i ringa mén pa-
verka sisongindexarna. De absoluta talen dro dock pé grund
av denna omstandighet nigot f6r stora. Endast de emitterade
sedlarna ha medtagits, icke hela den begagnade sedelutgiv-
ningsritten. Postremissvixlarna ha t. ex. icke medriknats.
Under 1870-talet emitterade #ven Foreningsbanken i Fin-
land sedlar. Dessa nidde ett maximum i nov. 1882 pa
I.42 milj. mk (3°/, av Finlands Banks sedlar, som dé ut-
gjorde 45.2 milj. mk). Utgéngssiffrorna fa siledes icke upp-
fattas sdsom angivande hela beloppet betalningsmedel, som
cirkulerat i landet. Blott i den mén de av Finlands Bank
utgivna sedlarna och bronsmynten kunna antagas ha ut-
vecklat sig proportionellt med kvantiteten cirkulerande
betalningsmedel i vidstricktare bemdirkelse, ge de en rik-
tig bild av de relativa forindringarna i betalningsmedlens
kvantitet. Finlands Banks vid anfordran betalbara for-
bindelser kunde man med fog uppfatta sasom utel6pande
betalningsmedel, endr de torde gora samma tjdnst som en
lika stor summa sedlar. Mojligen ha de en ndgot mindre
omloppshastighet.

Det hade varit 6nskvirt, att undersékningen skulle kunnat
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baseras pa summan av sedlar och hart mynt. Nagon visent-
lig skillnad synes nidmligen icke férefinnas mellan det harda
myntet och sedlarna i avseende & deras ekonomiska verk-
ningar; de torde, utan att detta mirkbart skulle fordndra
betalningsstrommarnas storlek, kunna ersitta varandra.
Utbytandet av 5, 10 och 20 mks sedlarna mot bronsmynt,
vilket dgde rum &aren 1929-—1937, minskar visentligt jam-
forbarheten mellan siffrorna for den utelépande sedelméang-
den fore och under denna period. Med hinsyn hirtill ha vi
ansett det vara skil att addera bronsmynten till de utelépande
sedlarna. I brist pa statistiska uppgifter ha vi icke kunnat
berdkna summan av de utelépande sedlarna och mynten
vid utgdngen av varje ménad under hela den betraktade
perioden. For att mojliggora ett bedomande av, 1 vad méan
ett medtagande av mynten skulle férdndra den bild av kon-
junktur- och sdsongrorelserna, som enbart de utelopande
sedlarna giva, ha vi i tabell 1 sammanstillt en del siffror,
som belysa myntens och sedlarnas relativa betydelse vid
utgéngen av dren 1872, 1874, ..., 1928—1937. De siff-
ror vi medtagit hanfora sig i regel till &r, for vilka Arsskiftet
ligger ndra ett maximi- eller minimivirde for sedelcirkula-
tionen. De artal, f6r vilka detta giller, ha tryckts med fet
stil. Siffrorna for dren 1872—1898 ha himtats ur Finlands
Banks drsberittelser. I dessa angivas siffror for de utelo-
pande silver- och kopparmynten blott for perioden 1872—
18go. Siffrorna for perioden 19gor—1913 4ro hdmtade ur
Statistisk Arsbok for Finland. Siffrorna for dren 1g21—1936
ha tagits ur Finlands Banks arsbocker, med undantag av
siffrorna for 5 och 10 pennis kopparmynten, och talen for ar
1937, for vilka jag har att tacka Finlands Banks statistiska
avdelning, som valvilligt stillt till mitt forfogande siffror
over de utelopande myntens och sedlarnas sammansittning
vid utgingen av varje kvartal aren 1926—1934 och vid ut-
gangen av varje manad aren 1935—I937. Dessa siffror skola
vi senare analysera. Vi omndmna dock redan nu ett av resul-
taten, ndmligen att mynten visa en betydligt mindre och fran
sedlarnas sdsongrorelser rdtt mycket avvikande sdsong-
missig variation.
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Tabell 1. Finlands Banks utelipande sedlar och mynt den 3/, dren
1872—1937 1 mil]. mark.
I |ofm || v | vi | v |vim|ix| X
Ar Sedlar Guld Silver | Koppar | =141 |=II[4-IV4V]| Mynt I 1V| VIL: I |VII : VI AI
18721 49,831 o 6,221 0,48 49,83 56,53 6,70 6,70| 0,135/ 0,119(18%2
1874 73,45 o 7,14 0,58 73,45 81,17 7,72 7,72| 0,105| 0,005 (1874
1879 36,099/ 2,72| 597 060 39,71| 4634 | 935 | 6,63 0,253 0,143/187
1880 48,611 3,02| 6,52 0,69 51,63 58,84 | 10,23 7,21| 0,210 0,123 |188
1883 47,15 4,80 6,69/ 0,76 52,04 59,49 | 12,34 7,45| 0,262| 0,125|1883
1886 30,97 4,55| 6,47 0,80 44,52 51,79 | 11,82 7,27| 0,296| 0,140 |1886
1889 55,31 4.,44| 7,21 0,09 59,75 67,86 | 12,55 8,11 0,227 0,120 |1889
1893 44,441 7.38 51,82 189,
1898 76,82 7,48 . : 84,30 . " : : . |189
1901 o62,36! 8,709 813 1,44 71,15 80,72 | 18,36 9,57| 0,294| 0,119 (1901
1904 72,50, 15,29{ g,00 1,57 87,79 98,36 | 25,86 | 19,57 0,357 0,107 {1904
1907| 05,03 14,85 11,060 1,86 109,88| 122,80 | 27,77 | 12,92| 0,292| 0,105(1907
1908, 85,00 14,87 10,87| 1.92| 100,86| 113,65 | 27,66 | 12,79| 0,322 0,113 (1908
1911 115,261 19,48] 11,44 =2.13| 134,74| 148,31 | 33,05 | 13,57 0,287 0,001 1911
1913| 113,00 32,98| 12,060 2,31| 145,98| 160,35 | 47,35 | 14,37 0,419 0,000 |1913
19211356, 11 Guld och silver- | Koppar | Sedlar Sedlar och Mynt- Nickel [ prynt [smamyn|I92T
1922 1420,92 miynt. cirkulera' o OIOOC]:] bmr?::\ym mynt Clr:i(:;ﬂ- D‘f:ru')(;g; Sedlar Sm 192
1924{1240,95| Brows | Niekel | IV [ V=TT |10 IV £ VIFIETV[ I TV VI T [ VI VI 192
1928/1513,21| o 309,56] 6,18{1513,21| 1558,95 | 45,74 | 45,74| 0,030 0,020 11928
1920|1360,63| 4,74| 40,48 6,33/ 1365,37| 1412,18 | 51,55 | 46,81 0,038] 0,033 |1929
1930{1279,35{ 5,78 41,34| 6,43|1285,13| 1332,90 [ 53,55 | 47,77| 0,042 0,036[1930
1031{1292,91| 10,02 40,02 6,46/ 1302,93| 1349,41 | 56,50 | 46,48 0,044| 0,034|1931
193ﬁ1085,26 42,01| 39,62 6,43| 1127,27| 17173,32 | 88,06 | 46,05 0,082 0,039(1932
193311183,64| 53,60 41,25 6,52 1237,24| 1285,01 | 101,37 | 47,77 0,086] 0,037 (1933
1934{r277,38) 63,80 44,27 6,77\ 1343,27| 1392,3T [ 114,93 | 51,04 0,090 0,037 (1934
1935(1380,68 69,12| 47,56 7,00 1449,80| 1504,36 | 123,68 | 54,56 0,090 0,036 (1935
1936{1630,12| 77,52| 51,66 7,30/ 1707,64| 1766,60 | 136,48 | 58,06 0,084 0,033 [1930)
1937|2051,84| 99,69| 59,05 7,73|2151,53| 2218,31 | 168,47 | 66,78] 0,082| 0,030 lQﬂ

under hogkonjunkturar.

Sdsom av de relativa talen i de tva sista kolumnerna av
tabell 1 framgar, var det hirda myntets betydelse visentligt
storre under 1880-talet dn efter inflationen 1g15—1920. Man
observerar vidare, att kvoten mellan virdet av de utelépande
mynten och sedlarna var storre under lagkonjunktur- an

Guldmyntens och kopparmyntens

variationer std icke i ndgot mirkbart samband med de kon-

junkturmissiga fluktuationerna.
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SASONGFLUKTUATIONERNA I SEDEL- OCH MVNTCIRKULATIONEN 5

mera nickelmynten visa ddaremot tydliga konjunktursving-
ningar. Summan av sedlarna och mynten har en relativt
mindre konjunktursvingningsamplitud 4dn enbart sed-
larna.

Emedan de sidsongméissiga variationerna i de utelopande
mynten att doma av var undersékning f6r perioden 1926—
1937 dro relativt smé, torde man kunna antaga, att summan
av sedlarna och mynten har en nigot mindre amplitud i
sdsongvariationerna 4n enbart sedlarna. Fore ar 1913 skulle
myntets ddmpande inflytande ha varit visentligt storre dn
efter 4r 1g20. De relativt sma belopp nickel- och koppar-
mynt, som efter inflationen utgivits, skulle icke forindra
siasongindextalen for de utelopande sedlarna och bronsmyn-
ten med mer 4n 1—2 promille. Om man sdlunda maste antaga,
att ett medtagande av mynten skulle minska sdsongfluktua-
tionerna, sd har man i andra sidan att rikna med, att en
korrigering av utgangssiffrorna med hinsyn till de ur r6-
relsen férsvunna sedlarna (borttappade, m.m.) skulle paver-
kat sdsongindextalen i motsatt riktning.

Det 4ar kanske virt att papeka, att ifall man till de ute-
lopande sedlarna tillfogar Finlands Banks vid anfordran
betalbara forbindelser, sd blir bilden av sdsongrorelserna
visentligt fordndrad. Till en icke ringa del motverkas nam-
ligen en Okning i de utelopande sedlarna av en minskning i
ovriga vid anfordran betalbara férbindelser och tvirtom.

Under den betraktade perioden har de kontantfria
betalningarnas relativa betydelse 6kat. De stora betalnin-
garna ske numera huvudsakligen medelst checker. Denna
omstédndighet torde vara en visentlig orsak till de kraftiga for-
skjutningar 1 sdsongfluktuationerna, som &gt rum under
den studerade perioden.

Om berikning av sdsongindextal.

Problemet att finna en i alla avseenden tillfredsstallande
metod for berdkningen av goda sdsongindextal &r ganska
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6 SASONGFLUKTUATIONERNA I SEDEL- OCH MYNTCIRKULATIONEN

komplicerat 1). Uppgiften forsvaras av, att det giller att fa
ett kvantitativt matt pd en storhet, som man icke kan fullt
entydigt definiera. De sisongméssiga variationerna utgora
en komponent hos en tidsserie, som dessutom innehéaller
flere andra komponenter, langtidstrend, konjunkturmis-
siga variationer, tillfdlliga oregelbundenheter m.m. Om
sasongfluktuationerna regelbundet aterkomma ar f6r A4r
utan storre fordndringar, dr det jamforelsevis 14tt att berdkna
goda indextal. Men om sdsongrorelserna, sdsom i regel torde
vara fallet, dro fordnderliga fradn ett ar till ett annat, blir
det svarare att soka »srenodla» sisongrorelserna ur den givna
tidsserien. Fo6r att kunna ddmpa ner de oregelbundna kort-
tidsfluktuationernas inverkan péd sidsongindextalen, vore
man frestad att ligga en mdjligast lang period till grund
for berdkningen. Men d4 sidsongrorelserna variera med tiden,
kan man genom en medeltalsbildning over ett flertal ar latt
vasentligt forvanska ocksd de rent sdsongmissiga rorel-
serna. Dirtill kommer oligenheten, att den betraktade
periodens mittpunkt forskjutes allt lingre tillbaka i tiden,
riknat fran periodens slut, ju lingre tidsintervall, som
lagges till grund f6r berikningen. Detta minskar den er-
hallna sdsongindexens anvidndbarhet f6r elimineringen av
sasongfluktuationerna vid periodens borjan och slut. Ju
kortare period man betraktar, desto instabilare bli sdsong-
indextalen i avseende & forskjutningar av mittpunkten.
Betraktar man blott ett bestdmt ars sidsongfluktuationer,
sa dr det ofta mojligt att jamforelsevis vil eliminera ldng-
tidstrenden genom att sidtta de olika ménadernas siffror 1
relation till ett I6pande &rsmedeltal eller en grafiskt eller
analytiskt bestimd trend. Men didremot stiller det sig svart
att eliminera de sprangartade férindringarna i konjunktur-
komponenten och de oregelbundna korttidsfluktuationerna
ur de pa detta sdtt erhdllna sdsongindextalen. Genom att

1) En god 6versikt 6ver de metoder, som kommit till anvandning
vid berdkningar av sisongindextal, ges i Horst Mendershausen, Annual
Survey of Statistical Technique: Methods of Computing and Elimina-
ting Changing Seasonal Fluctuations, Econometrica, July, 1937.
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f6r en viss ménad berikna dylika »ettirigar sdsongindextal
for en hel serie pa varandra féljande ar erhaller man en ny
tidsserie, som man kan forsoka dekomponera i langtidstrend,
vkonjunkturrorelser» och oregelbundna korttidsfluktuatio-
ner. Med en s kallad normal sisongindex avses i regel en
index, som berdknats pd grundval av siffror for en sd lang
period, att indexen kan betraktas som ett nidrmevirde for
langtidstrenden i de »ettariga» sdsongindextalens tidsserie,
avlast vid periodens mittpunkt. Detta uppnés i allminhet
forst for periodlangder pd omkring 15 ar, i bidsta fall vid
7—10 ar. I attributet normal inbegriper man i regel en fo6r-
hoppning om, att indexen skall ha ett prognostiskt virde,
i det att man tror, att den anger ett slags matematisk for-
vintan for de »ettdriga» sidsongindexarna i den nirmaste
framtiden. Tager man fasta pid det prognostiska elementet
hos en normalsisongindex, 4r det mest konsekvent att stilla
en prognos for siésongindextalens trendutveckling och be-
gagna den salundd erhillna sidsongindextrenden vid elimi-
neringen av de »normala» sdsongrorelserna ur den betraktade
tidsserien. Vill man gé ett steg lingre och stilla en prognos,
som #ven strdvar till att taga hidnsyn till de »konjunktur-
missigar variationerna i de ettariga sidsongindextalen, Okas
riskerna f6r att misslyckas betydligt. Till fragan, huruvida
det faktiskt finnes nagot samband mellan de konjunktur-
méssiga variationerna i sedelcirkulationen och de sving-
ningar med c:a 5—10 ars periodlingd, som kunna observeras
hos sdsongindextalen, skola vi senare aterkomma.

Vid vara berdkningar av sidsongindextal for sedelcirkula-
tionens sdsongfluktuationer ha vi begagnat oss av flere
olika metoder. Forst berdknade vi sidsongindexar for rtion-
dena 1870—1879, 1880—1889,..., 1920—1929, 1928—
1937 enligt en modifierad Harvardmetod. D4 det likval
4r praxis 1 litteraturen, att man begagnar indelningssittet
1871—1880, 1881—1890 o0.s.v., besloto vi att berikna ocksi
de till dessa artionden hérande sdsongindextalen i enlighet
med samma metod. Hirigenom fingo vi tillika en mdjlig-
het att beddoma de erhallna sidsongindextalens stabilitet i
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avseende & férskjutningar av den betraktade periodens
mittpunkt med ett &r. De nirmare detaljerna vid berik-
ningen och de numeriska resultaten framga av tabellbilagorna.

Den begagnade modifikationen av Warren M. Persons’
beromda kedjekvotmetod?) har av forfattaren ursprungli-
gen utarbetats for Affdrsekonomiska forskningsinstitutets
(A. E. F.) rikning. Den skiljer sig frdn Persons’ metod
dari, att de s.k. kedjekvoterna (d.v.s. kvoterna mellan talen
for februari och januari, mars och februari o.s.v.) ersatts
med differenserna mellan pd varandra foljande ménaders
utgangstals naturliga logaritmer (promilletal), och att det
av Persons rekommenderade medianvirdet for bestimningen
av den normala mdanad-till-manad-kedjekvoten ersatts av
en generellare medeltalsbildningsmetod, ndmligen ett me-
delst binomialkoefficienter vigt medeltal av ménad-till-
ménadlogaritmdifferenserna. Vikterna fordelas hirvid si,
att de tva storsta och minsta differenserna erhalla vikten
noll, de &vriga i storleksféljd (1, 5, 10, 10, 5, 1). Trenden
elimineras genom att justera normaldifferenserna s, att
deras summa blir = o.

Metodens styrka ligger i, att den vil eliminerar expo-
nentiellt vixande eller avtagande trender (i logaritmisk
skala rita linjer) samt stora sannolikt icke sidsongmissiga
sprang i tidsserien. Didremot kan den icke eliminera trend-
linjer, som i logaritmisk skala dro jimnt krokta, annat dn i
den méan de kunna approximeras av en i logaritmisk skala
bruten rit linje med arsskiftena sdsom hoérnpunkter. Denna
begransning kan i vissa fall ge upphov till ett litet metod-
tekniskt fel. Professor Oskar Andersson har kritiserat Per-
sons’ kedjekvotmetod med hinsyn till, att den inregistre-
rar sdsongmissiga variationer dven hos en i aritmetisk skala
linedrt vdxande tidsserie.?). For att eliminera det metod-

Y W. M. Persons, Indices of Business Conditions, Review of

Fconomic Statistics, Janunary, 1919,
%) Oskar Andersson, The Logic of the Decomposition of Statis-
tical Servies, Journal of the Royal Statistical Society, Part III, 1927

Page 548—560.
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tekniska felet kunde man begagna sig av en dubbel trend-
eliminering, i det man fére medeltalsberikningarna skulle
eliminera trenden i ménad-till-manad-logaritmdifferenserna
genom att fran dessa subtrahera medeltillvixten per manad
hos logaritmen for sedelomloppet under det ar (eller bekvi-
mare 2z-arsperiod), som har de ifrigavarande ménaderna
sasom mittpunkt, varpd man fortsitter enligt det ursprung-
liga schemat. T regel stiar dock ej den obetydliga forbitt-
ringen av slutresultatet i en rimlig proportion till det dkade
riknearbetet. Vid relativt starka ménatliga variationer i
de icke sdsongmissiga komponenterna ar den forbittring,
som kan uppnds pa detta sitt, av storre betydelse.

En svaghet hos den modifierade Harvardmetod, som
vi i det foreghende i korthet beskrivit, #r att den icke 4r
tillrackligt bekvam f6r en berdkning av sidsongindexar for
lopande perioder. For detta andamal ha vi foredragit att
begagna en annan metod. Vid denna eliminerar man forst
trendkomponenten  hos  ménad-till-manad-logaritmdiffe-
renserna genom att frdn dessa subtrahera medeltillvixten
under en tva &rs period med de ifrdgavarande maéanaderna
sdsom mitt. Ddrpd soker man eliminera starka sprangvisa
fordndringar i tidsserien genom att ersitta den for det ifra-
gavarande dret erhdllna trendrensade ménad-till-manad-
logaritmdifferensen med den i storleksordningen mellersta
av differenserna for de tre pa varandra foljande ar, av vilka
det betraktade aret 4r det mellersta. Tor att ytterligare
diampa ner de oregelbundna korttidsfluktuationerna berik-
nas fem 4rs 16pande medeltal av de sidlunda erhallna talen.
Rikningarna slutforas enligt samma schema som vid den
forstnamnda metoden. I friga om ndrmare detaljer och
siffror hinvisas till bihanget.

De erhéllna sisongindexserierna ha viaskadliggjort grafiskt.
Med tillhjdlp av Ragnar Frisch’s inflexionspunktsmetod 1)

Y R. Frisch, Changing Harmonics and other Geneval Types of
Components in Empirvical Series, Skandinavisk Aktuarietidskrift,
H. 4, 1928, och 4 Method of Decomposing an Empivical Serie inlo:
its Cyclical and Progressive Components, American Statistical Journal,
March Supplement 1g930.
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ha vi ddrpd tecknat langtidstrenderna {or sdsongindex-
talen. De grafiskt bestimda trenderna ha vi avlist
for vart femte ar (se tabell IT,3 och III,3 i bihanget). T'rend-
serierna ha vi justerat s, att 4rssumman av de olika mana-
dernas sasongindextals logaritmer blivit lika med noll.
Vid justeringen iakttogs tillika att maéanad-till-m&naddiffe-
rensernas trender skola kunna berdknas ur trendserierna {6r
sasongindextalens logaritmer och omvint.

Vid berdkningen av sidsongindextalen for kopparmynten
ha vi med hinsyn till de forhallandevis sma och langsam-
ma rorelserna hos dessa ansett det tillatligt att begagna en
mindre arbetskrivande metod bestdende i en berikning
av enkla aritmetiska medeltal av de olika méanadernas
(kvartalens) siffror, vilka didrpd justerats med hinsyn till
trenden salunda, att vi subtraherat fran de olika manadernas
medeltal en korrektionsterm, erhéllen genom att multipli-
cera medeltillvixten per ar i serien med manadens avstand
fran arets mitt, uttryckt i brakdelar av ett ar (negativt
tecken for maénaderna jan.——juni, positivt f6r manaderna
juli—dec.) samt slutligen férvandlat de sdlunda erhéllna
korrigerade manadsmedeltalen till indextal genom division
med deras medeltal.

Finlands Banks statistiska avdelning har fér perioden
1925—1934 berdknat en sdsongindex enligt metoden att
1) berikna l6pande tolv manaders medeltal av sedel- och
bronsmyntcirkulationen, 2) dividera de olika mdanadernas
utgingssiffror med det av tolv ménaders medeltalen, for
vilket den betraktade manaden utgor den sjunde i ordningen,
samt diarpd 3) berikna enkla aritmetiska medeltal av de
olika ménadernas salunda erhéllna »ettériga» sidsongindextal,
vilka medeltal slutligen 4) justeras si, att deras summa blir
= 1200,0. Metoden eliminerar vil jimnt krokta trendlin-
jer, men gor det mojligt for en sprangvis skeende icke si-
songmissig variation att fa ett stort inflytande pa normal-
sidsongindextalen. En jamférelse mellan Finlands Banks
index och den av mig f6r samma period berdknade har
verkstillts 1 tabell I,3.
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12 SASONGFLUKTUATIONERNA 1 SEDEL- OCH MYNTCIRKULATIONEN

krokning mellan punkterna fér respektive maénads ultimo
sasongindextal. I sjdlva verket forefinnes i sedelcirkulatio-
nen en korttidsfluktuation med ménadsskiftena sdsom
maxima. Dessa std naturligtvis i samband med l6neutbe-
talningarna och hirvid framst utbetalningarna till statens
tjanstemaén.

I boérjan av perioden visade sedelcirkulationen i slutet
av oktober manad ett kraftigt sdsongmissigt maximum,
som smaningom minskades for att forsvinna omkring ar 1910.
Av hostmaximet Aaterstdr blott en mindre utvidgning av
cirkulationen 1 augusti och september ménad. Hoéstmaxi-
mets minskning torde i huvudsak forklaras av checkrorel-
sens 6kade betydelse. Checkclearingen har en kraftig steg-
ring i oktober manad. Aren (1875 + 3) var sedelcirkula-
tionen minst i maj manad. I juni férekom en svag stegring,
vilken redan omkring ar 1880 utvecklats till ett tydligt
maximum. F. Burjam, som dven observerade junimaximet
i sin A-kurva for perioden 1875—1884, skriver om detta:
»Med seglationstidens borjan vidtar och vidtog pa 1870-
talet i, relativt taget, dnnu hogre grad dn nufértiden, en
livlig import och exportverksamhet. Betalningsrorelsen vid-
gades av denna anledning och den utelopande betalnings-
medelsmingden tilltog i motsvarande grad. Men samtidigt
okades betalningsmedlen ocksad ddrfor att icke blott im-
portérerna, utan ocksd deras avnimare, minuthandlarna,
skyndade sig komplettera sina lager. Dirtill var verksam-
heten inom jordbruket pa grund av vér- och sdningsarbetena
ytterst intensiv. Dessa foreteelser finna sitt uttryck i A-
kurvans juni-stegring» ). Skulle denna forklaring vara
riktig, forefaller det egendomligt, att junimaximet blott kan
iakttagas under den relativt korta perioden (1879 -+ 3)
till (1886 + 3). Av en granskning av de trendrensade ménad-
till-manad-differenserna framgér, att junimaximet fore-
kom niarmare bestimt under dren 1878 —1889, dessférinnan
steg sedelomloppet sisongmissigt fran juni till oktober.

Y F, Burjam, Sdsongflukiuationeyna i bankverksamheten. FEkon.
samf. Tidskr., Ny serie, H. XXIII, s. 77.
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Direfter faller det frdn 31 maj till 31 juli utan nigon juni-
stegring. Forklaringen till denna utveckling &4r, att juni-
maximet under 18go-talet forskéts till maj ménad. Segla-
tionsperioden bérjade tidigare pa Aret? Aren 1917--1918
forsvinner majmaximet, statistiskt sett, ndgot ovintat.
Om man bortser frdn perioden 1870—1874, har sdsongen
under hela perioden varit fallande fran 31 mars till 30 april.
Aprilmaximet var kraftigast utvecklat omkring ar 1910,
diarefter har mars—april differensen sméiningom minskats.
Aprilminimet forsvinner aren 1917—I918 i samband med
majmaximets forsvinnande. Februari—mars maximet, vil-
ket aren 1870—1876 befann sig vid manadsskiftet februari—
mars, forflyttade sig direfter till den 31 mars, ddr det for-
blev till omkring ar 1goo. Under perioden 1go0—IQI7 var
det ater belidget i slutet av februari darefter i mars. Maxi-
met var ldngsamt stigande fore virldskriget, f6r att omkring
ar 1915 snabbt vixa till ett kraftigt vArmaximum, som ut-
fyllt aprilminimet. Numera utvisar sdsongindexen en starkt
vixande sedelcirkulation till den 31 mars och déirpa en ater-
stromning av sedlarna till den 31 juli.

Marsmaximet torde i huvudsak kunna foérklaras av den
Okade efterfrigan pa betalningsmedel, som skogsarbetena
i norra Finland fororsaka. Sedlarna uttagas framst via
statens upp- och avskrivningsrikning.

En detalj i sasongfluktuationernas historia kan det dnnu
vara vart att anféra. De forsta antydningarna till det nu-
mera vil utprdglade Arsskiftesmaximet kunna observeras
under perioden I9oo-—1gr0. Under krigsiren forsvinner
detsamma, men aterkommer dirpd betydligt kraftigare
utvecklat. Detta maximum kan {forklaras, forutom av
julmarknadens ansprak, av bankernas okning av sina
kassor vid arsskiftet.

Diagrammen &ver sdsongrorelserna ge en ganska intres-
sant belysning av de kraftiga strukturforindringar, som
dgt rum i Finlands néringsliv under aren 1870—1937. For-
dndringarna 1 betalningsvanorna, speciellt partihandelns
overgang till att begagna checker vid affirstransaktionerna
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tabell 11,3, ger av de olika manadernas sdsongindextals ut-
veckling foljande bild:

Trenden for det till ultimo januari horande sidsongindex-
talet har hela tiden varit under arsmedeltalet. Efter att
till omkring &r 19oo hava varit nistan konstant har den dar-
efter visat en fallande tendens, som dock synes hava avstan-
nat omkring ar 1930.

Februari manads sdsongindextals trend har varit vixande
till omkring 4r 1920. Dérefter har den varit ndstan konstant
med en mahdnda svagt nedatgédende tendens.

Trenden {6r mars manads sisongindex har varit stigande
under hela perioden. Iore ar 18go var stigningen relativt
snabb, direfter avmattades den for att — efter en nistan
sprangartad tillvixt 4r 1917 — efter 4r 1920 visa en svagt
stigande tendens.

April ménads sdsongindextal voro dnda till omkring ar
1910 c:a 2 9, under arsmedeltalet for att under krigsaren
snabbt stiga. Den uppatgdende tendensen har fortsatt i
nagot langsammare tempo efter dr 19zo0.

Maj maéanads sidsongindextal ha under perioden varit
stigande. Efter kriget synes stigningstendensen ha upphort.

Trenden for juni manads sdsongindextal har varit svagt
stigande. Stegringen synes ha avstannat omkring ar 1g9T0.

Juli manads sdsongindextals trend har under perioden
ifridga varit i det nidrmaste horisontal (c:a 3 9, under &rs-
medeltalet).

Sasongindextalen f6r augusti manad ha varit svagt fallande.

September manads sdsongindextals trend har varit na-
got snabbare fallande 4n augusti manads.

Trenden for oktober mdnads sdsongindextal har under
perioden 1870—Iqgoo varit svagt, dren Igo0—1IQI5 brant
nedatgdende. Den fallande tendensen synes ha nagot dam-
pats efter ar 1920.

Trenden for november méanads sidsongindextal ar mycket
lik oktober manads trend. Omkring &4r 1920 minskas novem-
ber ménads sdsongindex snabbt. En stabilisering intra-
der omkring ar 1925.
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December méanads sdsongindextals trend har varit svagt

fallande under den betraktade perioden.
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I frdga om langtidsutvecklingen hos ménad-till-méanad-
logaritmdifferenserna for sisongindextalen kan man gora

foljande iakttagelser:
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Januari—februari differensen har under perioden varit
stigande. Trenden forefaller att numera ha stabiliserat sig
pa en nivd av c:a 7 %,.

Februari—mars differensen var till omkring &r 1885
viaxande. Dirpd foljde en nedgingsperiod med ett mini-
mum omkring ar 19o5. Sedan dess har trenden varit sti-
gande. Den dr nu cia 4 %. d.v.s. sedelcirkulationen den 3t
mars dr omkring 4 9, storre 4n den 28 februari.

Mars—april differensen har med undantag fér aren om-
kring 1874 varit negativ med ett flackt minimum omkring
ar 1905 pa cta —3,5 Y, for att ddrefter langsamt vixa. Den
ir nu cia —I %,.

April—maj differensen har varit vixande fran cia —2,5
% omkring ar 1875 till c:a 2,5 9%, omkring &r 1914 for att
under krigsdren gbra ett sprang ned till cca —2,5 9%,. Tren-
den har direfter varit fallande fér att nu befinna sig i nér-
heten av —4,5 %,.

Maj—juni differensen har under perioden Iladngsamt
minskat frin c:a 1,5 % till c:ca —2,5 9.

Juni-—juli differensen har fran att vid periodens borjan
hava varit svagt positiv minskat till omkring —2,5 9.

Juli—augusti differensens trend har fran c:a 3 9%, sma-
ningom minskat till c:a 0.5 %,.

Augusti—september differensens trend har fran c:aa 3,5
9%, minskat till ungefir 2 9%,.

September—oktober differensen, som fore ar 1goo var
c:a 2,5 %, har dérefter sjunkit till cca —2 %,.

Oktober—movember differensens trend har varit i det
nirmaste horisontal pd c:a —1 9,. Avvikelserna frdn tren-
den ha dock varit ridtt kraftiga omkring ar 1goo och under
krigsaren.

November—december differensens trend har varit sti-
gande fran ca —3,5 % till c:a 3 9. Avvikelserna fran
trenden #ro jamfdrelsevis stora. Tillvixtshastigheten synes
ha minskat efter ar 1925.

December—januari differensen har hela tiden forblivit
negativ. Frin att i periodens borjan ha varit c:a —2,5 %

2
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18 SASONGFLUKTUATIONERNA I SEDEL- OCH MYNTCIRKULATIONEN

har den efter ett flackt maximum i periodens mitt pa c:a
—=2 9%, anyo minskat till c:a —3 9.

De rorelser de olika manadernas sidsongindextal utfort,
ha naturligtvis d4ven paverkat sisongfluktuationernas ampli-
tud. Denna amplitud ha vi nirmast av riknetekniska skit
mitt medelst summan av de olika sidsongindextalens logarit-
mers talvirden (2 ‘ln x[). Motsvarande summa av de méa-
natliga forandringarna (Z'|d|) ha vi &ven beréknat. Varia-
tionerna i sisongfluktuationernas amplitud, sidana de fram-
ga av dessa tidsserier, ha vi askadliggjort grafiskt i diagram 4.

Zlinx| =

%00

400

%00
400
300 1300

200 200

100 100

1
0 8[80 18190 19100 I9lIO l9|20 l9|30 0

Diagram 4. Variationerna i sedelcirkulationens sasongfluktuationers
amplitud aren 1874—1934. Siffrorna aterfinnas i tabellerna II, 1
och II, 2 samt III, r och III, 2.

Vi observera, att amplituden omkring &4r 1908 nddde
ett minimum, som utgjorde mindre 4dn hilften av amplitu-
den vid periodens bérjan och vid dess slut. Vid minimitill-
fallet var host- och varmaximet ungefir lika stora. I perio-
dens borjan dominerades amplituden av hostmaximet, efter
1920 av varmaximet.

Genom att jimfora de i diagrammen 2 och 3 inritade sma
cirklarna, vilka 4skddliggbra de enligt den modifierade Har-
vardmetoden f6r tiodrsperioder beriknade indextalen med
de 16pande sjuars sdsongindextalens kurvor och trendkur-
vorna, observerar man, att dessa cirklar i regel ligga nira
kurvorna, oftast nigot nirmare langtidstrenden 4n de sju-
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ars sisongindextal, som ha samma periodmitt. De storsta
avvikelserna mellan de olika berikningssittens resultat
forekomma, sisom naturligt 4r, under inflationsperioden
1910—I920. Att cirklarna i allminhet ligga ndrmare lang-
tidstrenden beror naturligtvis framst pd, att de hora till en
langre period. I de fall, d4 den modifierade Harvardmeto-
dens sdsongindextal icke synas vil forenliga med de Gvriga
metodernas, 4dro indextalen alla osdkra, beroende pa de
stora oregelbundenheterna i1 maéanad-till-manad-logaritm-
differenserna for sedelcirkulationen under den motsvarande
perioden. I fraga om november ménads sdsongindextal for
perioderna I1910—IQIg och I9II—I920 &4r det tydligt, att
de lopande sjudrs periodernas indextal dro tillforlitligare 4n
de enligt den modifierade Harvardmetoden berdknade. I
detta fall inverkar den metodtekniska finess, som den dubbla,
trendjusteringen innebédr, dven mirkbart forbdttrande pa
resultaten. Av den spridning, som existerar mellan de olika
berdkningarnas resultat, fir man intrycket, att indextalens
osdkerhetsmoment 4r c:a 15 9,. I ogynnsamma fall vixer
osikerheten till c:a 1 9%. FoOr de trendrensade januari—
februari-differenserna ha vi beridknat medelkvadratavvikelsen
och erhallit for hela perioden 1870—1937 resultatet 2,59,.
I begreppet normalsisongindex ingdr dock en viss utjamning
6ver en langre period. Utjamningen minskar spridningen
(fran trenden) hos normalsdsongindextalen jimférd med de
ettariga sdsongindextalens spridning. Den pa grundval av
grafisk iakttagelse erhdllna uppfattningen synes darfér vara
forenlig med stickprovet over spridningen i1 de ettdriga
sdsongindextalen. De grafiskt bestimda trendkurvorna ha,
att doma av den spridning, som vid ett foretaget experi-
ment kunnat iakttagas vid olika personers forsok att rita
trender pa kopior av diagrammen 2 och 3, en osikerhet pa
ett par promille. Man kunde litt forleda sig till att tro,
att denna osikerhet kunde minskas genom att berdkna
trendlinjerna analytiskt, men i sjilva verket 4r den Okade
precisionen blott skenbar. Beriknas trenden som ett 16pande
medeltal, kan detta icke anpassas till de variationer i svang-
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ningsperiodernas langd, som kunna iakttagas hos kurvorna,
ej heller kan hinsyn tagas till de sprangartade férdndringarna
i trenden under krigsaren. Dessutom far man icke trenden
beriknad fér de senaste dren i serierna. Dessa tilldraga sig
vid prognoshirledningen det stdrsta intresset. Begagnar
man ater analytiska funktioner (polynom av olika gradtal)
kunna de icke lika smidigt som den grafiska trenden ta hin-
syn till de speciella egendomligheterna i trendutvecklingen.
Vid periodens slut bli dessa trender, speciellt om man begag-
nar polynom av hogre gradtal, latt missvisande. Vad man
vinner i jimn krokning hos trendkurvorna, férlorar man i
friga om anpassningsformaga till de empiriska siffrorna.
Den omstindigheten, att de grafiskt bestdmda trendlinjerna
i kanske hogre grad #n de medelst »mekaniskay medeltals-
berikningar eller anpassning av analytiska funktioner till
den givna tidsserien erhéllna dro beroende av statistikerns
subjektiva omdéme, uppviges for det mesta av inbesparin-
gen av arbete vid tillimpandet av den grafiska metoden?).

Pa grundval av de grafiskt bestdmda trendlinjernas san-
nolika framtida utveckling och de senaste drens sdsongin-
dextal ha vi sokt numeriskt fixera vir matematiska forvin-
tan betriffande sisongindextalen f6r perioden (1938 4= 5).
Primirt ha vi hirvid stéllt prognosen pd grundval av dia-
gram 3 over de ménatliga differenserna (d) och de dartill-
horande siffrorna. Diarpa ha de av dessa beroende sdsong-
indextalen In x och x beriknats (tabell V). I diagrammen
2 och 3 ha vi askadliggjort var prognos medelst ett kryss.
I diagram 5 ha vi jimfort prognosen med den till tiodrs-
perioden 1928-—1937 horande sidsongindexen och den till
perioden (1934 -~ 3) horande indexen samt Finlands Banks
sisongindex for perioden 1925-—1934. Prognosen skiljer
sig blott obetydligt frdn de andra sidsongindextalen, vilket
tyder pd att normalsisongindexen efter kriget blott lang-
samt forandras. Den osdkerhet, vi kinna oss bojda att till-
skriva prognosen, ir blott obetydligt storre dn osikerhets-

1 Jfr Hans Cl. Nybolle, Interpolation i statistiken, Nordisk Sta-
tistisk Tidskrift, 1929, s. 115,
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momenten for de Ovriga i diagram 5 inritade sidsongindex-
talen. Ett fel i prognosen pd mer 4n 1 9, forefaller oss vara
osannolikt. Prognosen synes oss ha en storre chans an de
till perioderna 1928—1937 och 1934 -+ 3 horande sidsongin-
dexarna att triffa nidra de »ex posty beriknade sidsongin-
dextalen for den ifrdgavarande perioden. Giller det att
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Diagram 5. Prognosen for sedelcirkulationens sisongindextal 1933—43, jamford med sasong-
indexar foér perioderna 1925—34, 1928—37 och 1931—37. Siffrorna finnas i tabell T, 3
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eliminera sdsongrorelserna i en tidsserie for det lopande
aret, ar det skil, att vid de tillfdllen, d4 man ej kan gora
troligt, att det existerar en ideal normalsdsongindex, som
ar oftranderlig i tiden, si vitt mdjligt begagna en prognos-
tiskt bestimd sisongindex.

Varpd bevo de eitdriga sisongindextalens avvikelser fran trenden?

Om de krafter, som &stadkomma de sdsongmissiga
fluktuationerna i sedelcirkulationen ensamma for sig finge
paverka sedelomloppet, vore det naturligt att vinta sig, att
de ettdriga sidsongindextalen for en viss manad skulle bilda
en tidsserie med en jamforelsevis trogrorlig utveckling. D&
detta i sjalva verket icke 4r fallet, frdgar man sig, vilka
omstdndigheter, som kunna tdnkas forklara de avvikelser
fran sdsongindextalens langtidstrend, som man kan obser-
vera.

En forklaring édr, att sedelcirkulationens okning eller
minskning ej sker kontinuerligt utan i poster av ofta rela-
tivt till sdsongrorelsernas storlek betydande belopp. Om
Finlands Bank beviljar en kund ett stérre 1an eller erhaller
en storre dterbetalning pa ett sddant, medfor detta, att
siasongrorelserna under den ifrdgavarande mdanaden icke
kunna iakttagas. I den mdn storningen av de maénatliga
sdsongmissiga variationerna ir sa stor, att den ifragavarande
méanad-till-manad-differensen »dansar ur serien», paverkar
den icke mycket de utjamnade sdsongindextalen, emedan
differensen i detta fall vid medeltalsbildningen tilldelas
vikten o. De stora stérningar, som férekommo under infla-
tionsperioden 1914—1920 4ro i regel av deuna karaktir, i
undantagsfall intraffar det dock flere storningar inom mindre
avstand 4n 3 4r frin varandra, 1 vilket fall de dven paverka
de utjdmnade sdsongindextalen.

Intressantare dro de avvikelser fran sidsongindextalens
trend, som kunna stillas i samband med konjunkturrorelserna
i sedelcirkulationen. Det forefaller ju i och for sig mycket
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naturligt att vinta sig, att de variationer i efterfrigan pa
sedlar, som astadkomma de sdsongmissiga fluktuationerna,
skola variera med konjunkturrorelserna. Om t.ex. forkla-
ringen, att det nuvarande var-vintermaximet utgor en
foljd av skogsarbetenas okade ansprak pa sedlar, ar rik-
tig, ligger det niira till hands att vinta sig, att detta maxi-
mum skall vara kraftigare utvecklat under hogkonjunktu-
ren dn under lagkonjunkturen.

Vi ha undersokt korrelationssambandet mellan sidsong-
fluktuationerna och konjunkturrirelserna enligt den kanske
nigot grova, men arbetsbesparande metoden att grafiskt
jamféra avvikelserna fran lingtidstrenden i diagrammen
2,3 och 4 med en pd genomskinligt papper ritad kopia av
diagram 6, som Aaskadliggor lopande femdrs medeltal (Kj)
av avvikelserna fran langtidstrenden hos sedelcirkulationens
arsmedeltals logaritmer (K; = In S —In T). Diagrammet
ha vi ritat i en skala, som gor att konjunkturkomponentens
variationer, grafiskt sett, forefalla att vara ungefar lika
stora som sdsongindextalens avvikelser fran trenden. Genom
att ett flertal gdnger soka faststilla, huruvida sidsongindex-
kurvorna likna mera konjunkturkompenenten K; eller
spegelbilden — K, har korrelationens tecken kunnat avlasas.
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Diagram 6. Konjunkturkomponenten i Finlands Banks utelépande
sedlar och bronsmynt. K, = logaritmens for sedelcirkulationens arsme-
deltal avvikelser fran en grafiskt bestamd trend. K, —=fem ars lopande
medeltal av K,. Siffrorna finnas i tabellerna VIII, 1 och VIII, 2.

Under den studerade perioden vixer i regel det sdsong-
méssiga var-vintermaximet (28/2—31/3) relativt till trenden
vid stigande sedelomlopp och avtager, da sedelcirkulatio-
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Tabell 2. Korrelationen mellan sdsongindextalens avvikelser fran langtidstvenden och konjunkiur-
komponenten 1 sedelcirkulationen.

Period | Jan. | Febr.| Mars | April| Maj | Juni | Juli | Aug.|Sept.| Okt.|Nov. | Dec.| X |Inx| Period
1874—1905| <o | A0 | >o| >0 | xoO §, ol xo|~o0| >0| 0|~ é o >o0 1874—1905
1006—1934 é o| A~o i o s o ; ; o| ~o|~oO0 ; o| ~o é é o é 1906—1934
1874—1934| <o | ~o | > RO | R ; o|~o|~A~O0|>0|~0|~oO é o z o 1874—1934

Korrelationen mellan sisongindextalens mdnatliga [orindvingars avvikelser fran trenden och konjunktur-
komponenten 1 sedelcivkulationen.

. Jan.- | Febr, |Mars- [April-| Maj- | Juni- | Juli- | Aug.-|Sept.-| Okt.- | Nov.-| Dec.- - _
Period Febr. | Mars | April| Maj | Juni| Juli | Aug. | Sept.| Okt.| Nov.| Dec.| Jan. > 1‘” Period
1874—1905| > 0O zo >0 éo éo >o0| A0 ;,0 éo éo éo zo >0 1874—1905
1906—1934| > 0 ;o < 0 ;0 A O éo = 0 go R O ,Q<Jo O i,o O 1906—1934
1874—1934| >0 | ~o | Ao | ~oO éo A 0 zo ,zo éo éo RO zo ;0 1874—1934

Forklaringar: > o betecknar att korrelationen ar positiv: stigande sedelcirkulation héjer i detta fall sdasong-
=

indextalen. L o anger att korrelationen sannolikt dr svagt positiv. = o betecknar att korrelationskoefficientens
tecken icke kan avlisas ur diagrammen. ; o anger att korrelationen sannolikt ar svagt negativ, <o att korrelationen

ir negativ: stigande sedelomlopp minskar i detta fall sasongindextalet,
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nen minskar, vilket tyder pa att forklaringen, att vinter-
maximet stdr i samband med skogsarbetena, dr riktig.

September ménads sidsongindextal visa sig dven vara
konjunkturkinsliga. En stigande sedelcirkulation har en
tendens att hoja denna ménads sdsongindextal. Nirmare
detaljer betrdffande korrelationssambandet framgd av ta-
bell 2.

Till en del kunde sisongindextalens konjunkturkénslig-
het tolkas si, att kraftiga konjunkturmissiga fordndrin-
gar dro sannolikare under den tid pa aret, da sedelcirkula-
tionen sdsongmassigt dr stigande dn under Ovriga manader.
Det dr silunda icke utan vidare klart, huruvida man skall
betrakta de empiriskt iakttagna konjunkturmissiga fluk-
tuationerna i1 sidsongindextalen sdsom variationer i sdsong-
komponenten; de kunna #Aven uppfattas som variationer
1 konjunkturkomponenten, vilka pad grund av sisongfluk-
tuationernas existens ha en tendens att bliva kraftigare
under vissa tidpunkter pd aret. F. Burjam?) har visat att
diskontoférhojningarna foretridesvis intrdffa under host-
ménaderna. Det synes ddrfor vara sannolikt, att en del av
september méanads sdsongindextals variationer bora till-
skrivas konjunkturkomponenten och icke sidsongkompo-
nenten.

Sambandet mellan konjunkturen och sisongindextalens
variationer 4r dock ganska 16st. Den till synes storsta kor-
relationen existerar mellan jan.-febr.-differensens avvi-
kelser fran trenden (d®) och konjunkturkomponenten K.
I tabell VIII i bihanget ha vi sammanstallt siffror for K;,
K, och d® fér jan.—febr. P4 grundval av dessa nirme-
virden ha vi berdknat korrelationskoefficienten

y =2 Ky d® : VE(K)2xZ (d®)e

for perioderna 1874—1905, 1906—1034 och 1874—1934
och erhallit de i féljande tabell, kolumn 7, sammanstillda
resultaten:

Y F. Burjam.  Diskontoforskjuiningar och sdsongfluktuationer.
Ekon. Samf. Tidskr., Ny serie, H. XXVII, 1934.
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Tabell 3.

Period 7 o(Ks) | o(@®) b o(@d®)| »g(@d®)
1874—1905 0,54 8o 10,9 , 0,075 8,8 5,9
1906—1934 0,18 63 7,9 l 0,022 7,8 1,4
 1874—1934 | o041 73 | 96 | o0s5| 86 3,9

= = N
o (i) = J/Ex o @) = )iz o, a -
¥ — 5. K, b =X K d® : X (K;)2=7r 0 (d®) : o (K;)
n = antalet termer vid summationen ().

Konjunkturkomponenten K, 4r under inflationsaren
mycket svar att faststdlla. Det dr t.o.m. mojligt, att det
vore riktigare att rita trenden sa, att K, for dessa ar bytte
tecken, i vilket fall korrelationen f6r perioden 1906--1934
skulle nagot stiga. Under krigsadren var var-vintermaximet
mindre 4n vad man skulle vintat sig med hidnsyn till trend-
utvecklingen.

Tidsserien b -K; kan betraktas som den konjunktur-
missiga komponenten i d®), resttermen d¥ domineras av
den slumpmissiga variationen. Spridningen i 4¥ har be-
riknats enligt formeln o (d9) = V/I1—2 o (d¥). Spridningen
i den konjunkturmaissiga komponenten ir o (b K;) = b o(K;) =
7 o (d®). Anmirkningsvdrd ar den stabilitet i tiden, som
den slumpmissiga variationen att doma av talen i kolum-
nen o (d¥) har. Den konjunkturmissiga komponentens
spridning varierar diremot kraftigt, beroende pa vilken
tidsperiod som betraktas.

Det skulle ju ligga nidra till hands att antaga, att man
skulle f4 en storre korrelation mellan de ettariga sdsong-
indextalens méanatliga fordndringars (d—9d) avvikelser fran
trenden (d, = d — 6 — #r) och konjunkturkomponenten
K, (=S —inT) ian den mellan d® och K;. T sjilva
verket dr korrelationen betydligt mindre beroende pa, att
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den slumpmissiga variationen blivit starkare dimpad
vid berikningen av d® in den konjunkturmissiga varia-
tionen.

I tabell 4 ha vi sammanstéllt de vid berdkningen av kor-
relationskoefficienter mellan d; och K, erhdllna resultaten.

Tabell 4.
l
‘. Period v o(Ky) | o(dy) b o(d @) vo(dy)
I
1874—19035 0,15 138 24,6 | 0,027 24,4 3,7
1906—1934 0,34 99 25,7 | 0,088 24,4 8,7
1874—1934 0,22 121 25,1 | 0,046 | 24,5 5,5

4P —d—b Ky, b=ro(d):o(K,).

En jimforelse mellan talen i tabell 3 och 4 visar, att K,
for perioden 1874-—1934 har en spridning, som 4r 0,6 ggr
sa stor som spridningen i K, och att ¢ (d®) = 0,38 ¢ (4,)
samt o (d¥) = 0,35 o (¢,?), medan den konjunkturmis-
siga komponenten i d; vid medeltalsbildningarna blott
dampats i forhallandet 0,7 : 1. Under sddana férhallanden
forstar man, att korrelationen 7 i tabell 3 dr betydligt storre
4n den i tabell 4. Dampningsfaktorn fér den slumpmés-
siga variabeln i 4, dr obetydligt stérre dn den ddmpnings-
faktor, man erhéller vid jdmforelse mellan spridningen i
den serie 16pande medeltal med sju termer, som man far
ur en ren slumpvariabel (t.ex. en serie 6gon vid tdrnings-
kast) med spridningen i slumpvariabeln sjilv. I detta fall
blir nimligen denna faktors matematiska férvintan 1:4/7
= 0,38.

Sédsongindextalens variationer synas sdlunda vil kunna
uppdelas i tre komponenter: 1) en trogrorlig langtidstrend,
2) en konjunkturmissig variation och 3) en slumpmissig
variation. Den konjunkturmissiga variationen ar i regel
mycket liten. TFor de starkast konjunkturkdnsliga sidsong-
indextalen 4r den konjunkturmissiga komponentens sprid-
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ning av storleksordningen 14 9%,, medan den slumpmissiga
variationen i de ettdriga sdsongindextalen #r betydligt
storre med en spridning av storleksordningen 2—3 9%,.

De olika sedel- och myntvalovernas sisongfluktuationer dren
1926—1937.

En fullstindigare bild av sedelcirkulationens s#song-
fluktuationer f4 vi genom att studera de olika sedel- och
myntvaldrernas sasongrorelser skilt for sig. I tabell VIIa
ha vi sammanstdllt logaritmerna av sisongindextal hin-
forande sig till kvartalssluten 31/3, 30/6, 30/9 och 31/12
foér de olika sedel- och myntvalorerna. Betydande avvi-
kelser existera mellan myntens och sedlarnas fluktuationer.
Mpynten visa genomgdende en betydligt lugnare utveckling
an sedlarna. Detta 4r ju rdtt naturligt pa grund av besviret
att transportera stérre mingder mynt till och frdn Finlands
Bank. Anmirkningsvird dr den f6rdndring, som dgde rum
i 5 och 10 mks valorernas sdsongfluktuationer efter utby-
tandet av sedlarna mot bronsmynt. Myntens sisongfluk-
tuationer &skadliggbras grafiskt i diagram 7.

10m = _
Smk=  meee-on
Imk+50p+25p - 00000
10p=5p= crueiinnane

WVeonnee®®
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Diagram 7. Sasongflukinationerna i olika myntslag. Siffrorna, vilka
hianféra sig till perioden 3/, 1934—31/,, 1937, finnas i tabell VII,2.
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Detta diagram har uppritats pa grundval av sdsongindexar
for tredrs perioden 31/12 1934—31/12 1937 (tabell VII,2)
beriknade enligt en starkt forenklad aritmetisk metod be-
skriven i forklaringarna till tabell VII,3. Sisongindexarna
dro visserligen ganska osdkra, men torde dock ge en i huvud-
sak riktig bild av sidsongfluktuationerna i de olika sedel-
och myntvalorerna. Myntcirkulationen visar en liten stegring
1 juni ménad. I augusti och september dr den uteldpande
myntmangden relativt stor likasd vid jultiden. Varvin-
termaximet saknas helt. Under januari eller februari ma-
nad ndr myntcirkulationen sitt minsta virde under aret.

SO S| 1 L I e
] ] moowv VIEOVIE Vil I x LT

Diagram 8. Sisongfluktuationerna i 20 mks, 50 mks och roo mks
sedlarna. Siffrorna aterfinnas i tabell VII, 2.

De olika sedelvaldrernas sisongindexar skilja sig dven
ritt mycket fran varandra. Sidsongindexkurvorna for 20
mks, 50 mks och 100 mks sedlarna likna dock varandra
ratt mycket. Dessa sidsongindexar ha grafiskt askadliggjorts
i diagram 8.

Man observerar, att marsmaximet forefinnes i alla kur-
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vorna. Detta maximum o&vertrdffas dock av ett kraftigt
sskordemaximumy i augusti manad. I oktober finnes dven
en mindre stegring, medan minimivdrden antagas i decem-
ber, juni och september. December minimet dr desto mark-
ligare, da den totala sedelcirkulationen vid Aarsskiftet upp-
visar ett relativt maximum1).

I diagram g ha vi ritat sisongkurvorna f6r de tva storsta
sedelvalGrerna 1000 och 500 mk. VAar-vintermaximet ar i
dem mycket kraftigt, medan skordemaximet dr obetydligt.
Minimipunkterna finnas for 1000 mks sedlarna i juli och
november, medan 500 mks sedlarnas minima befinna sig
i juni, september och december. 500 mks sedlarnas sdsong-
index 4r mindre tillf6rlitlig 4n de Gvrigas, emedan en icke
sdsongmaissig variation storde 1936 4rs sdsong, i det att be-
loppet utelopande 500 mks sedlar plotsligt nedgick fran
288,9 milj. mk den 30 juni till 20%,7 milj. mk den 31 juli.
Det onormalt laga virdet for de utelopande 500 mks sed-

B Sk th b G te

ILJJJJL_J‘III__%“
L ] i) w v i Vo il {13 x X m

Diagram 9. Sasongfluktuationerna i 500 mks och 1,000 mks sedlarna.

1) P4 grund av de sdsongmaissigt 1aga siffrorna fér 20, 50 och 100
mks sedlarna vid utgéngen av éret utgora siffrorna i Finlands Banks
arsbok 6ver sedelcirkulationens procentuella sammansittning vid
arets slut icke nagra goda nirmevirden for de procenttal, som man
skulle fa genom att berdkna de olika valdrernas andel i cirkulationen
pa grundval av arsmedeltalen.
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larna »korrigeradesy i november, 1 det att det steg frin 214,5
milj. mk den 31 oktober till 309,6 milj. mk den 30 november
1936. De tva andra drens serier visa €] alls samma utveck-
ling under perioden juni-november. Vi ha vid sidsongin-
dexberdkningen skt eliminera storningen genom att oka
beloppen 500 mks sedlar under augusti, september och
oktober ménad 1936 med go milj. mk.

Anméarkningsvirt dr, att alla andra sedelvalérer forutom
1000 mks sedlarna sdsongmissigt minska fran den 3o0/11
till den 31/12. I bronsmyntens och nickelmyntens sidsong
kan man dock spara denna stigningstendens.

En forklaring till de stora sedelvalbrernas varvinter-
maximum ligger kanske i, att I6neutbetalningarna till skogs-
arbetarna for det mesta ske i poster pd mer 4n 500 mk per
likvid och arbetare, Arbetarna bira sedlarna pd sig till
dess de atervianda fran de ofta langt fran banker och han-
delscentra beldgna avverkningsplatserna till sina ordi-
narie boningsorter. Stegringen i 1000 mks sedlarna tyder
samtidigt pa, att en icke obetydlig del av skogskdpen beta-
las medelst sedlar. Stegringen i sedelomloppet under var-
vintern paverkar ej mycket detaljhandelns omsittning,
emedan sedlarnas omloppshastighet #r ldgre 4n normalt.
De sma sedel- och myntvaldrerna, vilka endast i ringa méan
behévas f6r l6neutbetalningarna, visa en helt annan utveck-
ling under vArvintern. Diremot synas skordearbetena i
augusti i mindre méan taga de storre sedlarna i ansprak;
I6nelikviderna fordelas i smirre poster, vilket framgér av
att 20, 50 och 100 mks sedlarna visa den kraftigaste augusti-
stegringen.

Ett sasongmissigt maximum 1 detaljhandelsomsitt-
ningen, synes icke alls erfordra en stegring av sedelomloppet.
Den o6kade livligheten i handeln méjliggores av en Okning
av sedlarnas omloppshastighet. En hogsdsong inom detalj-
handeln #r snarare dgnad att minska sedelomloppet, emedan
affirsménnen vanligen regelbundet deponera de under da-
gen erhéllna penningmedlen i banker, varifrAn de darpd
stromma till Finlands Bank.
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Det torde sélunda existera en negativ korrelation mellan
de sdsongmissiga fluktuationerna i sedelmingden och si-
songrorelserna i sedlarnas omloppshastighet. Vil kidnt ar
diremot, att det existerar en stor positiv korrelation mel-
lan de konjunkturmissiga variationerna i sedelmingden
och i sedlarnas omloppshastighet.

Jamfovelse mellan sdsongflukiuationerna 1 Finlands Banks
utelopande sedlar och bromsmynt och sdsongfluktuationerna
i ett antal andva ekonomiska tidsserier.

I diagram 10 ha vi grafiskt askadliggjort sésongindexar
for foljande tidsserier'):

1. = Finlands Banks utelopande sedlar och bronsmynt
dren IQ922—37.
2. = Utelopande sedlar utanfér Finlands Bank och
affarsbankerna 1922—37.
3. = Innestdende pa I6pande rikning i affirsbankerna
dren I1922——33.
Innestdende pd checkrikning dren 1934—37.
Olyftade kassakreditiv hos affirsbankerna 1922—33.
Olyftad checkkredit hos affarsbankerna 1934—37.
Finlands Banks clearingrorelses medelbelopp per
dag for de olika méinaderna aren 1925—34.
= Totalomsdttningen per dag i Kansallis-Osake-
Pankki i medeltal {6r de olika minaderna dividerad
med manadsbalansens slutsumma.

Il

I
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Sdsongindexkurvorna for tidsserierna 1. och 2. skilja
sig fran varandra blott déri, att de utanfér bankerna be-
fintliga sedlarna visa ett minimum vid arsskiftet, medan de
utanfér Finlands Bank befintliga sedlarna ha ett relativt
maximivirde vid denna tidpunkt. Affarsbankernas kassor
nd sitt maximum vid Arsskiftet.

1) Sasongindexarna 2.—6. ha beridknats av min broder pol. kand.
Evik Térnquist enligt den modifierade Harvardmetoden. Vid be-

rikningen av siasongindexarna 7. och 8. ha indexar beriknade av
Finlands Banks statistiska avdelning utnyttjats,
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omsittningssiffrorna
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Sasongkurvorna for tidsserierna 3., 4., 5. och 6. avvika

visentligt fran sedelcirkulationens sdsongkurvor.

Sisongfluktuationerna
senterade av tidsserierna 7. och 8. synas icke utdva négot
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tuationer. Korttidsfluktuationerna i betalningsstrommar-
nas storlek och i betalningsmedelsvolymen synas silunda
ske oberoende av varandra. Om ett samband existerar #r
detta av en komplicerad karaktar. P4 grund av de relativt
stora slumpmassiga variationerna speciellt i indexarna 3.—6.
maste en viss forsiktighet iakttagas vid dragandet av slutsat-
ser.

Elimineringen av sdsongfluktuationerna.

S4 snart man erhdllit en serie normalsisongindexar,
har man mojlighet att sbka eliminera de normala sisong-
fluktuationerna ur den givna tidsserien. Ha rikningarna
utforts logaritmiskt, har man hirvid blott att frdn logarit-
men for utgangstalen subtrahera det motsvarande normal-
sisongindextalets logaritm. Vi ha sasongrensat sedelcir-
kulationens logaritmer In S si, att vi fran dem subtraherat
In x = logaritmen av sisongindextalet f6r den 16pande sju-
ars period, som har det ifrdgavarande &ret till mitt. Vid
periodens slut ha vi medelst lineidr interpolation mellan de
prognostiskt beriknade sdsongindextalens logaritmer for
perioden (1938 + 5) och sdsongindexlogaritmerna f6r perio-
den (1934 4 3) beriknat talen In x for dren 1935—37. Vill
man uttrycka de sdsongrensade serierna In S—In x i milj.
mk, har man blott att sld upp numeruslogaritmerna f6r dessa
tal.

1 diagram 11 ha vi 4skddliggjort den sidsongrensade se-
rien In S—Inx. Kurvan har ritats med stéd av talen {6r
den 31/3, 30/6, 30/9 och 31/12. I diagram II ha vi i storre
skala ritat den motsvarande ménatliga serien fér perioden
1920—37.

Diagram II och 12 dro virda ett grundligt studium.
Sammanstillda med andra ekonomiska tidsserier kunna
de giva en god inblick i de konjunkturméssiga variationerna
i Finlands niringsliv.
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EKONOMISK STATISTIK

Efterfragan pad jordbruksprodukter och dess
kianslighet f6r pris- och inkomstforandringar av
Herman Wold. Sthlm 1940. (SOU. 1940: 16. Jo.)

P& uppdrag av 1938 ars jordbruksutredning har fil. dr Herman Wold
utfért en virdefull undersékning av pris- och inkomstelasticiteten for
olika slags konsumtionsvaror, varvid huvudintresset koncentrerats pa
de animala jordbruksprodukterna mjolk, smor, igg samt kott och flisk.
D& denna undersokning #r av stort intresse savil ur metodologisk som
prispolitisk synpunkt, skola vi i det f6ljande férsoka giva en samman-
fattning av de viktigaste resultaten, varvid vi skola underkasta nagra
av de teoretiska resonemangen en kritisk granskning samt jimfora en
del av Wolds resultat betriffande inkomstelasticiteterna med motsva-
rande elasticiteter beriknade p& grundval av det material, som fore-
ligger 1 den finska levnadskostnadsundersokningen! av &r 1928.

Wold lyckas ge en dven ur pedagogisk synpunkt god framstillning
av elasticitetsbegreppet och de statistiska metoderna fér beridkning av
elasticitetstal. Det problem, som han stker angripa, formulerar han
populirt pa foljande sitt:

»Om man hojer priset p4d smor med 10 %, huru kommer efterfrigan
att reagera? Kommer smorkonsumtionen att minskas med 10 %, med

*F. 0. 8. XXXII. Sociala specialundersokningar 14. Levnadskostnadsundersok-
ningen 1928. A, Bokféringsfamiljerna i stéider och Ovriga bosittningscentra. Helsing-
fors 1936.
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5%, med 0 %? Och om inkomstnivin stiger med 10 %, hur mycket kom-
mer dd smorkonsumtionen att 6kas?»

Efterfrigeanalysens grundtanke idr att studera konsumtionens fak-
tiska storlek vid olika pris- och inkomstldgen i syfte att spidra upp regel-
bundenheter i det statistiska materialet, vilka kunna tolkas som ett sam-
band mellan 4 ena sidan priset och inkomsten, & andra sidan konsum-
tionen. Med ledning av det erhéllna sambandet kan man sedan upp-
skattningsvis beridkna, hur konsumtionen reagerar vid en tilltinkt
pris- eller inkomstindring.

Sambandet mellan konsumtionsindringen och pris- resp. inkomst-
andringen uttryckes pd ett enkelt sitt medelst s. k. elasticitetstal.
Elasticitetens talvirde anger graden av konsumtionens kinslighet for
pris- eller inkomstindringar. En priselasticitet pd 0,4 betyder silunda,
att en prishdjning pd 10 % medfor en minskning av konsumtionen med
c:a 0,4 X10 % =4 %. En inkomstelasticitet p& 0,35 betyder, att en inkomst-
Okning pa 10 % okar konsumtionen med c:a 3,5 %.

Wold redogor forst for det matematiska elasticitetsbegreppet och for
olika statistiska metoder for berdkningen av elasticitetstal. Med begag-
nande av det material, som star till buds i de svenska levnadskostnads-
undersokningarna av aren 1913, 1923 och 1933, beriknar han inkomstelasti-
citetstal for levnadskostnadsbudgetens olika huvudgrupper samt for
olika fododmnen. Slutligen studerar han ingdende inkomst- och pris-
elasticiteten for mjolk, smor, dgg samt kott och flask. Hérvid begagnar
han sig av konsumtionsféreningarnas marknadsstatistik.

Matematiskt uttryckt betecknar elasticiteten férhéllandet mellan en
infinitesimalt liten relativ tillvidxt i den beroende variabeln och den mot-
svarande infinitesimala relativa tillvixten i den oberoende variabeln:

(1) Ex)=—elx) == : — =—"—

Elasticiteten 6verensstimmer, sisom i formel (1) antytts, med for-
héllandet mellan tillvixten i logaritmen f6r den beroende variabeln och
tillvixten i logaritmen for den oberoende variabeln, under forutsittning
att tillvixterna #ro infinitesimalt sma. Om elasticiteten #r konstant,
har man

log &k, — log &,
@ £ ¢ logz, — logz,
oberoende av liget och storleken av tillvixten log x, —log x,. D& elasti-
citeten ej #r konstant, ger formel (2) ett medelvirde av elasticiteten
E (x) inom intervallen (x, x,). P4 grund av dessa egenskaper hos formel
2) dr det indamélsenligt att utfora efterfrigeanalysen i logaritmisk
skala och studera, huru logaritmen for konsumtionen beror av logarit-
men for priset och logaritmen for inkomsten. I den (dubbel)logaritmiska
skalan &askadliggoras konsumtionskurvor med konstant elasticitet av
rita linjer, elasticiteten anger kurvans vinkelkoefficient. Wold begagnar
sig konsekvent av dvergingen till logaritmisk skala.

D4a det giiller att beriikna elasticitetstal ur det statistiska materialet
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bhestdende av en serie summauhirande logaritmer for pris, inkomster
och konsumtionskvantiteter av en vara, har man att viilja mellan ett
flertal olika utjimningsformler. Problemet att vilja den limpligaste
formeln for den stalistiska bearbetningen av det foreliggande primiir-
materialet léser Wold med tillhjilp av en viilkiind matematisk sats.
Elasticiteten for en summa utgdr det med respektive addender som
vikter vigda medeltalet av de enskilda addendernas elasticitet i av-
seende 4 den betraktade variabeln. Hans berikningar visa, att av de
for elasticifetskoefTicientheriikningar [Oreslagna regressionsformlerna
blott den elementira enligt den s. k. minsta kvadratmetoden hiirledda
regressionsformeln ger till resuliat elasticitetstal, som approximativt
uppfylla del {eoretiska sambandet mellan elasticiteten for en summa
och de diiri ingdende addendernas elasticiteter. Detta samband utnyttjar
Wold dven som en formel for berikning av elasticitetstal fria fréin ett
systematiskt fel harrorande fran en s. k. skiktningseffekt. Skiktnings-
effekten uppkommer, nir primirmaterialet iir inhomogent, d. v. s. om
spridningsdiagrammets form péaverkats av andra med den oberoende
variabeln (inkomsten) korrelerade variabler (barnens antal och alder i
olika hushall). Med tillhjilp av skikiningseffekten undersoker Wold den
amerikanska och den tyska skalans anviindbarhet for beridkningen av
antalet konsumtionsenheter i ett hushall. Han finner, att den ameri-
kanska skalan (barn 0—3 ar 0,15, 4—6 #4r 0,4, 7—10 ar 0,75, 11—14 ar 0,9,
min dver 14 dr 1,0, kvinnor 6ver 14 ar 0 konsumtionsenheter) over-
skattar barnens betydelse for storleken av utgifterna for foda och bo-
stad, men ger ett relativt gott resultat betriiffande skodon och klider.
Den tyska skalan, som ger barnen en mindre vikt (barn 0—3 &ar 0,1,
4—6 dar 0,2, 79 ar 0,3, 10—12 &r 0,4, 13—14 &r 0,5, 15—16 4r: miin 0,7, kvin-
nor 06, 17—18 dr: miin 09, kvinnor 0,5, 19 ir och dirdver: miin 1,0, kvin-
nor 0,8 konsumtionsenheter), ger en riktigare bild av fodautgifternas
stegring med barnantalet vid konstant realinkomst, iin den amerikanska
skalan. For bostadsutgifternas vidkommande méste man anvinda en
skala, som ger en dnnu mindre vikt iin den tyska &t de yngre barnen,
for att fi skiktningseffekten att forsvinna. Han finner sdlunda, att man
striingt taget borde anviinda olika skalor beroende péi vilken utgiftspost,
som skall reduceras med hédnsyn till antalet konsumtionsenheter i hus-
héllet. Om man 6nskar anviinda en enda skala, bor denna nirmelsevis
overensstimma med den tyska skalan.

Av stort intresse iiro diven Wolds anmiirkningar angfiende sambandet
mellan inkomstelasticiteten 7, och priselasticiteten e,, fér samma vara.
Med utgingspunkt frin det niira till hands liggande antagandet att kon-
sumtionen av en vara forblir oforindrad, om samtliga varupris stiga i
samma proportion som inkomsterna, hiirleder han formeln:

(3) .E1=€u+812+"'+81n..

Formeln sdger, att en varas inkomstelasticitet ir lika med summan av
varans priselasticitet i avseende 4 de olika forekommande varuprisen.
Om varorna dro inbérdes oberoende i efterfrigehiinseende iiro »kryss-
elasticiteterna» e,;=0, da j iir olika 1, varfor i detta fall I, —e,,. Pris-
elasticiteten for en i efterfrigehiinseende fristdende vara dr silunda till-
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nidrmelsevis lika med dess inkomstelasticitet. Om varuslagen V,, V,, V7,
bilda en fristiende substitutionsgrupp ér e,, <0, e,;, <0, e,;=0 for j > 3,
varfor i sa fall e, =FE,—e,,—e,;, > E,. Antagandet om oberoende i
efterfrigehinseende utgor ett idealfall, som knappast fullstindigt kan
realiseras. Av hinsyn hértill kan man foérvinta, att priselasticiteten e,,
alltid skall visa sig vara storre dn inkomstelasticiteten.

Pa grundval av Kooperativa Forbundets marknadsstatistik for Kon-
sumtionsforeningen Stockholm med Omnejd dren 1925—38 har Wold fun-
nit de i foljande tabell sammanstidllda pris- och inkomstelasticiteterna:

Tab. 1. Pris- och inkomstelasticitet for angivna jordbruksprodukter.

6111;:&1:;:; Priselasticitet
8., (1) ) SR 0,25 0,2 &4 0,3
Kott och flask..... 0,48 ca 0,7
Aop . vvsmncinmess 0,53 ca 1,0
Smér och margarin 0,25 0,4 2 06
Smér............. | 0,42 a) 0,74 08b) 14415

a) Di forhdllandet mellan smorpriset och margarinpriset #r konstant.
b) D4 margarinpriset ir konstant.

Resultaten synas sidlunda bekrifta riktigheten av satsen, att priselasti-
citeten dr storre dn inkomstelasticiteten.

Detta resonemang, si bestickande det in kan forefalla, ar likvil, sa-
som vi i det f6ljande skola bevisa, 1 nigon mén i behov av komplettering
och korrigering.

Vad formel (3) betriffar férbiser Wold vid formelns hiirledning vill-
koret, att iven kassahdllningen bor utveckla sig proportionellt med in-
komsterna eller nirmare bestimt, att utgifterna bora utveckla sig
proportionellt med inkomsterna. Vid snabba generalprisnivafordand-
ringar ar detta i regel ej fallet, varfor formel (3) stringt taget icke
giller under det dynamiska hindelseférloppet vid en prisnivaforskjut-
ning. Ett beaktande av variationerna i normalhushallets bruttoférmo-
genhet och dess sammansittning samt i utgifterna for reklamindamaél
skulle vara nodvandigt for en uttommande formelméssig beskrivning
av efterfrigans beroende av olika ekonomiska variabler. Beaktas varia-
tionerna i konsumenternas lagerhillning, bli koparnas framtidsfor-
vantningar betriaffande prisutvecklingen av visentlig betydelse for efter-
fragans storlek. Det 16nar sig nimligen f6r konsumenterna att éka sina
lager, ifall priset pd en vara vid den tidpunkt, dd lagret konsumerats,
dr stérre dn nupriset okat med lagringskostnaderna intill denna tid-
punkt. Om en generalprisstegring anteciperas av konsumenterna, 6kas
dirfor efterfrigan pa lagringsbara produkter, iven om samtliga pris
utveekla sig proportionellt med inkomsterna, Ifall man i stillet for
penninginkomsterna betraktar penningviirdet av de under en viss period
faktiskt konsumerade nyttigheterna, medelprisen for dessa varor enligt
anskaffningspris plus lagerkostnader och i stillet for de under den
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ifrdgavarande perioden inképta varorna betraktar konsumtionens stor-
lek, torde likheten (8) vara i det nidrmaste korrekt dven under sjilva
prisniviforskjutningstiden. Om den betraktade perioden ir tillrickligt
ldng, kan man bortse frin variationerna i hushéllets bruttoférmégenhet
och dess sammansiitining, varfor formeln (3) nirmelsevis giiller for
langtidselasticiteterna.

Vad betriiffar fragan, huruvida priselasticiteten e,, alltid ir storre iin
inkomstelasticiteten %, ha vi funnit, att denna relation i regel ej giiller
for varuslag, vilkas inkomstelasticitet dr storre dn 1, d. v. s. for de
lyxbetonade varorna. Om ¥, betecknar en kvantitetsindex for en grupp
nédviindighetsvaror, p, motsvarande prisindex, V, samtliga évriga va-
rors kvantitetsindex och p, deras prisindex, sid giller, nir normalhus-
héllets utgifter och inkomster iiro konstanta:

U=p,V,+»,V,=konstant,

varav genom elasticitetsberdkning i avseende 4 priset p, fés

dlog U
;ilo(g;pl == en) ey — ey ="0;¢,=p, V)/U,c; =p, V/U
d. v. s
(4) €3, = 2(1 — e,,) och analogt e, = 2(1 — e,).
Co ¢,

Ur formel (3) och (4) fis i detta fall

4

(5) Ey = ey + €3 = €9 + 0—;(1 - 31.1)
C

(6) E =e;+es=¢;+ ;2(1 — €y).

1

Priselasticiteten e,;, for en varugrupp dr siledes alltid mindre #n in-
komstelasticiteten E, for samma varugrupp, om priselasticiteten for de
till den betraktade gruppen icke horande varuslagen dr mindre dn 1. D4
priselasticiteten for nodviindighetsvarorna #r mindre én 1, dr siledes
priselasticiteten for lyxvarorna i regel mindre in inkomstelasticiteten
for dessa varor.

Annu en omstindighet kan vara vird omnimnande i detta samman-
hang. Priselasticiteten

Alog V, , . . . .
ey, = —~——— (vid konstant utgift U och konstant pris p,) ir dcke
A log p,
identisk med realpriselasticiteten &,
_ Alog V,

&= g o (vid konstant utgift U och konstant generalprisniva P).

) - . . c
Vi ha nimligen, som man litt kan bevisa: &, = e —iem,
2

202



LITTERATUR 221

- C . -
(7) €11 = €31 — c_:(El —ey)=ey +ep—1= €99 .

Ur formel (6) och (7) kan man bl. a. utlisa foljande olikheter:
Om e,, dr storre 4n 1, dr e,, >e,, > K.

Vid en statistisk analys dr det litt att férvixla priselasticiteten e,; med
realpriselasticiteten e¢,;. Hirigenom komme man att i ndgon mén over-
skatta differensen mellan priselasticiteten och inkomstelasticiteten.

Av stort intresse éir dven fragan angdende skillnaden mellan korttids-
och langtidselasticiteten hos konsumtionen av en vara i avseende & in-
komstférdndringar. Wold finner, att for de icke kontraktbundna utgif-
terna korttidselasticiteten dr storre an ldngtidselasticiteten. Olika varu-
slag visa sig besitta olika troghet vid den impuls till konsumtionsfér-
dndring, som en inkomstforindring innebir. Ett liknande fenomen in-
traffar vid prisfordndringar. P4 grund av att prisforindringarna i
regel anteciperas av konsumenterna, uppkommer vid en serie isolerade
prisstegringar ett ganska kompliceratl sviingningsfenomen i efterfrigan
péd konsumtionsvaror. Sisiniimnda problemkomplex forbigir Wold lik-
vil med tystnad.

Den klassiska efterfrigeanalysen bygger pd antagandet att elasti-
citetstalen skola visa sig vara ndrmelsevis konstanta vid olika inkomst-
och prisliigen. Wold varnar visserligen lisaren pi ett par stillen for
att draga for lingt giende slutsatser pd grundval av de erhéllna elasti-
citetstalen, som egentligen blott giilla for inkomst- och prisligen i nér-
heten av medelviirdena for de 1 det utnyttjade primirmaterialet fore-
kommande inkomst- och prisligena, men han kunde girna ha #gnat
fragan om elasticitetstalens variation med inkomsterna och prisliiget en
storre uppmiirksamhet. I sjilva verket iir antagandet om konstanta in-
komstelasticiteter for samtliga varuslag en matematisk orimlighet, eme-
dan i sa fall utgifterna for de varuslag, vilkas inkomstelasticitet &r
storre in 1 med vixande inkomst, skulle bli storre in sjilva inkomsten.
Konsumtionen av nédvindighetsvaror okar vid mycket smé inkomster
per konsumtionsenhet ungefir proportionellt med inkomsten samt niir-
mar sig vid viixande inkomst ett dvre grinsvirde. Detta innebir, att
nidviindighetsvarornas inkomstelasticitet varierar frén ett tal i niirheten
av talet 1 mot talet 0, di inkomsten varierar frian mycket sma till hoga
varden. De lyxbetonade ulgifterna forekomma i budgeten forst fran
och med en viss minimi-inkomst, for att med stigande inkomstniva vixa
till dess de omfatta storsta delen av utgifterna. De lyxbetonade varor-
nas inkomstelasticitet avtager sdlunda frin ett mycket hégt viirde vid
det inkomstlige, dd de férst upplrida i budgeten, mot viirdet 0 eller 1
beroende pd, om def ifrigavarande lyxbetonade behovet kan tillfreds-
stiillas iinda till miittnad eller icke. Priselasticiteterna iiro ej heller nigra
konstanter, utan viixa frin virdet 0, di priset édr =0, mot griinsviirdet 1
eller oiindligt stora virden beroende péi, om varan ir en absoluf ndéd-
viindighetsvara eller icke. Vill man taga hiinsyn till dessa omstiindig-
heter, har man att ligga efterfrigeanalysen pd en annan grundval édn
den klassiska elasticitetskoefficientens.

203



222 LITTERATUR

Av det material, som Wold analyserat angdende iiggkonsumtionens
variationer, framgdr klart, att priselasticiteten ej éir ndgon konstant vid
olika realpris. Hans spridningsdiagram antyder, att priselasticiteten
viixer {. 0. m. snabbare iin realpriset.

Att doma av det statistiska material, som foreligger i den finska lev-
nadskostnadsundersiokningen av ar 1928, torde man relativt vil kunna
framstiilla sambandet mellan utgifterna och inkomsterna per normal-
hushéll for en nédviindighetsvara medelst algebraiska uttryck av den
enkla formen

R SR 1 )
’E(x)_x+a—1 (o)’

(I) w(z) = u()

Talet u () betecknar det grinsvirde, utgiften for den betraktade varu-
gruppen niirmar sig, di hushédllets inkomst x viixer over alla grinser.
Talet @, som bestimmer den hastighet, med vilken utgiften u (x) niir-
mar sig mititningsgrinsen % (x) och elasticiteten Z (x) gransvirdet 0,
beror av varngruppens prisindex p, denna prisindex’ relation till 6vriga
varors prisindexer, hushdllets sammansiittning m. [I. omstiindigheter.
k (x) =u (x) / p utgdr en index éver den konsumerade kvantiteten av det
betraktade varuslaget eller varuslagen,

De s. k. relativa lyxvarorna ha en efterfrigefunktion, som i regel vil
kan framstillas i formen

T—Tp _a L
(I7) u(x) u(oo)x+a, E(x) m+a+w—xo'

Talet x, betecknar den minimi-inkomst, som iir nodviindig for att hus-
hédllet skall efterfriga de betraktade relativa lyxvarorna. De relativa
lyxvarorna likna nodviindighetsvarorna diiri, att hushdillets utgifter for
dem nirmar sig en miittningsgrins « (=), di inkomsten x viixer éver alla
grinser.

De specifika lyxvarorna betalas medelst den del av inkomsten, som
blir dver, niir de mittningsbara behoven forst tillfredsstiillts. Det ar
diirfor naturligt att vinta sig, att efterfrigefunktionen for de specifika
lyxvarorna kan skrivas i formen

x, + @

Zo
+
&+ a

x+a z—x

£ . Ex)=1+

(I1T) u(x) =c(x — o4

x) =cx

¢ betecknar den briikdel av totalutgifterna, som de betraktade specifika
lyxutgifterna nirma sig, di totalutgifterna viixa over alla griinser.

Om flera olika varuslag tilifredsstilla ett likartat behov, sisom smor
och margarin, har hela substitutionsgruppen i regel en efterfrigefunk-
tion av typen I, medan de i gruppen ingdende relativa lyxvarorna iiro
av typen II. Surrogatvarornas efterfrigefunktion torde dirfor i regel
kunna vil framstiillas som skillnaden mellan en efterfridgefunktion av
typen I och en efterfragefunktion av typen II,
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Tab. 2. Ndrmeformler for sambandet mellan utgifterna och inkomsterna
per normalhushdll om 3,4 amerikanska konsumtionsenheter. Arbetare
och ligre tjinstemannahushdll.

|
|
}

16 — 41288. Ekonomisk tidskrift 1941. N:r 2.
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Utgifter per normalhushall Inkomstelasticitet
Utgiftsgrupp Finland ar 1928 Finland 1928 |Sverige
x 1933
Formel u(x) | (20) | u(40) | % (60) E(20)| E (40)| E(60)|H. Wold
Foda, animalisk och 26 x "
vemotaBIlsk ; 5o = 10 200/ 14 600| 17 140| 0,60 | 048/ 0,34| 0,37
L. . 16z
Animalisk foda ... 5 600| 8600| 9900| 0,65 0,48/ 0,88 0,39
x + 87
- . 26 x 16 x
Vegetabilisk foda. . w18l z+aT 4 600| 6000/ 7 240( 0,54 0,86 0,28 0,33
- 49z
Mjolk och gridde . — 2080 2900/ 3380 0,57 | 0,40 0,31 0,27
x + 27
2(x—10)
i o 626
Gridde....... z 1 100 200 500 1,88 1,05 0,83 1,08
Mj5lk 492 2x—10) | gool 9400 2755 046 | 026 019 0,08
211 2127 24100 ¥ y N ’
Bl T, & Bz 1670| 2180| 2416| 046 | 00 0,22 0,34
febt............ | z+ 17 ’ » » ’
Smé L2, 1240 1770 2087 060 | 043 0.3 0,67
PO os 5 sjeve s v s Z+ 30 X " ; X
31x 3,1z
rgari fett .| ———— — — 349| 0,06 |—0,03|—0,44| —0,88
Margarin och fett 17 @+ 30 430 410 A 5
0,28 (x —10)

............. = 175 > > :4 $)
Ost T 70 140 1,60 0,67 0,45 0,30
. 0,80 (x — 10)

............. A 500| 1, , y4 1
Agg T 200 400 1,50 | 0,671 0,45 0,5

5[ —
Kétt, farskt. . .. .. 2@ —9) | 1000 1700 2000 1,35 | 0,40 0, 0.9
x+ 10
1,8{@x — b)
L vAmE 944
Tobak.......... e 416) 741 1,08 | 0,67 0,52 0,94
Beklidnad . .. .... Sz 1500| 3700| 5500 1,80 | 1,18| 0,08
x4+ 160
35 0%
Skodon.......... —_— 795 1296 1640| 0,77 | 0,63 0,58
x -+ 68
54 (x—6)
Bostad .......... =+ 290 2610{ 5730 8485 1,27 1,02| 0,92 1,26
Inventarier ... ... Grain=10) 400 2000 4286 2,80 | 2,00 176 1,41
(x + 80)
Totalutgifter. . ... a [ 20 000| £0 000| 60 000| 1,00 | 1,00 | 1,00 | 007
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Beridkningen av de obestimda parametrarna u (), a, x, och ¢ ur det
foreliggande statistiska materialet med tillhjélp av en formel hirledd
enligt den s. k. minsta kvadratmetoden ir ganska arbetskridvande. Ett
praktiskt taget lika gott resultat erhilles pa féljande enkla sdtt. Man
utjimnar forst grafiskt den kurva, som sammanbinder de punkter u,,
vilka representera medelutgiften for det betraktade varuslaget for en
grupp likartade hushill med medelinkomsten x. Man avliser fran denna
utjimnade kurva tre funktionsvirden (u,, x,), (4, x,), (¥, x,), samt be-
stdimmer de obestimda parametrarna sd, att kurvan « (x) gdr genom
dessa tre punkter. Enligt teorin for de linedra substitutionerna veta vi,
att, da u (x) lyder formeln (II), ir:

wlz) —uy wg—uy F—@ 33—,
) — uy Uy —uy B — Ty Ty — Xy

Genom att hyfsa denna likhet s&, att u (x) blir en explicit funktion av x,
far man de stkta viirdena u (), @ och x,, ormeln I iir blott ett special-
fall av I med x, =0. Ifall % (x) iir av typen IIL, éir « (x) / x av typen IL

I tabell 2 ha vi sammanstillt resultaten av ett forsok att berikna
nirmeformler for sambandet mellan utgifterna och inkomsterna per
normalhushill inom olika vilstindsgrupper. Materialet hinfér sig till
arbetare och hefattningshavare i Finland med en medelutgift ar 1928 pa
27700 mk. Normalhushdéllet bestod av 3,40 amerikanska konsumtions-
enheter. Som penningenhet anvindes i formlerna 1000 mk av 1928 ars
penningvirde. Vi ha vidare anfort utgiftsfunktionernas och de motsva-
rande elasticitetsfunktionernas virden, dd inkomsten x =20, 40 och 60
tusen mk. I den sista kolumnen ha vi antecknat de av H. Wold berik-
nade motsvarande inkomstelasticiteterna (tab. 12, sid. 105, arbetare och
ldgre tjinstem#n 1933). Hans elasticitetstal ligga ofta emellan elasti-
citetstalen E (40) och E (60), antydande att den svenska medelinkomst-
nivan (4200 kr.) skulle motsvara en inkomst pd c:a 50 tusen mark per
normalhushéll, d. v. s. en viisentligt hégre inkomstniva dn medelinkomst-
nivén i det finska materialet (x =28). Aven olikheterna i varornas rela-
tiva dyrhet i Finland och Sverige ha férskjutit elasticitetstalen i for-
hallandet till varandra.

Forutom pi grund av inkomstnivéing hojd och prisliget piverkas in-
komstelasticiteten av sysselsiittningens art, bosittningsorten m. . om-
stiindigheter. F'or att belysa sysselsittningens inflytande ha vi i tabell 3
antecknat formler, som beskriva [odautgilternas beroende av in-
komsterna for normalhushéll hiinforda till grupperna 1) arbetare, 2) be-
fattningshavare, 3) arbetare och befatiningshavare samt 4) tjinstemiin
vid den finska levnadskostnadsundersskningen av dr 1928,

Fodautgifterna stiga sdledes kinnbart, d4 hushdllets huvudman har en
sysselsdttning, som kriiver storre fysiska anstringningar. Ur metodo-
logisk synpunkt dr det av intresse att konstatera, att sammanforandet
av arbetare och befattningshavare till en enda hushéllsgrupp ger upp-
hov till ett skiktningsfel, som dstadkommer, att inkomstelasticiteten for
hela gruppen beriknad pa grundval av spridningsdiagrammet blir ligre
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Tab, 3. Fodautgifterna per normalhushadll vid varierande vélstdnd.

| | Utgifter i 1000 mk Inkomstelasticitet
Hushéallsgrupp | - —
w(@ | u(20) | w(40) | u(80) | E(@) | E(20)| E40)| E(60)
28 x 34
Arbetare .. .v..cici.505:5 7+ 34 10,5 15,3 ‘ 17,9 =t 31 0,63 0,46 0,36
; 27T 36
Befattningshavare........ =+ 36 9,6 14,2 16,8 =+ 36 0,64 0,47 0,37
Arbetare och befattnings-| 26 = 31
RAVALO! s, 2 o:ve 5 oiwie=s « w5151 5 % x -+ 31 102 Lo 17,1 2+ 31 L 0,48 0,84
. 26 x 40
Tjénstemiin ............. T 4 87 | 13,1 | 15,6 %+ 40 0,67 0,50 . 0,40

in for arbetare och befattningshavare skilt for sig. Wold har ej beaktat
denna felkiilla vid sina berikningar.

Den uppgift dr Wold haft att 16sa, har blott varit att berikna efter-
elasticiteten for en del viktiga jordbruksprodukter och icke att under-
soka efterfrigeproblemet i hela sin vidd. De hir framstillda anmiirk-
ningarna iro diirfér niirmast att uppfatta som en komplettering av hans
mycket virdefulla och intressanta undersékning.

Leo Tornquist.

RATTELSE.

A sid. 147 rad. 20—21 uppifrdn stdr prisstegringsgenerande, lis prisstegrings-
genererande.
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EFTERFRAGEANALYS OCH EKONOMETRISKA FORSKNINGS-
METODER

HERMAN WoOLD i samarbete med ILARS JUREEN: Demand Analysis. A Study
in Economeirics. Almqvist & Wiksell. Stockholm 1952. John Wiley & Sons Inc.
New York 1953. 358 sidor.

Professorn i statistik vid Uppsala universitet HERMAN WoOLD har, efter ett
ihirdigt arbete under tolv ars tid, publicerat en bok, som sden omdémesgilla
forskningen ar tvungen att taga hiinsyn till, darfér att den bygger pa en djup
och langsamt foérvarvad insikt inom det omrade den behandlar (citat fran
Ragnar Granit, »En ung mans vag till Minervas, sid. 30, vilket forf. satt som
motto Gver sitt i slutet av boken samlade fotnotsmaterial).

Boken utgor ett resultat av ett samspel mellan empirisk forskning och skarp-
sinniga teoretiska resonemang med #ndamaélet att finna nya metoder for att
analysera statistiskt material av det slag man maste bearbeta vid empirisk efter-
frageanalys.

Till bokens teoretiska apparatur hér harvid férutom en fullt genomarbetad
version av den klassiska pristeorin, teorin for regressionsanalys, teorin fér sta-
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tionara stochastiska processer och en inledning till en teori fér rekursiva kausala
utvecklingsforlopp.

Vid bearbetningen och analysen av det vidlyftiga empiriska iakttagelse-
materialet har en av prof. Wolds férra elever, LARS JUREEN, numera direktor
for Svenska Statens Jordbruksniamnds marknadsforskningsbyra, varit honom
behjalplig.

Bokens teoretiska del utgér en syntes av alla viktiga forskningsresultat pro-
fessor Wold och hans elever tidigare presterat, i regel publicerade som special-
undersokningar for experter i matematisk statistik. Stillvis ha nya komplette-
rande analyser gjorts av de synpunkter och resultat som sedermera visat sig vara
speciellt [ruktbarande.

Wolds bok ar vil lampad som lirobok i ekonometrisk och statistisk forsk-
ningsteknik pa det mera avancerade stadiet. Men ocksa undervisningen i national-
ekonomi kan utnyttja valda delar av boken. Hans analys av tillimpningsom-
radet for minstakvadratmetoden och den klassiska regressionsanalysen kan med
fordel inarbetas i den elementira statistikundervisningen.

Vid ett grundligt studium av boken finner man en méngd detaljer, som kriava
en ingdende kunskap om den roll de behandlade fragorna spelat i den ekono-
metriska litteraturen f6r att man fullt skall kunna uppskatta den speciella finess
varmed de behandlats eller sasom i manga fall skett inordnats som ett 6vnings-
exempel till ett kapitel i boken.

P4 grund av den rika variationen av fragekomplex av olika svarighetsgrad
och den mycket lattfattliga framstallningen av fragor, som kunna behandlas
utan en tung matematisk apparat kan en liasare, som icke later sig forskricka
av de mera avancerade partierna, finna mycket han kan tillgodogéra sig, aven
om hans férkunskaper ej aro tillrackliga for att han skall begripa boken i dess
helhet.

En intressant fraga inom omréadet for den klassiska pristeorin dr huruvida
de empiriska efterfragefunktionerna kunna antagas vara sadana, att de sta i
strid med hypotesen att det existerar en preferensfunktion ur vilken alla de be-
traktade efterfragefunktionerna kunna harledas med tillhjialp av principen att
maximera preferensfunktionen under tillaggsvillkoret att budgetlikheten in-
komst = utgift ar uppfylld.

Wold anser sig ha lyckats bevisa, att ifall en konsuments efterfragefunktioner
bilda ett entydigt bestimt motsagelsefritt system, ocksa en preferensfunktion
definierande indifferensytorna f6r denna individ existerar. Andra forfattare
(Samuelson, Houthakker) betvivla riktigheten av detta pastdende. Fér markna-
den i sin helhet existerar ddremot enligt Wold i allménhet icke nagon preferens-
funktion ur vilken marknadens efterfragefunktioner kunna harledas.

Min stindpunkt i denna kontrovers kan sammanfattas i féljande férmodande.
Det finnes icke nidgon praktisk mojlighet att motbevisa hypotesen om existensen
av en preferensfunktion med de 6nskade egenskaperna, enir de empiriska efter-
fragefunktionerna icke kunna bestdmmas med en sddan exakthet att icke nagot
system taget fran det fantastiskt flexibla system av system av efterfragefunk-
tioner, som kunna harledas ur en generell preferensfunktion med tillhjalp av den
betingade maximeringsprincipen, icke skulle kunna beskriva det observerade
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statistiska materialet lika val som de efterfragefunktioner som fixerats utan
avseende fast vid fragan huruvida det erhéllna systemet kan harledas ur en
hypotetisk preferensfunktion eller icke.

Ifall man salunda av forkarlek for en matematiskt elegant syntes onskar utga
ifran att det existerar en preferensfunktion av det slag som den klassiska pris-
teorin antagit, kan det tillgingliga statistiska materialet icke »tvinga» forskaren
att franga denna hypotes sisom varande irrealistisk. A andra sidan finnes det
naturligtvis icke heller nagon mdjlighet att »bevisas att efterfragefunktionerna
aro integrabla till en preferensfunktion.

Man har i detta fall att géra med en akademisk stridsfraga, som envar kan
taga stallning till enligt sin personliga preferensfunktion.

Personligen ar jag bojd for att palagga det system av niarmeformler som till-
delas uppgiften att giva en ideal statisk beskrivning av ett forefintligt statistiskt
iakttagelsematerial angdende efterfragans variation vid variationer i inkomster
och priser, kravet att detta system skall kunna integreras till en preferens-
funktion, utan att harvid alls bekymra mig 6ver den filosofiska fragan, huruvida
efterfrigefunktionerna i det hypotetiska fall, da inga storningar av mer eller
mindre slumpmaissig karaktar skulle ha inverkat pa iakttagelsematerialet, aro
integrabla eller icke. Icke heller bekymrar mig fragan huruvida den erhillna
preferensfunktionen f6r hela marknaden kan tolkas som en funktion de
handlande subjekten medvetet forsckt maximera under de tillaggsvillkor, som
nodvandigtvis maste vara uppfyllda. Det erhéllna systemets frihet fran in-
konsekvenser och dess matematiska elegans skulle vara en tillrdcklig motivering
for att genom detta extra krav i ndgon man begransa flexibiliteten i det anvinda
systemet av narmeformler. I praktiken maste man i varje fall néja sig med sa
grova uppskattningar av de obestdmda parametrarna i formlerna, att det strangt
taget icke blir aktuellt att gora ett verkligt val mellan integrabla och icke inte-
grabla efterfragefunktioner.

Ifall man ater icke vill noja sig med den pa sitt och vis statiska modell den
klassiska pristeorin utarbetat, utan i stillet 6nskar fa en dynamisk modell som
aven beaktar de slumpartade elementen i den utvecklingsprocess som konsum-
tionen, inkomsterna och prisen beskriva, saknar fragan angaende efterfragefunk-
tionernas integrabilitet allt intresse, emedan i detta fall sjalva existensen av efter-
frigefunktioner av den matematiskt stringa karaktar, som den klassiska pris-
teorin opererar med blir ifrigasatt redan forran sjilva analysen borjats. I en
saddan modell méste man niamligen operera med sannolikhetsférdelningar beskri-
vande interkorrelerade stochastiska processer.

For att 6verga till mindre hégt flygande fragor skall jag géra nagra anmark-
ningar om de inkomst- och priselasticiteter Wold opererar med i sin undersok-
ning.

Wolds analys av sambanden mellan olika inkomst- och priselasticiteter torde
kunna vasentligt f6rdjupas genom att ocksa studera de elasticiteter som beskriva
efterfragans variationer vid variationer i kvoten mellan prisindexen fér en varu-
grupp och prisindexen samt utgiften for en stérre varugrupp till vilken den be-
traktade varugruppen pi ett naturligt satt kan hanféras. Genom att begagna sig
av ett dndamaélsenligt system av grupper och undergrupper samt genom att vid
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detaljanalysen av efterfragan lata totalutgiften [6r gruppen spela samima roll
som inkomsten = totalutgiften spelar i Wolds analys, torde man fa ett fastare
grepp pa efterfragefunktionerna och deras elasticiteter 4n om man icke begagnar
sig av ndgra mellanled mellan den betraktade undergruppen och totalkonsum-
tionen.

I detta sammanhang vill jag uttrycka ett svagt missndje 6ver forfattarens
beslut att lata den bekvama termen realpriselasticitet sdegenereray till en syno-
nym till priselasticiteten med avseende 4 variationer i det nominella priset. Detta
intraffar om man identifierar realpriselasticiteten med den partiella derivatan av
logaritmen for efterfragefunktionen i avseende & logaritmen f6r kvoten mellan
den ifragavarande varans pris och prisindexet f6r totalkonsumtionen (med
ombytt fortecken).

1 motsats till vad som éar fallet d4 man beriknar elasticiteten med avseende &
nominalpriset, kan man likval icke tanka sig att endast ett realpris kan variera
utan att samtidigt nagot annat realpris forandras, detta emedan en prisférandring
pa en vara dven forandrar prisindexen f6r totalkonsumtionen. Detta faktum
kan utnyttjas for att motivera att realpriselasticiteterna icke definieras pa ett
satt som ar direkt kopierat fran definitionen av nominalpriselasticiteten.

Ett realpriselasticitetsbegrepp anpassat for det fall dar man 6nskar beskriva
variationen i efterfragan som en funktion av endast fvd variabler, namligen den
ifrdgavarande varans pris och realinkomsten, utgér kvoten mellan minskningen i
efterfragans logaritm vid konstant realinkomst och tillvaxten i logaritmen for
realpriset. Denna kvot har jag i en recension av ett tidigare arbete av Wold i
Ekonomisk Tidskrift, arg. 43 (1941), betecknat som realpriselasticitet,

I samband med det teorem som fastslar att realpriselasticiteten enligt Wolds
terminologi 4r en synonym till den nominella priselasticiteten anméarker Wold
att jag kallat en storhet, som han kallar elasticiteten med avseende 4 nominal-
priset vid en kompenserande variation i ett annat pris, for realpriselasticitet.
Olyckligtvis har i den formel han i detta sammanhang anfér insmugit sig en liten
lapsus, som leder till det humoristiska resultatet att jag skulle ha kallat ett tal
identiskt = 0 for realpriselasticitet. Den korrekta formeln lyder:

* %

i
ep; @ = ep; Qp — Eer)ij 5 Hi :piQisx/:ijj'

Om man som Wold av ett férbiseende sitter j = %, d.v.s. identifierar den
varugrupp Q vars priselasticitet studeras med den varugrupp Q; vars prisfot-

*%
andring kompenserar prisforindring i priset p,, fas resultatet ep @ =0.

Min »rrealpriselasticitety hanforde sig till specialfallet ), = @, , x =X
Om en prisstegring pa andra varor har en tendens att 6ka konsumtio-

* %
nen av den betraktade varan (ifall dess pris forblir oférandrat) ar ep; Qi >
ep; @);. Den praktiiska betydelsen av detta resultat ligger i att man vid en
regressionsanalys vid vilken endast realpriset p; = p, /P och realinkomsten
4 = j1/P begagnats som forklarande variabler, i regel torde fa ett narmevirde

for ;,;.. Q; och icke for e,; Q; , som Wold synes formoda. Om samtliga varors
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realpriser inga i regressionsformeln far man naturligtvis i princip ett ndrme-

varde for ep,; Q; » ehuru detta icke ér sikert da tillaggsvillkoret 2'x; d log p, =0
kan vintas dstadkomma komplikationer for den statistiska regressionsanalysen
(kollinearitet), som férhindrar konsistenta narmevirdena for ep, Q.

Wold begagnar sig pd ett flertal stillen av det system f6r approximativ
beskrivning av efterfragefunktionernas form, som jag i min niamnda recension i
Ekonomisk Tidskrift, sid. 216—225 av ett av hans tidigare arbeten om efter-
frageanalys utnyttjat. Detta system har han emellertid icke godtagit i sin hel-
het utan han har féredragit att utelamna den typ, som jag féreslagit for under-
lagsna varor, exempelvis margarin, vilka varor vid stigande vilstind undan-
trangas av »bittres varor tillfredsstillande ett liknande behov, t.ex. smor.

Mitt ursprungliga forslag utgjorde att man skulle berikna efterfragefunk-
tioner for underlagsna varor sdsom skillnaden mellan efterfragefunktionen d, (u)
for hela den betraktade varugruppen och efterfragefunktionen d, (u) f6r den
grupp som aterstdr da den underlagsna varan utelimnas.

Om hela gruppens efterfragefunktion nirmelsevis kan framstallas medelst
den brutna lineara funktionen av valstandsnivin y:

() = dy (o0) BB < 0, >0

ptp A

typisk for nodviandighetsvaror, och efterfragan pa de »battres varorna i gruppen
medelst funktionen:

ol )
dy (@) = d, (0) — 5 Mo >0, B, >0
b %+ P Ho pa
i6ljer harav med logisk nodvandighet att efterfragan pa den underligsna varu-
gruppen dy (§) = d; (u) — d, (u) kan approximeras medelst funktionen:

dy () = dy (c0) + —22 . _ W
a o+ pa p= By

dar
Vo = da (00) (Moo -+ 52): Y1 = d; (0) (e + ﬂ])
och
ds (00) = dy (30) — d, (00).

Wold har antingen icke godtagit detta forslag eller forbisett detsamma, enar
han i stallet for detta resultat, begagnar funktioner av typen:

dy (o)

dd(,u') = 1"
=P

» Pa>0

d.v.s. en modifikation av formlerna fér nodvandighetsvaror, som niarmeformel
for efterfrigan pa underliagsna varor, utan att han explicit pApekar att denna
modifikation icke ingick i mitt ursprungliga system.

Formeln d, (u) har tvenne trakiga svagheter. Den antager vardet oo for
M = B; > 0 och saknar ett s»vilartaty maximum innanfor det relevanta inkomst-
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omradet. Ifall Wold ej velat godtaga nidrmeformler av typen d, (u) foér under-
ldgsna varor, nagot som &r svart att motivera, med hénvisning till svarigheter
att berdkna alla parametrarna dy (00), ¥5 fla 1, i direkt fran det empiriska
materialet, da detta icke alls ar ntdvandigt, d4 de kunna berdknas sia snart
parametrarna i de enklare funktionerna d; (u) och d, (u). vilka funktioner i och
for sig aro minst lika intressanta som efterfragefunktionen d; (u), beriknats,
skulle han ha erhallit ett battre resultat genom att utvidga anviandningsomradet
for min nidrmeformel for efterfrigan for specifika lyxvaror:

e — ol
s+ B

aven till att omfatta »specifikt underldgsna varor» genom att i detta fall lata y,
vara storre d4n g. Denna funktion har for u < po ett ovilartaty maximum f6r y =

d(u) =xu

\/ Mo fi - FOr u > o har man att sitta d (u) = 0, emedan u, for specifikt under-
lagsna varor anger icke sasom for lyxvarorna den ligsta inkomstniva vid vilken
de forekomma i budgeten, utan i stillet den hogsta inkomstniva vid vilken de
fortfarande efterfragas.

Funktioner av typen dy () = d, (1) — da () = Min (dy(s2), dy (c0) + —22 7
M P
— {17 ha dven ett vilartat maximistille for inkomstnivan:
“ 1

Pe \/'}’l — B \/}‘:) .

'\/'Ve = '\/'}’1

De obestamda parametrarna i »T6rnqvists efterfragefunktioners skola betrak-
tas sdsom funktioner av prisen pa de varor som inga i de ifrdgavarande varugrup-
perna, och, om 4n i en relativt liten grad, av prisen pa varor som tillhéra andra
varugrupper. I forsta approximation 4r parametrarna i en efterfragefunktion
fér en varugrupp av nédvandighetskaraktir proportionella med en prisindex for
de varor som tillhéra gruppen. De relativa lyxvarornas parametrar vaxa med
prisindexen for de relativa lyxvarorna, men avtaga om de underlagsna varornas
pris stiga i férhallande till de battre varornas prisindex. Parametern y,, t.ex. 4r
narmelsevis en linedr funktion av formen

u= Max ('uo,

Moo = Py Hoze — P, Ho21-

Wold har icke utnyttjat mojligheten att harleda efterfragefunktionernas
egenskaper vid variationer i prisen direkt fran det statistiska materialet fran en
serie konsumtionsundersokningar, Héirtill hade det blott kriavts att de erhallna
narmevardeserierna f6r parametrarna f3,,y och y,ete. korrelerats med prisindextal
for de ifragavarande varugrupperna fér de olika undersokningsaren. For att fa
en forestillning om efterfragans beroende av prisen har han i stallet utnyttjat
tidsserier av marknadsstatistisk karaktir.

De ovan anférda kritiska anmarkningarna och kompletteringarna viga emel-
lertid mycket latt da man jamfér dem med de obestridliga fortjanster Wolds

arbete har, .
Leo Tornquist
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EN BEFOLKNINGSSTATISTISK JAMFORELSE
MELLAN FINLAND OCH SVERIGE")

Av fil. doktor LEO TORNQVIST

En jimforelse mellan de statistiska uppgifter, som beskriva befolk-
ningsférhallandena och befolkningsutvecklingen i Finland och Sverige,
underlittas visentligt av att det statistiska underlaget for en sddan jam-
forelse insamlats och bearbetats pi ett mycket likartat sidtt i de bada
linderna. Under ildre tider var enhetligheten vid bearbetningen dnnu
storre 4n nu, enidr befolkningsstatistiken for Finland och Sverige for
dren 1750—1808 utarbetades under samma Admbetsverks, »Tabellver-
ketsy, ledning. Senare har visserligen befolkningsstatistiken i Sverige
gjort storre framsteg 4n i Finland, varfér man numera pad grundval av
publicerad officiell statistik fir en detaljrikare och bittre analyserad
bild av befolkningsutvecklingen och befolkningsférhallandena i Sverige
in i Finland. Det enhetliga utgangsliget samt det nira samarbete,
som existerat mellan befolkningsstatistikerna i Finland och Sverige,
ar en relativt’god garanti f6r att man kan betrakta de befolkningssta-
tistiska siffrorna for Finland och Sverige sisom sinsemellan jimforbara.
Vid var jamforelse mellan de befolkningsstatistiska forhallandena i Fin-
land och Sverige dren 1936—1940, visar det sig dock att det svenska
materialet for vart dndamal dr bittre dn det motsvarande materialet

1) For den hjilp jag erhallit av prof. Herman Wold, under den manad i januari
—februari 1948 jag pa inbjudan av Uppsala Universitet forelaste och arbetade
vid Statistiska Institutionen i Uppsala, varvid jag blev i tillfalle att i ett seminarie-
foredrag framfora en del preliminara undersSkningsresultat och diskutera dem, far
jag hir framféra mift varma tack. Assistenten vid Helsingfors universitets Sta-
tistiska Institut, Overaktuarien vid Statistiska Centralbyran, magister Eino H.
Laurila ber jag tillika fi tacka for vardefull hjalp vid genomldsning och gransk-
ning av manuskriptet. For den hjilp jag haft av prof. Carl-Eric Quensels befolk-
ningsstatistiska arbeten, samt de impulser till fortsatta undersokningar pa detta
omrade han givit mig ar jag ocksa skyldig ett tack.
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f6r Finland. ¥or Finlands vidkommande méaste man silunda pa ett
tidigare stadium &n for Sveriges del begagna sig av uppskattningsmeto-
der f6r att fa fram de tal som behovas.

Bejfolkningsutvecklingen sedan 1750.

Vi skola forst kasta en blick pad befolkningsutvecklingen i Finland
och Sverige sedan ar 1750.

For att fa en mojligast dskadlig forestallning om folkmangdens for-
andringar i Finland och Sverige alltsedan var befolkningsstatistiks
barndom ha vi ritat diagram 1. Kurvorna ha ritats i logaritmisk skala
varigenom relativt sett lika stora forandringar férskjuta kurvorna med
samma stricka. I diagrammet finnas inalles tio kurvor, nimligen for
savdl Finlands som Sveriges del, kurvor, som beskriva féljande tids-
serier: I = Folkmingden. Kurvorna ha ritats sia breda att kurvans
ovre kant ndrmelsevis beskriver den legala bokférda (kyrkskrivna och i
civilregistret antecknade) befolkningen, medan den undre kanten 4skad-
liggor den s.k. ndrvarande befolkningen i landet. Sistnimnda befolkning
ar c:a 5—8 9, mindre 4dn den bokférda befolkningen, som dven upptager
i utlandet bosatta medborgare och sidana, sannolikt déda, personer om
vilka icke erh4llits ndgon dédsanmaélan, trots att det icke kommit nigot
livstecken fran dem pé en liangre tid. II = Giftermal, d.v.s. tio ginger
antalet giftermal under det decennium vars sista dr anger den tidpunkt
som betraktas, da ifragavarande punkt inritas i diagrammet. Genom
multiplikationen med 10 forskjutes kurvan uppat med en stricka mot-
svarande avstindet mellan punkterna 1 och 10 i den logaritmiska skalan.
Denna forskjutning dr dndamaélsenlig for att kurvan littare skall kunna
jamforas med kurvan for folkmangden. IIT = Antalet levande fédda barn
under den tioarsperiod, som foregar den tidpunkt, som bestdmmer den
ifrdgavarande kurvpunktens lige pa tidsaxeln. Man ldgger mérke till den
snabba nedgangen i antalet f6dda barn efter 4r 1910. En omsvingning i
denna nedgangstendens intriffade under tiodrsperioden 193¢—40. IV =
Antalet dodsfall under den senast forflutna tiodrsperioden. Omkring ar
1870 upphorde den relativt snabba stegringen av antalet dodsfall per decen-
nium for att direfter hélla sig pd ndrmelsevis samma niva trots att
folkmangden under samma tid vuxit visentligt. Detta fenomen kom-
mer till uttryck pa ett annat sitt i kurvorna V, som beskriva de befolk-
ningar, som skulle erhéllas, ifall det drligen skulle fédas 100.000 barn,

216



Lie

Legskala

10 -
;8 iy b_"é/()[(ﬂ///VGf[/n/fCA/l//\/GfN T P
st IR [ FINLAND ockh SVERIGE
6.0p=Ys. MEDELLIVSIANGDEN VD FADELSEN > 100000 , SVERIGE
ol Xz MECELLIVSLANGPEN viD FUDELSEN * 100000 | FINLAND B sl
1/.(' I - L = 22 )
== === s g 4
;31 L . I A 5 B
3 T, = Folkmangder i == 1 R =L L AT
I Svﬁr;qe |l"l" I =N e '\t‘-‘- ey
M*"'"' upontit! . o e LT ! 35 =
T s o .. i et 1>
™ 1l « Gettermalntd Funll
15 T = Gittermil R TTLLL e St i )l Lt 15
, 7 e =1 T: 2 !
SvPrige R = -J—g{»-ét/tf ~ | I VR,
Wl g Levandefodda | T N | B B S S
- I il 19”") ~ [ Swerige am || - )
990 Lz Folkméngd 3 , . ] (.90
080 z °nmﬁ5’,” = Mﬁ/’%" 4 = S A S 010
070 — QY Z g -t e | > Al e 0,10
i 2Oy g--0~5 4 AT FLevande foddo | . AL '
960} = Llg== - o~ Finlandn T {060
e - e N v | :
L e - Y7 ~ Dods foll Fhiand | L -
: 1 ’
- LT T L |
050 — = 4 T i m . . . . ——1 030
11 4 Férklaringar: Il = levande fédda och 1V = dédsfall i
o -’2 Vs under den senast férflutna tioarsperioden. Il = Gifter-
L e 2 : > - mélen under somma period multiplicerade med 10. |72
s A } ) d Folkmé&ngdskurvornas | vre kantsbokférd (kyrkskriven Al )
4 %’ I, |~ 12, = ogdstall, Finland och i civilregistret inférd) befolkning,den undre kanten | e
Z askadliggdr den s.k. nérvarande befolkningen. |
010 — +—t——+— 7 —--—-——{ 070
[ N N Y

1750 7800 1850 7900 1950 2000
Diagram 1. Grafisk éversikt éver folkméngdens fovindvingar | Finland och Sverige dven 1750—2000. Det [Glt, inom
vilket man kan vinia sig att vilmotiverade progmosey [or dessa tidssevier fov dvenm 1950—2000 skola beﬁnnd sig, havi
stveckat. Denna strechning kan ndvmast tolkas som en bild av et slags subjektivt bestimd sannolikhetstithet fov att

olika slags progmoser skola visa sig vara lyckade prognoser.

AOTYIAS HOO ANYINIA NVITAIN HS'IEIHQJI\'Yf MSILSILY LSSONINYI0d9 g N

(84!



142 LEO TORNQVIST

vilkas medellivslingd skulle utgéra densamma, som 1 den officiella
statistiken beriknats sdsom den dterstiende medellivslingden vid fodel-
sen i enlighet med overlevelsetabellerna fér- olika artionden for bada
konen gemensamt (se dven diagram 2). Sdsom av en jamforelse mellan
kurvorna I och V" framgar svarar nedgangen i dodligheten, 4tminstone
for Sveriges vidkommande, f6r huvudparten av befolkningstillvaxten efter
1880. Om denna mycket mirkliga 6kning av medellivslingden skulle ha ute-
blivit, torde Sveriges befolkningstillvixt ha avstannat redan omkring
ar 1925, for att efter att ha natt ett befolkningsmaximum pa nagot
over 5 milj. invdnare minska pa grund av nedgingen i fodelsetalen
under perioden 1910—1940. Tack vare den fortsatta dkningen i medel-
livslingden dr det mojligt att Sveriges befolkning overhuvud icke
kommer att genomgd ndgon minskningsperiod under det innevarande
arhundradet, forutsatt att fodelsekurvan icke efter den stegring som
begynte omkring ar 1935 dnyo snabbt vinder nedit. Nedgingen i dod-
ligheten torde ocksd for Finlands vidkommande vara i stind till att
forhindra, att den nedgdng som intriffade i fodelsetalen i Finland aren
1910—1940 skall sdsom man befarat!) resultera i att befolkningskurvan
for Finland viander nerit fore detta sekels slut. Av diagrammet framgar
tydligt, att befolkningstillvixten i Finland under hela den betraktade
petioden forsiggatt relativt sett mycket snabbare én i Sverige. Finlands
folkmingd har 9-dubblats?) sedan 4ar 1750, medan Sveriges be-
folkning blott 4-dubblats.

Efter detta »lingdsnitty belysande den historiska utvecklingen sedan
ar 1750 skola vi med varandra jimféra tvenne »tvirsnitts, namligen de
befolkningsstatistiska uppgifterna fér Finland och Sverige for fem-
Arsperioden 1936—40. For att littare kunna gora detta skola vi forst
redogora for innebdrden av vissa befolkningsstatistiska begreppsbild-
ningar och undersokningsmetoder, som vi hirvid fd anvindning for.

Om begreppen statlondr och stabil befolkning.

D4 man vill fa en mojligast klar bild av det sitt varpa dktenskaps-
frekvensen, fruktsamheten, skilsmissofrekvensen, dodligheten samt

1) MODEEN och Fovcstept, Bervdkningar om Finlands framtida befolkningsut-
veckling, Helsingfors 1939. F. O.S. VI: 89.

%) Harvid b5r fock beaktas att Finland: folkmingd tkades med 20°,, da
det s.k. Gamla Finland (Karelen) den 11. 12. 1811 aterférenades med det 6vriga
Firland.
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10 — Ekonomiska Samfundels Tidskrift.
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ut- och invandringen bestimma befolkningsutvecklingen, 4r det dnda-
maélsenligt, att berdkna tal som belysa sddana hypotetiska befolkningar,
vilkas statistiska egenskaper delvis 4ro desamma som den iakttagna
befolkningens egenskaper i medeltal under en viss tidsperiod, delvis
skilja sig fran dessa genom att man ersatt en eller flere av de tidsserier
som beskriva faktorer, vilka paverkat befolkningens struktur och
egenskaper, med lampligt valda konstanter. Av speciellt intresse dro de
hypotetiska befolkningar vid vilka man ersatt de tidsserier, som angiva
antalet levande f6dda barn under olika 4r och deras fordelning pa kon,
med konstanter, samt antager att nagon utvandring eller invandring
icke skulle férekomma, medan oOvriga befolkningsstatistiska faktorer,
i den man de dro forenliga med dessa antaganden, antagas stabilisera
sig p4 den nivé de i medeltal hade under den studerade perioden. Om vi
salunda forutsitta t.ex., att det arligen fodes 1.000 levande barn, varav
514 gossebarn och 486 flickebarn, samt antaga att dodlighets-, gifter-
mals- och skilsmédssofrekvensen stabiliseras p4d den nivd de i medeltal
hade 4ren 1936—1940 i Finland, kan man 4tminstone approximativt
berikna huru stor befolkningen under dessa faktorers inverkan skulle
bliva, férdelad enligt 4lder, kén och civilstand. Ifall vi ytterligare antaga
att ocksa de tal, som beskriva fruktsamheten i olika aldersklasser for gifta
och ogifta kvinnor, skulle forbliva desamma, som i den betraktade
faktiska befolkningen under den studerade perioden, skulle detta i regel
resultera i, att i den salunda berdknade stationdra befolkningen skulle
komma att fodas (levande) ett annat barnantal, t.ex. 1.050, d4n det antal
1.000, som lagts till grund for berikningen av den stationira befolk-
ningens storlek. Om det sidlunda erhéllna barnantalet dr stérre dn 1.000,
tyder detta pa att befolkningen, for den hindelse att de befolknings-
statistiska faktorerna skulle stabiliseras pd den nivd de hade under den
studerade perioden, skulle ha en tendens att pa lang sikt vixa. Om det
beriknade antalet levande fodda barn i den stationira befolkningen
blir mindre 4n 1.000, t.ex. 960, tyder detta pd att befolkningen pé lang
sikt har en tendens att minska; fruktsamheten 4r med andra ord for
liten for att befolkningen skulle kunna férbliva stationdr. Blott i det
fall, da det beriknade antalet nyfédda barn (i enlighet med fruktsam-
hetsforhallandena i den faktiska befolkningen samt &lders-, kons-, och
civilstdndsfordelningen i den stationdra befolkningen), Gverenstimmer
med det antal (1.000), som man utgitt ifran vid berdkningen av den
stationdra befolkningen, befinna sig de befolkningsstatistiska grund-
faktorerna i ett slags dynamisk jaimvikt.
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En intressant hypotetisk befolkning erhélles 4ven, om man stabiliserar
alla andra befolkningsstatistiska grundfaktorer férutom antalet arligen
fodda barn. Om vi t.ex. starta med en stationir befolkning, samt for-
utsatta att fruktsamhetstalen forbliva konstanta, kommer befolkningen i
regel att antingen vixa eller minska. Vi erhélla pa detta siatt en befolk-
ning, vars storlek och aldersférdelning fordndras i tiden. Vid en mate-
matisk analys av den utvecklingsprocess, som en dylik befolkning kom-
mer att genomlopa, visar det sig, att befolkningens procentuella fordel-
ning, enligt alder, kén och civilstdnd med tiden kommer att asymtotiskt
narma sig ett stabilt granslige. Detta stabila grinslidge skiljer sig desto
mera fran den stationdra befolkningens motsvarande lige, ju mera
fruktsamhetstalen skilja sig fran dem, vilka skulle resultera i en stationir
befolkning. En befolkning, som kan vara antingen vixande eller av-
tagande salunda att kvoten mellan befolkningens storlek under tvenne
pa varandra foljande ar samt befolkningens procentuella fordelning enligt
dlder, kon och civilstind forblir konstant och Overenstimmande med
det grinslige, som betingas av de fruktsamhetstal som karakteriserar en
faktisk befolkning under en viss tidsperiod, kallas fér en stabil befolk-
ning. I en stabil befolkning 4r befolkningens sammansittning enligt
alder-och kon densamma, som skulle erhillas, om man diskonterar antalet
personer i olika dldersklasser till fodelsedret, med begagnande av den
diskonteringsfaktor » = (1/ (1+4-p/100), som svarar mot befolkningens
arliga tillvixtprocent p. Om den stabila befolkningen dr avtagande, ir
denna tillvixtprocent p naturligtvis negativ. Dylika stabila befolknin-
gars egenskaper ha studerats av Dublin och Lotkal). I det féljande
skola vi dock ndja oss med att studera de grundliggande demografiska
faktorerna i Finland och Sverige med tillhjilp av berdkningar, som
beskriva egenskaperna hos de stationira befolkningar, som svara mot
befolkningsforhallandena i dessa linder 4ren 1936—1940. Det hade
kanske varit 6nskvart att utstricka unders6kningen till 4ven en senare
tidsperiod, men de uppgifter som std till buds dro ej tillrickliga for att
mojliggéra en lika fullstindig analys som f6r perioden 1936—1940.
Vi skola dock ndgot berdra utvecklingen av fodelsefrekvensen ocksd efter
ar 1940.

En jamforelse mellan tva linders eller tva tidsperioders befolknings-
statistiska grundfaktorer belyses vil genom en jimforelse mellan de

1) DUBLIN och LOTKA: On the true vate of naturval incvease. Journal of the Ame-
rican Statistical Association Vol. 20 (1925) s. 305—399 och LOTKA: Some recent
resulls in population analysis, ibid. Vol. 33 (1938) s. 164—178.
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motsvarande stationira befolkningarna. En jimforelse mellan de stabila
befolkningar, som svara mot de iakttagna befolkningarnas demografiska
faktorer, skulle naturligtvis ocksid ha sitt stora intresse. Berdkningar
som gi ut pad att beskriva dessa stabila befolkningar dro dock mycket
arbetsdryga. De forutsitta i sjdlva verket att det statistiska materialet
forst studerats med tillhjilp av de analysinstrument, som de stationira
befolkningarna utgora.

Om svdrigheterna att 1 praktiken gemomfora berdkningar, som gd ut
pd att faststilla den stationdra befolkwingens struktur, med utgdngspunkt
fran statistiska wppgifter, som belysa dynamiska befolkningars egenskaper.

D4 man gor ett forsék att berdkna den stationdra befolkning, som
svarar mot de befolkningsstatistiska férhallandenaiett visst land under
en viss period, visar det sig att man rakar ut f6r en mangd vanskligheter
av sivil metodteknisk som principiell karaktir. Man blir stilld infor
problemet om en stationidr befolkning &verhuvud kan berdknas pd ett
entydigt sitt med utgéngspunkt frin de befolkningsstatistiska data,
som beskriva dynamiska befolkningars egenskaper, d.v.s. befolkningar
med ofta en visentligt annan férdelning enligt alder, kon och civilstand,
ian den som 4r kdnnetecknande for den stationdra befolkningen (se
diagram 3.). Vid berikningarna intriffar det att de tal, som erhéllas
ur de grundliggande antagandena sasom nidrmeviarden for tal som logiskt
sett borde vara lika stora, t.ex. antalet gifta mdn och antalet gifta kvin-
nor, avvika systematiskt fran varandra. En eliminering av dessa logiska
skonhetsfel skulle forutsitta, att de grundliggande antagandena, varpa
berikningarna grunda sig, justeras si, att utgangstalen komma att avvika
fran de tal, som beskriva den faktiska dynamiska befolkningen under den
ifrdgavarande perioden. En dylik justering skulle ater férutsdtta precisa
kunskaper om det sitt, varpd de dynamiska element, som astadkommit
att den faktiska befolkningens fordelning enligt alder, kén och civilstdnd
avviker frin den stationira befolkningens motsvarande tal, paverkat de
data, som valts till utgdngspunkt for berikningarna. Man maste darfor
i praktiken noja sig med mer eller mindre grova approximationer, nar
man vill numeriskt bestimma de tal, som beskriva den stationira be-
folkning, som motsvarar de befolkningsstatistiska grundfaktorerna i ett
visst land under en viss period. Trots detta giva dylika berikningar en
intressant bild av sambandet mellan dessa faktorer, befolkningsfor-
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Diagram 3. Befolkningens i Finland procentuella sqmmansitining enligt dlder
dren 1800, 1900 och 1940 jimford med didevsforvdelningen i 1936—40 dys statio-
ndrva befolkning.

héallandena och den sannolika utvecklingen i de linder man vill jimfora
med varandra. Ocksa de komplikationer berikningarna mota dro dgnade
att belysa samspelet mellan de faktorer, som styra befolkningsutveck-
lingen. Nirmare detaljer angdende den rikneteknik vi anvint framgi
av bilagan: Teorin for befolkningsstatistiska kalkyler,

En vedogorelse for de erhdllna ndrmevirdena till de tal, som beskriva
den stationdra befolkningen i Finland och Sverige i enlighet med férhdllan-
dena dren 1936—1940.

Vid vara berikningar ha vi utgétt frdn de tabeller, som angiva antalet
kvarlevande av 100.000 levande fédda gossar och av 100.000 levande
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fodda flickor enligt dodlighetsforhdllandena 4ren 1936—1940. Under
denna period fordelade sig de levande fédda barnen i Finland och #ven i
Sverige sélunda, att pa 1.000 levande fédda barn kom 514 gossar och
486 flickor. Genom att multiplicera antalet kvarlevande gossar av
100.000 fédda med 0,00514 och antalet kvarlevande flickor av 100.000
fodda med 0,00486 fas antalet kvarlevande gossebarn och flickebarn av
1.000 fodda barn, vid de tidpunkter da de fylla t.ex. 5, 10, 15, 20, o.s.v.
ar. For att inbespara rdknearbete och for att de erhéllna tabellerna icke
skulle bliva svaroverskadligt stora, ha vi ndjt oss med att sdsom grund-
laggande tidsenhet begagna 5 ar. Antalet kvarlevande gossar och flickor
av 1.000 fodda barn vid varje heltalig multipel av fem ar ha vi angivit
i tabell 1 (s. 175). Sdsom vildngre fram komma att inse, 4ro icke ens dessa
tal fullt tillforlitliga uttryck for antalet kvarlevande gossar och flickor i
en stationidr befolkning paverkad av de dddsrisker, som karakteriserade
aren 1936—1940. De overlevelsesannolikheter, som ligga till grund for
berikningarna av de i denna tabell ingdende talen, paverkas nidmligen
av civilstdndsfordelningen for den faktiska befolkningen Aaren 1936—
1940. Denna faktiska férdelning avviker frin civilstandsfordelningen
i den stationira befolkning, som har egenskapen att dktenskapsfrekven-
sen, skilsmissofrekvensen och dodsriskerna Overensstimma med medel-
virdet for dren 1936—1940. En Okning av dktenskapsfrekvensen torde
pd grund av gifta personers relativt ligre dddsrisker, 4ven om detta
till stor del utgor ett resultat av att giftermalssannolikheten stiger med
hilsotillstdndet, ha en tendens att O0ka antalet kvarlevande i alders-
klasserna over 30 ar. Talen i tabell 1 bora darfér uppfattas endast som
en fOrsta approximation till den tabell, som angiver antalet kvarlevande
i den motsvarande stationira befolkningen. Vid ett studium av tabell 1
faster man sig framst vid verkningarna av den relativt sett mycket hoga
barnadodligheten i Finland.

Av tabell 2 framgar pa vilket sitt de stationidra befolkningar, som
svara mot 1936—1940 Airs officiella dverlevelsetabeller i Finland och Sve-
rige, fordela sig enligt kon och enligt dlder. Dessa tal angiva stringt
taget det sammanlagda antal ir, som de Gverlevande av 514 samtidigt
fodda gossar och 486 flickor kunna vintas leva i de angivna femars-
aldersklasserna, f6r den hindelse dédlighetsforhallandena i olika alders-
klasser under hela deras livstid forbleve desamma som under den
studerade perioden. De kunna dock dven tolkas sisom angivande an-
talet personer, som kunna vintas befinna sig i respektive femars
aldersklass vid en pd ma fi vald tidpunkt i den stationira befolkning,
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som skulle uppkomma, om det arligen skulle fé6das 514 gossar och 486
flickor, vilka vore utsatta for dodsrisker av den styrka overlevelse-
tabellerna beskriva.

Tabell 3 innehdller resultaten av vart f6rs6k att uppskatta den nir-
varande medelbefolkningen i Finland &ren 1936—40 med f6rdelning enligt
civilstdnd, jimte en jimforelse mellan det relativa antalet forutgifta av
summan av gifta och férutgifta i Finland 1936—40 och i Sverige 31/12
1940. Tabell 3 bildar grundvalen f6r berikningen av dédsfallsfrekvens-
talen enligt civilstdnd (se tabell 4.1 och 4.2). Genom att till de ogiftas
dodsfallsfrekvenser addera giftermalsfrekvenstalen fis de ogiftas av-
gangsfrekvenstal (se tabell 4.3), som mdjliggora en berikning av antalet
kvarvarande ogifta vid olika dldersir (tabell 5.1). Genom att utnyttja
en tabell 6ver antalet bestdende dktenskap i Norge ar 1900 med for-
delning enligt hustruns och mannens &lder (tabell 10.8) blev det mojligt
att uppskatta frekvenstalen f6r 6vergdngen mellan det gifta och foérut-
gifta stindet. Sedan vi pa detta sitt kompletterat frekvenstalen fér
civilstandsvixlingarna kunde vi pd i bilagan om teorin f6r befolknings-
statistiska kalkyler nirmare beskrivet sitt berikna den forsta approxima-
tionen till den mot 1936—40 ars forhallanden svarande stationira befolk-
ningen (tabellerna 5 och 6). Vid ett studium av resultaten framgar att
antalet genomlevda ar sdsom gifta blev signifikativt stérre f6r ménnen
an for kvinnorna. FOr att undersbka mojligheterna att eliminera detta
logiska skonhetsfel fran nirmevirdena f6r den stationira befolkningens
sammansittning enligt dlder, kon och civilstind, ha vi gjort ett forsok
att kalkylera antalet ingngna dktenskap och antalet sisom gifta genom-
levda ar fordelade enligt mannens och hustruns dlder (tabellerna 10.1—
10.9). Pa detta sitt kan man undgd de logiska sjilvmotsigelser, som
erhallas i den stationdira befolkningens sammansittning enligt k6n och
civilstind. De erhillna resultaten (approximation III) dro vi dock icke
helt ndjda med, emedan de berdknats pa grundval av en arbetshypotes
(formel 19.2), som vi numera skulle vara bojda att ersitta med en annan
(19.2"). Vi antogo nimligen, att de frekvenstal férbliva konstanta, som
angiva antalet giftermal i en viss aldersklasskombination, per 10.000
genomlevda &r for det k6n, som har det mindre antalet till dktenskap
lediga kandidater (de forutgifta »omriknades» hirvid till ogifta med
anvindning av en omrikningsfaktor, som tog hinsyn till de forutgiftas
relativt sett storre giftermélsfrekvens). Resultaten enligt denna metod
giva en undre grins for antalet ingdngna giftermal i den stationira befolk-
ningen. Detta antagande synes likvil ligga for stor vikt vid »minimi-
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faktorn» bland de till dktenskap lediga i den ifrigavarande dlderskombi-
nationen. Ett bittre antagande torde vara att utga ifran konstans hos
kvoten mellan antalet parkombinationer, som kunde erhallas, om de perso-
ner, vilka per tidsenhet ing4 giftermal i den ifrdgavarande aldersklassen
(#, ¥), skulle byta partner pa alla méjliga sitt,och totalantalet parkombi-
nationer, som kunde erhallas genom att pi olika méjliga sitt samman-
koppla iktenskapskandidaterna. Detta antagande skulle i praktiken leda
till att giftermalen i den ifrigavarande dlderskombinationen skulle sittas
i relation till det harmoniska medeltalet av antalet genomlevda ar for
de mojliga dktenskapskandidaterna. Den fo6r denna undersdkning
anslagna tiden och utrymmet medgav likval icke en berdkning av den
stationidra befolkningens i Finland och Sverige férdelning enligt civil-
stind med utgangspunkt fran detta grundliggande antagande. Vi maste
noja oss med att justera den forsta approximationens resultat, si att
antalet genomlevda ar for de gifta minnen och kvinnorna blir lika
stort genom en procentuell f6rhdjning av de gifta och forutgifta kvin-
nornas antal i Finland med 2.3 9,, samt minska de ogiftas antal s myc-
ket, att totalantalet genomlevda ar f6r kvinnorna i de olika femars-
klasserna forblir detsamma som enligt den forsta approximationen.
De i den I approximationen f6r Finland erhallna siffrorna f6r antalet
genomlevda ar for de gifta och forutgifta mannen ha vi 4dter minskat
med 2.89,, varigenom totalantalet genomlevda ar f6r mannen och kvin-
norna blir lika stort, som enligt den tredje approximationen fér Finland
(11.500 ar). »Ex analogia» ha vi hojt siffrorna f6r Sverige for de gifta och
forutgifta kvinnornas del med 3 9%, och sinkt de motsvarande siffrorna
for méannen med 3.1 9%,. Den salunda erhdllna II approximationen for
den stationdra befolkningen i Finland och Sverige (tabell 8) kunde i sin
tur begagnas for att berikna en tredje, fjirde o.s.v. approximation med
tillhjdlp t.ex. av det senast diskuterade antagandet angdende gifter-
mélsfrekvensen i olika aldersklasskombinationer av médn och kvinnor.
Ett fullféljande av uppslaget far dock anstd till ett annat tillfille.
Diagramsammanstillningarna 4, 5 och 6, vilka bygga pa tabellerna
(4, 5, 6 och 9) 4skadliggora de viktigaste resultaten av unders6kningen.
Med utgangspunkt fran den i tabell 8 angivna II approximationen
till den stationira befolkningen i Finland och Sverige, som inom en
felgrans av storleksordningen (2—3) 9, torde giva en korrekt bild av
den stationdra befolkning, som svarar mot dodlighets-, giftermals-, och
skilsmissofrekvenstalen for Finland och Sverige aren 1936—40, ha vi
forsokt berikna antalet barn, som i enlighet med fodelsefrekvenstalen
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f6r Finland och Sverige aren 1936—40 och ar 1944 kunde vintas bliva
fodda levande i den stationira befolkningen. De erhillna resultaten for
dren 1936—40 framgd av tabell I (s. 156).

Om vi skulle ha anvint oss av den forsta approximationen i stillet
for den andra skulle vi ha erhallit »nettoreproduktionstalety 1.066 for
Finland och 871 for Sverige. Emnligt den tredje approximationen for
antalet genomlevda &ir, en uppskattning som dock torde underskatta
antalet gifta kvinnor i de yngre &ldersklasserna, erholls enligt tubell I
ett nettoreproduktionstal fér Finland pd 1.053. Resultaten fér Sverige
utvisa en tendens till folkminskning (med en hastighet pi 3 a 4 pro-
mille per ar) och resultatet for Finland pd en svag tendens till folk-
Okning (med en hastighet pa cia 29/, per ar). Bilden forindras for
Sveriges del visentligt, om vi 1 stdllet f6r fodelsefrekvenserna for dren
1936—40 begagna fodelsefrekvenstalen for ar 1944. For ar 1944 ha vi
erhallit de i tabell II angivna rdkneresultaten.

Ar 1944 voro siledes de specifika fodelsetalen savil i Sverige som
Finland s& stora, att den stationira befolkningen av dren 1936—40
skulle ha fatt en tendens att Overgd i en vixande befolkning med en
tillvaxthastighet pa 4—59/y4 per ar, ifall den skulle hava samma specifika
fodelsefrekvenstal, som den faktiska befolkningen hade ar 1944. Hir-
vid 4r att observera, att vi vid denna kalkyl icke raknat med nagon
fortsatt nedgdng av dodligheten, en faktor som kan vintas spela en
storre roll f6r befolkningens utveckling under de nidrmaste artiondena
an nettoreproduktionstalets avvikelser fran jamviktsliget 1.000 (se
diagram 2, s. 143).

Den ovan anvinda metoden f6r berikning av nettoreproduktionstalet
har den teoretiska svagheten, att den jamforelsevis kinsligt inregistrerar
icke enbart variationerna i fruktsamheten utan dven korttidsfluktuatio-
nerna i dktenskapsfrekvensen, da ju fruktsamheten normalt dr visent-
ligt storre i borjan av ett dktenskap dn for jaimnariga gifta kvinnor i
dktenskap, som varat en lingre tid. I detta avseende fas ett bittre
resultat genom att sitta fodelserna i relation till det antal levnadsar,
som fas, dd man omriknar de icke giftas och nygiftas levnadsar till ett
slags normaldr {or gifta kvinnor (se formlerna 20. 3,20.4 0och 20.5 i bilaga I).

Resultatet av en beridkning av nettoreproduktionstalet enligt denna
metod for aren 1936—40 framgar av tabell III.

Talen for Finland for dren 1936—40 tyda sidlunda 4ven enligt denna
berikningsmetod pd en svag tendens till en naturlig folkokning (med
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ca 1.5% per 4r), medan nettoreproduktionstalet for Sverige likaledes
minskar nagot och angiver en tendens fér en naturlig folkminskning pa
c:a 4.6%;, per ar. Ar 1944 hade sivil Finland som Sverige en befolk-
ning, vars fodelsetal var tillrickligt stor for att folkmingden fran en
generation till den nirmast f6ljande (d.v.s. efter férloppet av en tidrymd
motsvarande det geometriska medeltalet av barnaféderskornas alder,
d.v.s. for Finland 29.6 ar och for Sverige 29.0 ar) skulle komma att vixa
for Finland med c:a 12 9, och i Sverige med c:a 9 9%, d.v.s. med omkr.
2.2 respektive 2. 9%/, per ar. Sedan ar 1944 har nativiteten i Finland
fortsatt att stiga,!) medan nativiteten i Sverige obetydligt nedgatt.

Det kan kanske dnnu ha sitt intresse att pipeka, att under de aren
1936—40 rddande forhallandena skulle en 15 ars flicka i Finland ha en
sannolikhet pd omkring (355/432) = 0.82 for att bliva gift dtminstone
en gang medan motsvarande sannolikhet for en 15 ars flicka i Sverige
kan uppskattas till (398/458) = 0.87. For gossarna dro motsvarande tal
for Finland 356/447 = 0.80 och for Sverige 409/477 = 0.86.

De olika civilstindens och livets varaktighet i den stationidra be-
folkningen 1936—40 framgar av tabell IV.

Vara berdkningar giva sidlunda en nigot ldngre medellivslingd vid
fodelsen 4n de officiella berdkningarna, vilka icke beakta den omstindig-
heten, att de giftas dodlighetsfrekvenser dro visentligt ligre 4n de icke
giftas. Forklaringen till att vi erhdllit hogre medellivslingd torde i
frimsta rummet k;ex?odpﬂ att dktenskapsfrekvensen aren 1936—40 var
storre 4n i medeltal under den nulevande generationens livstid. I tabel-
lerna 9.1 och 9.2 ha vi jamfort mera i detalj resultaten enligt var berik-
ningsmetod och resultaten enligt de officiella berdkningarna. Avvikel-
serna mellan resultaten dro jimforelsevis sma. De avvikelser, som for
Finland kunna observeras i de hogre dldersklasserna, torde i huvudsak
bero pa bristfalligheter i utgingsmaterialet. Av denna orsak ha vi nim-
ligen uppskattat dodsfallsfrekvenserna fér de ogifta och forutgifta, samt
for aldrarna Gver 80 ar dven for de gifta med stod av de motsvarande
siffrorna f6r Sverige och utvecklingstendensen i de yngre aldersklasserna.
F¥or aldersklasserna Gver 80 ir ha vi, emedan officiella berikningar icke
publicerats, beriknat dddsfallsfrekvenserna for de olika civilstinden
med utgangspunkt frin de publicerade siffrorna Over antalet dodsfall
och medelbefolkning enligt civilstind &ren 1930—40 i Sverige. (S.0.S.
Befolkningsrorelsen 1930—40).)

Se t.ex. Statistiska Oversikter, 1947, 117—12

231



156

Tabell I.

40 drs stationdgra befolkming i Finland och Sverige

enligt fodelsefrekvenstalen [or samma period.

Forsta metoden.

Berdkning av antalet levande fodda barn ¢ 1936

IIT approximationen
Finland. 1936—40

II approximationen 1936—1940

LEO TORNQVIST

so[TeUL

33
204
298

243
179

88!

10

dexsusg
-3{§ WOl

dexsua
-3g woug

Levande fédda

10| 0.3

Suruyjoyaq
IPLONIEIS 1
Ay eYId 9yl
107  IRSPRUAY']

2090, 24| 9.0

1561 177(27.0

846| 282 |15.8

499/ 236 | 7.1
437 174 | 4.7

447 84| 2.3

504

‘J9q  "uonjels
I JouuiAy Bl
10]  IPSPRUAY]

49
533

1 465

605  6386] 987 66.2[1053!

Sverige

|dexsuagye won

‘saqreul
BPPQJ dPuBAY]

49

51

6 1352

SEPO]  IPUBAY]

‘J9q  IBUOIIEIS 1
Ay eapd ooy
10]  IBSpRUAY]
‘TouurAy eyLd
MO IQ] IVSpRU
-A31 0001 ®d
BPPOl  ApuBAY]

11.95 2238]26.7

241

1663 40.1| 243

788 13.4| 254/ 1200

418

|

17.0/

5.3| 212| 1492
348 3.0 133| 1514

351 1.3

12.6
8.5
3.8i
0.4

sepey deys
~u9lye  wouy

23

392, 0.1

12.9| 6198

b

"J9q IBUOI}B)S
1 Jouuiay ejpd
10]  IRSPRUAD]

E

596/ 153

JOUUIAY
vy 103 ayspeu
-A9] 0001 wud
EPPOJ  OPUBAD]

511.1

2517.7

167.2| 1 438| 240
116.0| 1778 206

71.7) 1818 130,
28.2| 1778 50

Finland

safTeUr
BPPOJ  apueAdY

33

|

|

179

87

3.2 1618
88.6) 9130| 808|

11
1 088|

I

90| s98| 7

deysuopye urojn
BDPPOJ DPUBAD]

‘J2q IgUOI}B]S
I A3 eyprd oyl
IQ] IPSPEBUAI]

772/ 14.4| 314

476 6.8 247

429 4.6

444 2.3

“Joutay eyynd
991 IQY Juspeu
-A31 0001 ®'d
EPPOI  OpUBAY]

4.3, 2089 9.0

17.3| 1521/26.3) 217

18.7

14.3
10.8

5.1

512| 0.3

0.6
10.6 6

243/ 66.0

BpPQs
apuead] deys
~uRR wWwouj

24
191
299
240
174

84
10.3

‘7oq  1euOREls|
T Iouuay ey
10]  IPSPBUAY]

50

573

JOUMIAY
wINE 107 auspeu
-A9] 0001 ®d

®PpOJ  SpuEAYY

332.7

235.00 1274

114.6| 1522
57.4| 1468

158.4) 1515

7.6) 1344
126.6] 7746| 1022|

IOP[B SUIdSPOIN

15—20 482.4!

20—25

25—30

30—35]
35—40
40—45
45—50

15—50
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Tabell II.

40

Berikning av antalet levande fodda barn enligi 11 approximationens stationdra befolkning for 1936

(Férsta metoden).

[odelsefrekvenstal.

°

ars

och 1944

Sverige

so[TRUT
EppPYy

apueay|

59
228
318
274
171

w0

dessuagye wogn
SEPQ]  APUBAIT

32.9

47.5

16.9

4.2
3.3

1.1

0.1

| 339 Jpuoneis
1Ay BYIE 3o
I0] IBSPEBUAS']

1663

788
418
348
351

392

‘AY eyl

9301 IQI ispeu
-A91 0001 wud
BPPQ] ApPUBAY|

14.7 | 2238

28.6

21.4

10.1

9.6

3.2
0.4

155 | 6198 | 96.0|1104

eppoy  deys
-ud3yE wouy

26
180

168

58

5

'J9q IBUOIJEIS
[ IouulAy ejjiLd
10]  JESPBUAY]

44

596
1438 | 301

1778 | 270

1818
1778
1678

JOUUTAY
©}J13 IQ] Iwspuu
-A9] 0001 wd
EPPO]  OpuBAY]

587.7

302.0
209.5

151.7

92.5

32.7

2.6 |

117.9 | 9130 |1 008|

Finland

saeut
EPPQJ opuBAd]

27

91

11

dexsuajye uron
[EPPQJ Spuesd]

7.3

28.0 | 202

15.7 ] 306

7.71279
47194

1.9
0.4

‘uy[o§aq
Jguone)s 1 Iou
-UIAY BYIS 930
I10] IRSPBUAST

2 089

1521

772
476
429
444

512

6243 | 65.7 1110

Ay eys

YD1 IQT Iespeu
-AdL 00T ®d
EPPO  SpUBAY]

3.5
18.4

20.4

16.1

11.0

4.2
0.7

10.5

BPPOJ
opuea9r dexys
-u9)E  wouy

20
174

290
271

189

89

11

‘1°q  ‘uope)s
[ JouulAY ®BIJI3
10  IBSpPERUAY]

JOUULAY]
BIJI3 10J 1BSpPEBU
-A91 0001 ®ud
BPPQF SpueAY]

50
573
1274
1515

1522
1468

1344

392

303

223
179

124

60

8

135 | 7746 | 1044 |

I9D[® SUISpPOIY

15—20

20—25

25—30

30—35
35—40
40—45

45—50

15—50

233
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Tabell III.

Kalkyl 6ver antalet barn, som kan berdknas bliva fodda i en stationdr befolkning av den storlek och sammansitiming

som anges av II

approximationen, Tabell 8, bilaga II. (Andra berikmingsmetoden).

D R 3 = Ia o E Y] O n =y = ;]
y |85|9ds(88 |55 B8 2.2 1944 'S5 |88sl85 |8y [S5 IS 2 1944
= EIETEIRE R a8 RS, w | S|2T 888 [Brule® QR w B =
W O (BE|E HiERa™ OFoamT*®Teglul =loemR wE|E SlEkel® O a2TFETHElel H%:EQO
2E |28t 8  HanEloSS ||, EET&ElR vl B | EEF 8T §lanileSSE ]|, lBElE SR EEY
2 [BR|2CL | Sl8d5|8S |80 5B 8|8  Eluul (SR8 S 885898 e |88 TIRI@aHEA |
& d B s2a2 8EE EmEﬂﬁﬁwmwgam-Qo_Eg > ER-AcH IR SR Em?mgﬁdcﬂma?féﬁ"gé
3} fg s 4|, F gaxg— @amm£>@za>@g“~=am ® o« = EG|ET @a@¢£>©suaﬁo>m
T |85 |58 B 555y S{ESETNETERRRA '>§ 255 (BY |E87|E, S|ESET|REC5|SRERE
i x | & = » =
= 11 Gl IR s | »33. L e - il [ g0 oh Pl 177 ¥ B o S— - »3%'2
0.05 X | i 0.05X :
L(g) L(oi_f) 3NGg)|L(> 0)] A(»0) | N(»0) | A(~0) | N(~0) ]L(g) L(o-f)|3NC@)L (7o) A(=0) | N( o) | A(*0) | Ni-o)
Finland | Sverigel)
15—20| 50| 104 129| 283 1I5.6- 32.7 86.5 24.5 44 112 108 264 175.3 46.3 190.4‘ 50.3
20—25 573 76 510/ 1159 172.1 198.3 191.7 222.2| 596| 83 482 1261 153.8 193.8 177.2| 223.4
25—30| 1274 38 312| 1624 186.8 303.4 1747 283.7| 1 438 39 366| 1843 128.4 236.8 170.0 313.3
30—35|1 515 24 105| 1 644 145.5 239.0 156.6 2574/ 1778 21 131| 1930 106.4 203.4 140.7 271.6
35—40| 1 522 21 60| 1603 110.6} 177.3 112.0 179.5| 1 818 17 55 1890 70.3 132.8 89.6. 169.3
40—45| 1 468 22 33| 1523 57.0 86.8 56.7 86.4 1778 18 30| 1825 293 53.5 32.5 53.5
4550|1344 26 21| 1391 7.0 9.7 8.7 11f1678) 20| 18] 1713 3.4 5.8 2.6 45
16—50{7 746/ 311 | 1170| 9227] 113.7] 1047] 1154 1064.8/9130] 310 | 1088[12428)  70.0| 874  87.0| 1086

1} Betraffande de officiella berakningarna 6ver nettoreproduktionstalets storlek i Sverige 1936—40 och 1944 se t.ex.
S. 0. 8. Befolkningsrérelsen 1944. De giva for dren 1936—40 ett lagre nettoreproduktionstal (0,796) och for ar 1944 ett
hogre nettoreproduktionstal (1.140) an det av oss beraknade. De officiella berdkningarna utforas enligt en annan metod
in de av oss begagnade.
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Tabell IV,

De olika civilstdndens och livets varaktighet i den stationdva befolkningen
1 Finland och Sverige (1936—40) enl. I1. approximationen.

| Mankon l Kvinnkon l Bada konen

Finland Sverige

Finland Sverige’Finland Sverige

V_arakt_ig}_let iar

Sasom ogift leves i medeltal

eftef fOAEISEN . ..vvuon vosin v oo 29.3 31.5 |27.2 27.6 |28.3 29.6
Aktenskapens varaktighet ...... 29.0 33.8 |20.0 33.8 [29.0 33.8
De forutgifta leva i medeltal

ssom forut-gifta ............... 9.2 10.4 |16.5 15.8 |13.8 13.5
Medellivslangd enl. vara berik-

MINGAT  usensivassarsasssessisasss 154.57 64,53/60.28 66.86/57.25 65.66
Medellivslangd  enl. officie11a|

berdkningar sssawevenssamives 154.31 64.30159.48 66.91/56.83 65.57

I Ovrigt fa vi hdnvisa till tabellbilagans mera detaljerade uppgifter
samt med avseende & berdkningsmetoderna till den teoretiska bilagan.

Bilaga I. Teorin for befolkmingsstatistiska kalkyler.?)

Befolkningsstatistiska kalkyler utnyttja i stor utstrickning rikningar
med frekvenstal. Med ett frekvenstal 1 (a,—a;) forstd vi kvoten mellan
antalet overflyttningar IV (a,—-a,)} av personer fran klassen g; till klassen
a; och den sammanlagda tid L (a;), som de personer, vilka befunnit sig i
klassen a; genomlevt under den betraktade tidsintervallen: (x << # <<
x~+h). Vid vara kalkyler ha vii regel mitt tiden i ar och valt 2 = 5 ar.

1) En maiangd formler, som kunna anvindas for befolkningsstatistiska kalkyler
angivas t.ex. i L. v. BORTKIEWITCZ: Die Sterbeziffer und dev Fraueniibevschuss in
der stationdven und in dev progressiven Bevolkerung. Bulletin de I’ Institute Interna-
tional de Statistique, Vol. 19, och A. J. LOTYKA: Théorie analytique des associations
biologique, Deuxiéme Partie — Analyse démographique. Hermann et Cie. Paris
(1939). I tidskrifterna Population, Population Studies, Human Biology, Journal
of American Statistical Association, Skandinavisk Aktuarietidskrift, Statsvetens-
kaplig tidskrift, m.fl. tidskrifter inga artiklar, i vilka finnas fomler f6r befolknings-
statistiska kalkyler. Den f6ljande framstallningen har utarbetats helt sjalvstandigt.
Den tager endast sikte pd att giva det teoretiska underlaget for de vid berdknin-
gen av de i tabellbilagan angivna resultaten utférda kalkylerna.

11 — Ekonomiska Samfundels Tidskrift.
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N (ai - a))

(1) AMa —>aj)= AT

Vid tabelleringen uttryckes frekvenstalen i (a,—>-a;) oftast i promille,
d.v.s. man antecknar i tabellen talen 102 - A (a; — a;).

Av (1) foljer
(2) N (ai > a;) = A {ai - aj) L(a;).

Om klasserna 4;; 7 =1,...#, dro varandra inbordes uteslutande,
d.v.s. om ingen person samtidigt kan tillhora flere &n en klass #r:

(3) Z(ai—> g' aj)v = Zn A(ai — aj).
j=1 j=1
I detta fall 4r ndmligen
5 N(ai—a;) = ..;11 Mai—> aj) L (a).

j=1 j=1 j=1

(4) N(a,-—> Zn' a,-):

Ur (4) fas genom division med den for termerna i vinstra membrum
gemensamma faktorn L (4;) rdkneregeln (3). Formeln (3) kan utnyttjas
speciellt for berikning av totala avgingsfrekvensen 4 (a,—) fran klassen
a; d& delfrekvenstalen A (a;—>a;) for alla mdjliga klasser a; 4ro givna

(5,1) Alai—>) =2 A (@i—> a;).
i

Da A (a;—) och L (a;) dro givna, fas N (a;—~) medels formeln
(5,2) N (a;i— ) =A(ai—) L(a:).
Antalet intriden till klassen @; kan 4ter beriknas medelst formeln

(5,3) N(—»a,-)=2N(a,——>a0=21 (aj—ai) L(a;)
J

som overgar i

(6) N (= ai)=A(~>ai) L(Za)),
IER

om vi definiera

(7) A~ ai) =ZA (a>a1) 'LIE S‘;’_).
] )-.ti’
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(8) L(Zaj) =2 L(aj).
i IES
Den totala ingdngsfrekvensen A (—>g;) ar saledes ett vigt medeltal av
overgangsfrekvenserna 4 (a—>a;) for j # 1.
Den motsvarande genomlevda tiden L (Xa;) lyder ddremot en addi-

1
tionsregel av samma karaktar (jfr (3)), sonT :ie »utatriktade» frekvens-
talen.

For den héndelse frekvenstalen' A(a;—>a;) dro av visentligt olika
storleksordning kan man uppné bittre stabilitet i tiden for frekvenstalet
A (—>a;) genom att anvidnda en annan definition f6r 2 (—-4;) 4n (7),d.v.s.
en definition av typen:

1> ap) = V(> @)
(5,1) M= Ty
dar

Sk L(a); ke 2EI>G),
®) Lisei=ghil@): b~ &

Talen k; kunna limpligen viljas salunda, att k; = 1 f6r den klass
] = s for vilken (N (a/>a;)) i medeltal ar storst, medan Ovriga k; viljas
sd, att variansen i trendavvikelserna for den tidsserie, som fas, da A (—-a;)
bestimmes under en hel serie av undersokningsperioder, blir ett mini-
mum.

D4 man vill konstruera den befolkning, som skulle uppkomma ur en
viss utgdngsbefolkning, under farutsittningen att vixlingsfrekvenstalen
A (a—>a;) for samtliga klasser 4ro givna, behdver man dnnu formler,
som angiva sambandet mellan talen L (a;) och talen N (a;,—a;). Vi be-
teckna med N, (;) antalet personer som 6verhuvud kunde 6vergd frin
klassen a; efter tidpunkten ¢ = x f6r den hindelse N (—a;) vore = 0,
d.v.s. om nagot infléde ej skulle ske efter denna tidpunkt. Da N (—a;)
7 0, forandras N (a;) frdn periodens bérjan till dess slut med

(9) AN (@) =Nzin(ai)— Nz(ai) =N (= ai))— N (ai—) .

Formeln (9) kunde vi kalla for »lagertillvixtformelny. Om »lagerbe-
hallningen» vid tidpunkten ¢ = x 4r bekant = N, (;) kan man berdkna
N, k(a") medelst formeln

(10) Nayn (@i) =Nz(ai)+ AN (ai) .
(Obs. Vi ha i regel utelamnat tidsintervallbeteckningen (;, 7—{—_};)
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fran talen N (a;), N (a;—>a;) och 4 (a,—a;) {01 att icke i onddan 6verbelasta
symbolerna. I de fall, di tidsattributen vixla, tillfoga vi deras symboler
som undre tecken till de motsvarande symbolerna).

Tillvixten i lagerbehallningen under den nérmast foregdende perio-
den (x—h, x) beteckna vi medelst en upp och nedvind liten triangel
framfor den symbol, som betecknar lagervolymen vid tidpunkten x.
Vi ha anvindning speciellt f6r tillvixten:

(11) VN (ai) = Ny (@)~ Nz -n (@) =/\Ne_n(ai).

Sambandet mellan talen N, (a;) och L (a;) 4r matematiskt sett
riatt komplicerat i det, att vi maste begagna ett integraltecken for att
angiva sambandet exakt:

(12) L(ai) = }0NI+,(ai)dr:Z't,.(x,x+}L,ai).

I den sist angivna formeln betecknar 7, (, z - &, a;) lingden av den
tidsintervall, under vilken individen nummer » tilthért klassen a; under
perioden (¥, x+#4). Om antalet individer 4r stort, kan man jamforelsevis
vil approximera N, . (a,) inom intervallen (x, x+4) medelst ett polynom
av andra graden av formen:

(13) Nayo(ai) & Na(a) + AN @)+ VN @) 7+ HAN (@) — VN (@) 7.

(Regeln for interpolation med tillhjdlp av andra grads polynom).

Man konstaterar litt med tillhjdlp av (9) och (11), att interpolations-
formeln (13) stimmer exakt f6r v = -k, 0 och 4. D4 uttrycket (13) in-
fores i (12) och integrationen utfores fas

h
(14) L{ai) :L[O Nia, (a,-)drwh{Nx (@i) + (AN (@) N N (@) +

+ AN (ai) -/ N(ai) }

d.v.s.

(15) L(a:) ~ h(Nz(ai) + 1,/ N (@) + 3 1 AN (@)

som da & = " = 5 kan skrivas i den for praktiska berikningar bekvima
formen:

(15;h=5) L(a) ~ 19 (12 Nz (a:) +/ N (@) + 5 AN (ap) .
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Av (15; & = 5) foljer, att ett relativt gott nirmevirde for tillvaxten
\V N (a;) i »lagerbestdndets N (a;), (d& L (a;), N, (a;) och\/ N (a,) dro
givna), kan berdknas medelst formeln
(16;h=5) AN (@)~ 12 L (a)— 53 Nea)— s, VN (@)

=0,48 L (ai) —2,4 Nz (@:)—0,2N/ N (ai) .

I regel dr dock icke antalet genomlevda ar kint for den befolkning
man vill studera, utan endast de relativa frekvenstalen 1 (¢;—-a;) for
antalet vaxlingar N (¢;—a;). Genom att i enlighet med formel (9) ersitta
AN (a;) med N (—a;) — N (a;—>) fas en formel f6r berdkning av L (a;).
Vi omforma forst (9) med tillhjalp av (5,2) till

(17;h=5) AN(ai))=N(—>a;)—N(ai—)=N (— ai) —A(ai—) L(a;).

Da vi satta detta uttryck lika med hogra membrum i formeln
(16: & = 5) fas

(18,1;4=5) AN (ai)=N (—>ai) — 2 (ai—) L (a;)
=048 L (a;)—2.4 Ny (ai) — 0.2 N (ai),

varav foljer

(A(—»u. +2,4 Nz (i) + 0.257 N (i)
0,48 + 1 (ai—) )

(18,2:h=5) L(a:)=

Denna formel mojliggoér en successiv berdkning av L (a;), 2\ N (a;) och
N,.n (a;), om ingdngstalen N (—a;,) samt talen N, (a;) och \V N (a))
=N, (a;) — N,_j (a;) dro kianda. I specialfallet N (—a;) = 0 ger
(18,2) en exaktare och mindre arbetskrivande metod for berikning
av s.k. dverlevelsetabeller 4n de metoder, som anvints vid de officiella
berdkningarna i Finland och Sverige.

Vid de kalkyler vi utfért 6ver den stationira befolkningens fordel-
ning enligt civilstand ha vi begagnat formeln (18,2). For de ogifta (2, = 0)
ha vi harvid det enkla specialfallet N (—0) = 0 for varje &ldersklass
%, %+5; x > 0. (Ny0) = 514 {6r gossarna och 486 for flickorna.) Av-
gingsfrekvenstalet for de ogifta fis enligt formeln

(5,1; 0) 2 (0—) = A(o—g) + A (o—>d) (jfr (5,1)).

I fraga om de gifta 4r situationen mera komplicerad. Om vi skulle
uppdela de gifta i klasserna forsta, andra, tredje o.s.v. gingen gifta méin
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resp. kvinnor och antaga, att Overgangsfrekvenserna for alla dessa
klasser aro kdnda, kunde man berikna forst L (g;), (dir g, = forsta
gingen gifta), genom att i formeln (18,2) inféra N (—g,) = 4 (0—g) L (0).
Dirpd kunde man berikna antalet nytillkomna forutgifta, vilka varit
gifta en ging tidigare medelst formeln N (g—,)) = 4 (g—f) - L (g)),
varpa man kan konstruera en tabell 6ver N (f;) och L (f;) med tillhjalp
av (18,2) genom att sitta N (—f,) = N (g—f,) och 4 (f,—) = 1 (}—).
Hirpa kan man beridkna antalet personer, som gifta sig for andra gangen
medelst formeln N (—g,) = 1 (f—g) L (f,), vilka tal dnyo inforas i formeln
(18,2) for berdkning av L (g,) — 0.s.v., varpd man slutligen beriknar
L(g)=4%L(g) och L(f)y=2L(f)). Vid vara berikningar av den
stationdra kvinnliga befolkningens storlek och férdelning enligt civil-
stdnd ha vi dock icke begagnat denna teoretiskt intressanta metod utan
ett slags »regula di falsi» forfarande, som visserligen bygger pid samma
princip, men dar vi i stillet startade med det narmevirde for N (—f)
:[}. (g—1) L (g), som vi erhéllo, da vifor L (g) begagnade det niarmevirde
vi erhéllo genom att uppdela skillnaden L (o+g+f) — L (0) = L (g+f)
i gifta och forutgifta med tillhjilp av den faktiska befolkningens procen-
tuella fordelning enligt civilstdnd i Sverge 1940 och i Finland omkr. &r
1938. (Tabell 3). Om man vill, kan man helt undgd »regula di falsi»
respektive den fullstindiga berdkningen av den gifta befolkningen i
forsta, andra och tredje giftet genom att begagna den riknemetod, som
erhalles genom att i enlighet med formeln (5,3) inféra i (18,2)

(5,3) N(—a)= ZA(aj—ai) L(aj)
i

samt 16sa det silunda erhillna lineira ekvationssystemet

(18,3) (0,48+4 (ai—)) L (ai) = i}..(aj—a,') L (aj) + 2,4 Nx(ai) + 0,25/ N (a:)
i£]

dir a;; ¢ =1, 2, 3, 4, i tur och ordning betecknar de »fyra» civilstinden

a, = ogifta (o), a, = gifta (g), a; = forutgifta (f) och a, = doda (d).
Man finner pa detta sitt f6r L (g) formeln:

_ (24N (9)+0,2VN(g) + N (0—>9) +A(f>9) L{f; N (f >9) =0),

Lg)
(18,4) (0,48 4-1(g—>))—A(f—>9) (W':;(%*.‘(";)——J)
dar
24N (f)+0,25/N (f)
(18,5) L N(f>9)=0)=""0481A(j>)
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D4 L (g) beriknats enligt (18,4) erhalles L (f) for de forutgifta litt medelst
formeln (18,2) genom att vilja a; = f och infora N (—f) = A (g—f) + L(g)

Alg—/f) L(9)+2,4N (f)+ N (f)
(18,2;ai=f) L(f)= = 0,4934_,2.(/_,) T

Formeln (18,4) och (18,2; a; = f) ha vi begagnat vid beridkningen av
antalet genomlevda ar for gifta och forut gifta min i Finland och Sverige
i 1936—40 ars stationira befolkning, samt for stickprovskontroll av att
det for kvinnornas vidkommande begagnade regula di falsi forfarandet
lett till samma resultat, som skulle ha erhallits genom en direkt tillimp-
ning av formeln (18,4), (vilken i sjidlva verket hirleddes forst sedan
tabellen f6r kvinnornas vidkommande redan beriknats). Riknetekniskt
aro de bada forfarandena niarmelsevis likvirdiga, regula di falsi forfaran-
det kan, om man startar fran ett mindre gott nirmevirde f6r N (—a,),
erfordra ett nagot storre antal rikneoperationer férran man erhallit
resultaten med tva eller tre riktiga siffror, men dr pa sitt och viss risk-
friare, i det att ett vid den forsta kalkylen av L (g) och L (f) beginget
riknefel upptickes och korrigeras, di kalkylen upprepas med utgangs-
punkt fradn de pd grundval av den forsta kalkylen erhdllna forbattrade
nirmevirdena for N (—g) och N (—f). Om talen L (f) och L (g) 6nskas
med fyra eller fem siffror, 4r formeln (18,4) Overlidgsen »regula di falsi»
metoden.

Betriffande frigan om huru 6vergingsfrekvenstalen A (¢,—4;) rent
statistiskt skall kunna bestimmas nimna vi att vi i de fall, da officiella
berdkningar icke stétt till buds, uppskattat dem genom att sitta antalet
under den studerade perioden 1936—40 (eller ibland endast 1938) in-
triffade i denofficiella statistiken redovisade antalet 6vergingar N (a,—a;)
i relation till den A-dubbla medelfolkmingden N (a,) i den faktiska
befolkningen i den betraktade klassen under den studerade perioden,
(vars lingd = &) i enlighet med formeln:

(19,1) A(ai— a5) = I‘ZWT—(;‘;J) N ~ L;ai) .

Fér Finlands vidkommande ha vi varit tvungna att uppskatta N (a;)
for de olika civilstinden med utgéngspunkt fran de officiella talen Gver
den nirvarande befolkningens fordelning pa civilstdnd vid slutet av ar
1930 och ar 1940. Vid uppskattningen begagnades linedr interpolation
till mitten av ar 1938 mellan talen f6r 31/12 1930 och de tal, som kunde

241



166 LEO TORNQVIST

ha vintats vid slutet av 1940 om den Gverdodlighet, som kriget astad-
kommit, icke skulle ha férekommit. Speciella svarigheter uppkom for
uppskattningen av medelantalet dnkor och franskilda i de yngre ars-
klasserna. Vi loste detta genom att antaga att deras procentuella andel
ynormalty for perioden 1936—40 skulle ha utgjort samma procenttal ay
summan av gifta och foérutgifta, som i den nirvarande befolkningen
1930.

Frekvenstalen av typen A (¢,—>) berdknadcs genom addition av del-
frekvenstalen 2 (¢,—>a;) over samtliga j#¢. Den storsta svirigheten
uppkom vid forsoken att bestimma frekvenstalen A (¢—f), d4 i detta fall
talen N (g—f) ej aro bekanta fran den officiella statistiken f6r olika fem-
arsklasser av gifta. En 10sning pd problemet kunde finnas genom att
forst konstruera férdelningen av de bestiende dktenskapen enligt man-
nens aldersklass x, x+5 och hustruns aldersklass y, y+5 med utgings-
punkt fradn intrddesfrekvenstal av typen

N (= ya) 5

(19,1) A=>920) = "L (S gmy)

dar

(19,2) L (-—>gg) = Min ((L, (—¢; min), L, (—g; kvinnor)?)ivilket
uttryck (t.ex. for miannens vidkommande)

(19,3) La(—> g, miin) —L(0)+ %‘;—g L(j),

samt avgangsfrekvenstal berdknade enligt formeln
(19,4)  A(gzy—>) =A(gx—>d ; min)+ A(gy— d; kvinnor) + A (gzy—> Szy),

dar s,, betecknar klassen av frinskilda par i dldersklassen (x, y). Rak-
ningarna stota dock pa det nya hindret, att en exakt berdkning av skils-
massofrekvensen 4 (g,,—>s,,) skulle férutsitta, afl man skulle ha kinnedom
om det sdtt, varpd de bestdende dkienskapen fordela sig enligi mannens och
hustruns dlder, sa att man skulle kunna uppskatta talen L (g,,) for den
faktiska befolkningen under den studerade perioden. Tyvirr saknas

1) Ett i avseende 4 variationer i L, (—-g, man) och Ly (-»g, kv) mahanda
nagot stabilare frekvenstal, som dock 4r visentligt mera arbetskravande ar
, N (> gzy) (L ( > g, mén) + Ly ( >g, kv)
(19,2 3 > gyl Le o 0, W) )
2(Lz(—g,mén) - Ly (> g, kv)
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dessa for en mera djupgdende analys av de befolkningsstatistiska problemen
grundliggande uppgifter i den officiella statistiken i Finland och med
undantag for dren 1920 och 1930 dven i Sverige, varjimte man for
Finlands vidkommande ytterligare stéter pa svérigheten, att man icke
har uppgifter om de ingangna forsta giftermélens fordelning enligt
mannens och hustruns alder, endast angdende samtliga ingdngna dktens-
kaps fordelning. Denna svarighet kan ndédtorftigt Overvinnas genom
att i enlighet med formel (19,3) »omriknay de forutgifta till ogifta
genom att uppfatta de forutgifta sdsom ekvivalenta med det
antal, som fas, dd de multipliceras med férhallandet A (f—g) : 2 (0—g).
Vid de kalkyler vi utfort i avsikt att berikna giftermdlens och de be-
stdende dktenskapens fordelning i dem stationdra befolkningen enligt
mannens och hustruns alder ha vi utnyttjat denna mojlighet. Antalet
skilsméssor i den stationdra befolkningen ha vi uppskattat genom att
begagna formeln

- N (gzy—> 5zy)
(19,5) N (gzy—> Szy) = (Algy—> sy)- L(gy) - N (g;*Tu)_J
dar

N (84>Sy) och N (g,—>s,) édro empiriska tal for dren 1936—40.

De pa detta sitt berdknade resultaten, vilka maste uppfattas blott
som en jamforelsevis grov forsta approximation till de sokta talen for
Finland, ha vi atergivit i tabellerna (10,1—10,9). D4 berdkningarna 4ro
mycket arbetskrivande ha vi icke-fullf6ljt uppslaget genom att fortsiatta
kalkylerna enligt det begagnade »regula di falsi» forfarandet, si att vi
skulle fitt dessa resultat korrigerade med tillhjilp av de erhallna preli-
minira resultaten o.s.v., utan avbrutit rikningarna tillsvidare. Ej heller
ha vi beriknat de motsvarande talen for Sverige. De prelimindra resul-
taten for Finland visade ndmligen att fordelningen av de bestidende
aktenskapen "enligt mannens och hustruns 4lder mycket liknade en i
befolkningsstatistisk litteratur mycket sillsynt tabell 6ver de bestdende
dktenskapens fordelning enligt mannens och hustruns dlder hdanférande
sig till Norge 4r 1900. Genom att utnyttja denna i Jahns lirobok »Sta-
tistikkens teknikk og metode» atergivna tabell far man nimligen relativt
tillfredsstédllande narmevirden for 6vergangsfrekvenserna 4 (g—f) mellan
gifta och forutgifta medelst formeln

N L (gzy) ;
199 kg D=relo>1 Z( ) 1y o),
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genom att ersitta antalet genomlevda dr L (g,,) i dldersklasskombina-
tionen (x, x+5), y,y+5)) med antalet bestidende #dktenskap i denna
kombination i Norge 4r 1900. Denna l6sning av det intrikata problemet
ha vi utnyttjat vid vara kalkyler av den férsta approximationen till den
stationdra befolkningens fordelning enligt alder och civilstind.
Resultaten av berdkningarna enligt den forsta approximationen
bekriftar en teoretiskt intressant iakttagelse, som redan berdkningarna
enligt metoden att uppdela de gifta och forutgifta i samma proportion
som i den faktiska befolkningen tydde p&. De visa nidmligen, att anta-
let ingingna #ktenskap samt antalet bestiende dktenskap skulle bliva
c:a 5—6 9, storre, om ménnens lust att ingd dktenskap aren 1936—40,
mitt medelst frekvenstalen A (0—-g; mén) och A (f—>g; mén) (vilka dro
karakteristiska for en dynamisk vixande befolkning, som under den
tidrymd, da de nu i dktenskapsaldern befintliga personer foddes, vixte
med c:a 1 %, arligen), skulle bliva utslagsgivande for dktenskapsfrekven-
sen i den motsvarande stationira befolkningen, 4n om kvinnornas
dktenskapsfrekvens skulle bestimma dktenskapsfrekvensen i den sta-
tionidra befolkningen. Den utférda prelimindra kalkylen Over antalet
ingidngna #ktenskaps fordelning enligt mannens och hustruns alder i
den stationira befolkningen for Finland 1936—40 gav till resultat, att
antalet ingingna dktenskap per 1.000 fédda skulle uppga till omkr. 397,
medan man enligt midnnens dktenskapsfrekvens skulle ha erhallit 408
aktenskap och kvinnornas #ktenskapsfrekvens blott skulle resultera
i omkr. 389 #ktenskap. Forklaringen till detta resultat utgdr, att
minnen i medeltal ingd dktenskap vid en hogre alder dn kvinnorna.
I en vixande befolkning finnes det relativt sett flere kvinnor i de yngre
aldersklasserna dn i en stationidr befolkning. For att man i en stationir
befolkning skall f3 lika minga ingingna dktenskap av mén och kvinnor
samt uppn4, att totalantalet genomlevda ar av gifta min och kvinnor
Overensstimma, madaste darfoér kvinnornas #ktenskapsfrekvens stiga
(eventuellt #ven skillnaden mellan minnens och kvinnornas medel-
alder vid dktenskapets ingdende avtaga) for att méinnens tendens att
ingd #dktenskap skall kunna realiseras. Jimvikten kan naturligtvis dven
uppnés genom en minskning i ménnens dktenskapsfrekvens pa grund av
de storre svérigheterna for dem att finna en #dktenskapspartner av det
slag, deskulle ha valt, om de yngre aldersklasserna bland kvinnorna vore
relativt sett lika stora som i en vixande befolkning. Vir kalkyl &ver
antalet dktenskap, som skulle ings, ifall frekvenstalen 4 (—g,,) definie-
rade (enl. formel 19,1-—19,3) sdsom kvoten mellan antalet ingdngna
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dktenskap 1 en viss aldersklasskombination och maximiantalet dkten-
skapsar for méjliga nya dktenskap av detta slag skulle bliva konstanta,
tyder pa att de i en stationir befolkning ingdngna dktenskapens antal
niarmelsevis torde kunna beriknas sdsom ett medelvirde av de resultat,
som erhilles enligt méidnnens och kvinnornas giftermalsfrekvens tagna
skilt for sig. En bittre 1osning pd problemet kunde erhillas genom att
fullfélja uppslaget att berikna den stationira befolkningens samman-
sittning med utgangspunkt for frekvenstal, som beskriva giftermals-
frekvensen och #dktenskapens upplosningsfrekvens i olika aldersklass-
kombinationer. Denna tankes realiserande dr det kanske dock bist att
uppskjuta till dess man, sdsom vi hoppas efter slutférandet av 1950 ars
folkrikning, har tillgdng till uppgifter om de bestiende dktenskapens
fordelning enligt makarnas alderskombinationer. Vi ha vid kalkylerna
over antalet barn, som komma att fodasi den stationdra befolkningen,
anvint oss av antagandet, att det i den stationira befolkning, som svarar
mot forhallandena aren 1936—40 i Finland, kan antagas finnas omkr.
2,3 9% flere och i Sverige 3 9, flere gifta kvinnor &4n som kvinnornas
giftermalsfrekvens under denna period skulle forutsitta. Vid beriknin-
gen av antalet barn, som man vintar sig att skola fodas i en stationdr
befolkning, utgir man i regel ifrdn att de s.k. specifika fédelsefrekvens-

N(—059.9)

Ly(g; fev)
talen for varje aldersklass av gifta kvinnor och for varje aldersklass
av icke gifta kvinnor

. . _N(=>0;/+0,y)
(20 2) AM(—0;f+0,y)= Ty +0)

stabiliseras pa den niva de hade under den period, vars fodelsefrekvenser
studerats.

I formeln (20,1) betecknar N (—0; g, ¥) det antal barn, som fodas
(levande) av gifta kvinnor i dldersklassen (y, y-+5), medan de i motsva-
rande aldersklass av gifta kvinnor genomlevda éren uppga till L, (g; kv).
I formeln (20,2) ingd de motsvarande talen for icke gifta kvinnor, d.v.s.
ogifta och forutgifta. Totalantalet levande fédda barn N (—-0) erhalles,
om A (—0;g, ¥) och 4 (—0; 0-+f, v) dro kdnda enligt formeln:

Noy(—=>0)=2(A{—0;9,9) Ly(g; kv)) +

(20,3) v
{(1(-> 0,0+f,y)Lylo+f;kv).
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Da fodelsefrekvenstalen A (—-0; g, y) respektive 1 (—0; /40, y) berik-
nas pa grundval av férhdllandena under en period av stigande dktenskaps-
frekvens, har denna berikningsmetod en tendens att Gverskatta frukt-
samheten i den stationéra befolkningen beroende pa att fodelsefrekvensta-
len icke allenast bero av kvinnans alder och civilstdnd, utan dven av den
tid dktenskapet varat. Under de forsta dren av ett nytt dktenskap ar
fodelsefrekvensen mer dn dubbelt hogre d4n for kvinnor i samma alder,
som 5—10 ar levat i dktenskap. Detta leder till en Gverskattning av
fodelsefrekvenstalen 4 (—0) under perioder di dktenskapsfrekvensen #r
storre 4n normalt och en underskattning av fodelsefrekvensens storlek, niar
dktenskapsfrekvensen 4r mindre 4n normalt. Ett sitt att minska dessa
risker for feluppskattningar (som ridknetekniskt ej 4r alltfér betungande)
ar, att i stillet for att operera med fodelsefrekvenstal av det slag, som
definierats i (20,1) och (20,2), begagna frekvenstal, som #ven beakta
antalet nygifta kvinnor i aldersklassen y, y+5. Hirvid dr det skil att
beakta, att nédra 50 9%, av det barnantal N (—0; {40, v), som fodes av
icke gifta kvinnor, utgora féraktenskapliga barn och silunda dro beroende
av giftermalsfrekvenstalen Ny(—g; kv). Genom ett studium av den i
Sveriges Officiella statistik »Befolkningsrorelsen» ingdende tabellen over
fodelsefrekvensens beroende av dktenskapets varaktighet ha vi kommit
till uppfattningen, att ett relativt gott resultat betriffande det antal
barn, som kan vintas bliva fodda i den stationira befolkning, som
beskriver de demografiska grundfaktorernas styrka i medeltal under en
viss period, torde kunna erhallas, om man i stdllet for fodelsefrekvenstal
av typen (20,1) och 20,2) hegagnar frekvenstal av typen:

. N(—>0;y)
(20,3) A— O,y);‘Tu(_—}Oj».
Talet Ly (—0) betecknar i denna formel ett nirmevirde fér det antal
smormala dktenskapsdr, som kvinnor tillhérande dldersklassen y, y4-5
leva tillsammans med min, uppskattad enligt en formel av typen

(20,4) Ly(— 0;kv)=Ly(g;kv) +kyNy(0—g;kv)+ky Ny(0+f;kv).
2(0;0+1)
A(0;9)
Om goda ndrmevirden for frekvenstalen A(—-0; y) 4ro kdnda, fas antalet

forvantade levande fédda barn enligt formeln:

Harvid uppskatta vi talet £, till c:a 3 ar och ky=1 - ~0,05.

(20,5) N(—0)=2A(—0,y) Ly (—0).
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De kalkyler med frekvenstal vi utfért grunda sig alla p4 antagandet,
att frekvenstalen forbli ndrmelsevis konstanta under den 100-arsperiod,
som forflyter forrdn den sista av 1.000 samtidigt f6dda barn dott. Om
man vill gora realistiska framtidsprognoser pa grundval av dylika kalky-
ler, far man de tillférlitligaste resultaten genom att uppgiva denna for-
utsittning och i stillet operera med prognoser for frekvenstalen 4 (a,—a;)
berdknade genom ett studium av trendutvecklingen i dessa tal under en
langre tidrymd. I friga om speciellt dodsfallsfrekvenserna A (a,—>d)
har trendutvecklingen under det senast forflutna drhundradet tenderat
si kraftigt nedat, att ett férsummande av den sannolika framtida ned-
gingen under prognosperioden leder till en visentlig underskattning
av den framtida befolkningens sannolika storlek (se diagram 2.) En vidare
utveckling av teorin f6r befolkningsprognoser i denna riktning jimte
stallandet av mojligast realistiska befolkningsprognoser for Finland
och Sverige faller dock utanfér ramen fér denna undersékning.

Till slut kan det kanske vara skil att papeka, att de ovan angivna
formlerna i teorin fér utnyttjande av frekvenstal for berikning av sta-
tionira befolkningar och deras statistiska egenskaper och sannolika ut-
vecklingsforlopp kan utnyttjas dven di det icke dr frdga om befolknin-
gar av levande minniskor. Teorin kan lika vil utnyttjas for kalkyler
betriiffande varaktiga objekt dverhuvudtaget och de vixlingar mellan
olika statistiska massor, som de kunna undergi, di dessa objekts sta-
tistiska attribut forindras i tiden. I ekonometrin intresserar man sig
framst for de attributvixlingar, som forsiggd med de viardeobjekt, vilka
miénniskan intresserar sig for under sin livstid. Befolkningstatistiken
riktar sitt intresse pa de attributvixlingar, som de levande personerna
sjilva undergd. Den statistiska teorin for attributvixlingar hos objekt
med en dndlig »livstid» 4r 1 sjalva verket en abstrakt teori, som i princip
kan tillimpas pa sdvil i fysiologisk mening levande objekt, som enbart
i fysikalisk mening existerande objekt.
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The post-war population development of Finland compared with predictions
made after the war

LEOo TORNQVIST

1. As a result of the war, and of post-war
developments, all earlier Finnish population
forecasts became clearly misleading. Therefore
in 1947 a new series of predictions was made
under the direction of the author. In these pre-
dictions extending to the year 2000 the future
development was calculated by means of gra-
phically predicted survival rates for each sex
and five-year age group, and corresponding
birth-rates for women. About each of them
three different predictions were made called
“high”, “low”, and “medium”. The two first-
mentioned were aimed at giving an 80 per cent
confidence interval for the actual development.
The names of those predictions tell if a change
from “medium” to “high” or “low” will cause
an increase resp. a decrease in the population.
Because migration was not believed to have
any notable effects on the results of the calcu-
lations, and the effects of new antibiotics were
not yet predictable, these factors were not taken
into account.

2. When predicting the future development
of the age specific fertility rates of Finnish
females the observed high numbers for the year
1947 were supposed to descend rapidly to the
level prevailing before the war. The number
of births for the period 1946-1950 was, how-
ever, badly underestimated. The total 24 per
cent decrease in the number of births from the
maximum level to a “normal” level almost
agrees with the “high” prediction according to
which the corresponding decrease was supposed
to be 24.7 per cent. But as a matter of fact
this “normalization” of the birth-rates, which
was expected to be completed by the beginning
of the 1950’s, did not end before the second half
of the decade. This was due to a remarkable in-
crease in the proportional number of marriages
in all fertile age groups. This increase has been
especially striking in the female age group of
20-25, in which the population of married
women has increased from 27.6 per cent to 45.4
per cent during the period 1940-1960. As a
result of the underestimation of the birth-rate
the actual number of births during the period
1946-1960 was 9.8 per cent higher than the
“high” prediction.

3. New antibiotics like penicillin, strepto-
mycin and aureomycin were already known in
the 1940’s, but because their demographic
effects could not then be determined the steady
increase in the survival rates taking place in
the 1930’s was supposed to continue. In reality,
however, the development in this respect has
been so much stronger that the level, which
according to the forecast could not be reached
until the year 2,000, was approximately
reached at the end of the 1950’s. During the
period 1936-1940 new-born boys were expected
to live 54.3 years and new-born girls 59.5
years. During 1956-1960 the same figures were
64.9 and 71.6 years, while the corresponding
“high” predictions were about eight years
lower. For comparison it may be mentioned
that according to the “high” prediction the
expected length of life in the year 2000 was
supposed to be 64.0 years for new-born boys
and 73.9 years for new-born girls.

4. The exceptionally rapid increase in the
expected length of life is, I think, mainly due
to new antibiotics, but also the increase in the
number of marriages may have caused a slight
decrease in mortality.

5. Curves describing the post-war develop-
ment of total population, number of births,
deaths and the total deductions including the
number of deaths, net emigration and statisti-
cal corrections are presented in figure I. Actual
and predicted population growth are illus-
trated by the shadowed areas between the
curves describing the number of births and
deductions.

6. The actual state of the Finnish popula-
tion in 1960 and the three predictions are pre-
sented by the age pyramid in figure II. In
the scale used, the part of the pyramid des-
cribing the actual and the predicted population
aged over 55 years agree with each other very
well. In the age group of 20-54 years, on the
contrary, the actual number of persons is 0.8
per cent smaller than what was expected ac-
cording to the “low” prediction. This is due
to the fact that migration has caused an un-
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POPULATION SIZE AND AGE-SEX STRUCTURE
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Post-war population development of Finland

expectedly great decrease in this age group,
overcompensating the error caused by the
underestimation of the increase in survival
rates. The number of persons born before 1945
aged over 15 years in the year 1960, how-
ever, practically agrees with the corresponding
number of the “low” prediction. The effect of
migration has been relatively small on the
population aged 15-19 years. The underestima-
tion of the decrease in mortality explains why
the actual number of persons in this age group
is 4.4 per cent higher than the “high” predic-
tion. Taken altogether, the population in the
year 1960 was 5.9 per cent higher than “high”,
7.6 per cent higher than “medium” and 11.3
per cent higher than “low”.

7. In the years 1950 and 1960 complete cen-
suses of population were made in Finland. The
information collected from them forms the basis
of our new population projections that were
made under the direction of Tor Hartman in

the year 1963. These projections for the years
1970, 1980 and 1990 are described in the pub-
lication “Refional projections of population
and households to the year 1990”. The pro-
jections are based on the following assump-
tions:

(a) The net emigration remains at the level
registered in the 1950’s, namely, 7,000 per
year;

(b) The migration from one region to
another or from rural communes to urban com-
munes or wvice versa will, regarding direction
and intensity, remain as calculated in the later
half of the 1950's;

(¢) The life tables remain invariable during
the period of projection as calculated on the
basis of the mortality for the year 1961;

(d) The birth rates and their differences
between different parts of the country de-
crease.
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8. Results of these projections until the
year 1990 are also described in figures I and
I1, comparing them graphically with the “high”
or the “medium” prediction of our first post-
war forecast. It is seen from the figures that
according to the calculations the number of
births will remain continuously at a higher
level than expected according to the “medium”
prediction though, contrary to the “medium”
prediction, any clear repetition of the post-war
“baby boom” is not envisaged in this projec-
tion. As to the part of the population aged
over 45 years in 1990, who had already been
born in 1945, the number of persons in this
age group will be practically the same according
to both the calculations. So the larger number
of our “medium” prediction in the female age
group is fully compensated by the smaller
number of males, and the decrease in mortality
by the assumptions made in the later projec-
tions about migration.

9. If the welfare of the Finnish people con-
tinues to increase without disturbances until
1990, Hartman’s projected number for 1990
of 5.25 million could, T think, be considered as
a “low” prediction. The latest 1964 projections
directed by A. Strommer, “Calculations con-
cerning the population development in com-
munes of Finland during 1960-1990” (publ.
The National Planning Offices, series A:16)
result in the corresponding number 5.19 mil-
lion, according to the calculations taking migra-
tion into account, while the higher number, 5.48
million, is obtained according to calculations
taking no account of migration, If besides mi-
gration we also take into account the further
increase in the expected length of life during
the period 1960-1990, and the fact that all
earlier plausible predictions and projections
made have been surpassed by the actual deve-
lopments, it would not surprise me at all if the
actual number for 1990 were above 5.5 million.
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MODELS FOR A NON-EXPLO-
SIVE WORLD POPULATION
DEVELOPMENT

by
Leo Tornguist

We are used to talk and read about the population »explosion»,
when the world population development of the last centuries is
considered. Often the writer speculates about a peculiar future when
the population densities would reach ridiculous values assuming
that the rapid increase of the last 100 years would go on for thousands
of years. Relatively few writers have thought seriously about how
the population of the world will most likely develop during the next
hundred years.

One basic fact, which has to be incorporated in seriously meant
population models, is the existence of an upper limit of the world
population. For this reason, any such model ought to describe a
bounded or at least a non-explosive process. Our purpose is to pre-
gent some models of this type.

We consider here the interdependence of the world population
process Py and a process X, which we call the deterioration of con-
ditions for human lives. This process X;, where t refers to historical
time, measures — roughly speaking — the accumulated pollution
caused by human population. Unfortunately the past historical path
of X,is unknown, even if a lot of separate details have been observed.

The available data of the Pi-process consists mainly of estimates
of the world population during the 20th century. The »guesstimates»
for 1650 of about 500 millions, for 1750 of about 750 millions, for 1800
of about 960 millions and for 1850 of 1240 millions are not used in this
paper. The data used for this century is presented in table 1.

The bhasic idea about the interdependence between P; and X; is
formulated in the following model:

(1) log Pt—log Pt.ﬁ =Ao+Yt.sAl—Xat.s'—AQPzt.s+R1(t)

—BXt.s B.P¢
TF O X s+ CoXirs T Go 1 OB 1Pg T Ra(®

(3 Y¢=Do+D1X¢+DX%+Rs (1),

(@) Xi—Xi5 =

where Y: describes the positive effects of the socio-economical,
scientific and technological development on the population growth.
The coefficients A, B, C and D are unknown constants, R, (t), R (t)
and Rgy(t) are (stochastic) rest terms, t is measured in years and Py
is measured in 10° persons.

The term

BiXys
@ Xd—) = 110 Xrst CaXors
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describes nature’s ability to recover from the accumulated pollu-
tion, and the term

B,P¢*
® XM = GrepTEs

represents the amount of new pollution during the time period (t—5,
%). Sgnzle specific forms of these terms are illustrated in the diagrams
and 2.
The Y. -process can be eliminated from the model by substituting
%‘ormula. (3) into formula (1). The model can thus be written in the
orm

(1’) log P+—l108 Pis=A¢"+ A1 Xt 5—As' X2 5—A3'P% 5+ Ry (1)
(2") Xt—Xs=X(+H)—X(—)+Ra().

To simplify the estimation procedures we assume that a sufficiently
good approximation for the X,(-)-term can bhe ohtained by putting
C,=Cy=0 and for Xi(+) by putting C;=0 and Cy;=Py, where t,=1900
In our trials to generate the X-values we will put X;,=P,=1.650
and neglect the error term (Ra(t).

The parameters of equations (1’) and (2’) were estimated by mini-
mizing the sum of squared errors of equation (1') with respect to
Ay, Ay, Ay’ and Ay’ for given B, and B,, and assigning a sequence of
different values for B, and B,. The values B;=0.033 and B.;=0.15 were
found to correspond approximately to the overall minimum of the
sum of squared errors.

The data used (see tables 1 and 3) consisted of the UN estimates of
the world population for the years 1900 and 1920—1965, the UN (»me-
diump») predictions for the years 1970—2000 and graphical interpola-
tions for the remaining years. The parameters A,’, A,’, Ay’ and Ay’
were estimated separately using the UN »high» and »low» predictions
as alternative data, but keeping B, and B, fixed (B;=0.033; B;=0.15).
Using these data we obtained the estimates:

Low Medium High
Ay’ —0.10903 —0.09426 —0.104876
Ay’ 0.10306 0.08762 0.092072
Ay’ 0.00353 0.004256 0.006977
Ay’ 0.01057 0.005505 0.002325
ur”R,1 1.133.10* 0.8793-10* 1.190.10*

In table 1, the »medium» data are compared with generated values of
this model, which also can be written in the form:

Pi=Pi; exp [Ag"+ Ay X 5—AS X2 —ASP? 5]

Xi=1—B)Xs +

The generated values of P; and X, corresponding to different data,

B.P*
Pln +Py

are presented up to the year 2500 in table 3 and in diagram 3.
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A temptation to make use of the general forms (4) and (56) of Xy(+)
and X((—) was countered by the fact that the available data contains
very little information about the pollution structure. However, it
might be possible to construct an indicator describing X(+) as a
weighted mean of production time series of the world. The estimate
B,=0.033 ~1/3is strikingly small, because according to this simplified
model, it would take about 100 years before one half of the accumulat-
ed pollution would be removed if no new pollution would be produced.
This estimate is, however, not very accurate, because it can be dou-
ld:uled without significantly decreasing the fit of the model to the

ata.

It would be of great importance to know more about the form of
the X (—)-function, because there are heavy reasons to fear that
the X (—)-function actually decreases with increasing X;; when
X5 is sufficiently large, as indicated in diagram 2.In such a case the
survival of mankind would be on stake. Such a risk exists for instance
if the amount of plankton, green plants and trees starts to decrease.

It might be possible to construct models of this kind for different
regions of the world. Then, of course, the models have to be extended
to take into account the interaction between regional populations,
regional pollution and world pollution processes.

Studying the results obtained we see that the »low» variant gener-
ates the highest asymptotic value (6.3+10%) of the world population,
and the »high» variant the lowest asymptotic value (3.7-10°). The
ial‘.ter value almost coincides with the number of the present popu-

ation.

According to these results, the world population would most likely
stay between 2.5-10° and 8+10° persons.

I am aware of only two other opinions about this question, one due
to Bogue (1) and one due to Forrester (3). My results agree well with
Forrester’s preliminary results, but Bogue seems to believe in a range
of 10**—5.10'° persons for the future population.

Ilike to thank Mr. Markku Rahiala and Miss Mirja Ollila for valu-
able assistance in preparation of this paper.
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Diagram 1
Two examples of the form of the "new deterioration"-
function xé‘)

(+)
Xg
A C,=0;C,=P
E 377774,
€570,C,>0
- i >
Py
Diagram 2
Two examples of the form of the Xé')-function
describing natures recovery from deterioration
(=)
Xy
N

€,;20,0,%0
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Table 1

UN estimates of world population complemented by graphical esti-
mates and UN »medium» predicted values, compared with generated
values (P®) according to the model (1’)—(2’) with estimated para-
meters.

Year Py p® 100+ (P®/P —1)
1900 1.650 1.650 0
*1905 1.700 1.689 —0.65
*1910 1.754 1.737 —0.70
*1915 1.814 1.795 —1.056
1920 1.862 1.864 0.11
*1925 1.960 1.944 —0.82
1930 2.070 2.038 —1.55
*1935 2.182 2.147 —1.61
1(;9%0 2.295 2.273 —0.96
*1945 2.408 2.419 0.46
1950 2.517 2.588 2.82
1955 2.730 2.784 1.98
1960 2.998 3.010 0.40
1965 3.281 3.270 —0.34
1970 3.592 3.570 —0.61
18’;5 3.944 3.910 —0.86
1980 4.300 4.294 —0.84
1985 4.746 4.718 —0.59
1990 5.188 5.174 ~0.27
1995 5.648 5.647 —0.02
2000 6.130 6.118 —0.20

Graphically interpolated values are indicated by *.

Table 2

UN predictions for the world population for the years 19756—2000,
»high» and »low» variants.

Year Low High
1975 3.480 4.070
1980 4.147 4.551
1985 4.463 5.096
1990 4.783 5.690
1995 5.109 6.326
2000 5.449 6.994

258



Table 3

Generated values of Pi—and X; -series for the years 1900—2500, based
on different data variants.

Py X
Year
Medium Low High Medium High Low
1920 1.864 1.864 1.852 1.968 1.967 1.964
1940 2.273 2.283 2.254 2.395 2.397 2.384
1960 3.010 3.008 3.015 3.056 3.061 3.042
1980 4,294 4.127 4.485 4.173 4.134 4.214
2000 6.118 5.437 6.952 6.030 5.742 6.370
2020 7.547 6.504 8.426 8.563 7.786 9.426
2040 7.970 7.222 6.767 11.21 10.034 11.773
2060 7.691 7.632 4.518 13.496 12.287 12.598
2080 7.064 7.789 3.185 15.204 14.391 12.423
2100 6.373 7.758 2.684 16.321 16.248 11.877
2120 5.797 7.609 2.720 16.955 17.811 11.329
2140 5.402 7.400 3.111 17.258 19.072 10.985
2160 5.197 7.176 3.671 17.370 | 20.053 10.946
2180 5.080 6.967 4.108 17.393 20.791 11.172
2200 5.052 6.790 4.187 17.386 21.332 11.484
2220 5.052 6.647 3.969 17.376 21.72 11.692
2240 5.059 6.539 3.684 17.370 | 21.993 11.728
2260 5.064 6.459 3.497 17.368 22.183 11.641
2280 5.066 6.402 3.453 17.367 22.313 11.516
2300 5.066 6.361 3.521 17.368 22.402 11.422
2320 5.066 6.334 3.637 17.368 | 22.462 11.393
2340 5.066 6.315 3.733 17.368 | 22.502 11.424
2360 5.066 6.302 3.767 17.368 22.530 11.481
2380 5.066 6.293 3.742 17.368 22.548 11.528
2400 5.066 6.287 3.689 17.368 | 22.560 11.546
2420 5.066 6.283 3.644 17.368 22.569 11.536
2440 5.066 6.281 3.625 17.368 22.574 11.511
2460 5.066 6.279 3.633 17.368 | 22.578 11.490
2480 5.066 6.278 3.6564 17.368 22.580 11.479
2500 5.066 6.277 3.676 17.368 | 22.582 11.482

(1) Bogue, D. J.: »The End of the Population Explosion»; The Public
Interest No 7, 1967

(2) Ehrlich, P. R. — Ehrlich, A. H.: »Population Resources Environ-
ment, Issues in Human Ecology»; W. H. Freeman & Co., San
Fransisco, 1970

(3) Forrester, J. W.: Digcussion paper, M.I.T., nov. 6. 1970
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On the economic theory of lottery-gambles.

By Leo Tornqvist (Helsingfors).

Let us survey an economic subject 4, who at the point
ty is planning to offer for sale a number ¢ of lots during a
space of time

(1) fe= (1)t

= gelling period of lottery ticket.

At the point {, = {, + 7, another economic subject A, may
buy ¢.=0 lots. We suppose that A, pays for the bought
lots an amount of money

(2) Laae = Pac Qa

= stake of the lot-buyer A, in the lottery.
The lottery arranger may estimate this stake, on discount-
ing it to the point #,, at the present value

(3) Ly = €7 0% Loy = Pu* Qa

= present value of A4,'s stake.
The total number of lots sold during the selling period
ng
may be: q.= an pieces of sold lots. The present value of
a=1
the gross income, derived from the selling of lots, 4, may

estimate at the amount
g

(4) Lo = D, %a = Pafa.

a=1

As a rule, the lottery arranger does not succeed in selling
all the lottery tickets, but he is compelled to take to himself
qo pieces of lots:
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(5) 9o=q — e

= gambling-lots of the lottery arranger.
The prizes in the lottery may be disbursed during the

space of time &,
ny

(6) th=(+)te

a=1

== period of disbursing the prizes.

The lottery arranger may calculate the present value of
the prizes to be disbursed at the point f, to the lot-buyer
Aa at b kr.

(7) Xpe = Pvafa

= present value of A.s gambling-gain.
The present value of the disbursed prizes amounts, in
all, to xp
g
8)  wm=Dma=pq=pr0q t Prala=Prdo + Db da-

a=0

The present value of the prizes the lottery arranger him-
self draws as a gain on his ¢, pieces of gambling-lots makes,
in this connexion s = Pso g,. While the other buyers of lottery
tickets obtain prizes with a present value estimated by the
lottery arranger at xyq, '

Ny

n;
9) Zva = D %va=Poade; Loa=Poada= D\ Poaiai
a=1 i=0

g« = number of lots falling due with a prize of the size
Vi = Ppai €0 e,

The costs of the lottery arranger A4, for the procuring and
selling of the lottery tickets, and the puff for the sale of the
tickets form a stream of expenses, the present value of which
discounted to the point ¢, we designate with a. kr. This
amount might with a good approzimation be conceived as a
linear function of ¢, and ¢, of the form:
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(10) Te = Peoqo + Peaqa

= present value of the lottery costs.
With regard to that ¢, = ¢ — q., the formula (10) may
also be written in the form

(] 1) Le = Peoq + ]I)c ¢a where 230 = Pea — Peco .

In this formula the first term may be interpreted as an ex-
pression for the so-called firm costs, which do not depend on
the scope of the sale, only on the number of lots procured
for sale during the selling period #,. The second term may
be interpreted as an expression for the so-called moving costs,
i.e. commissions of sale ete. If on the other hand we eli-
minate g, = q — q, from the formula (10), we get

(12) Te ==Pead — P o-

In this formula the first term may be interpreted as the
present value of the costs which 4, would have, if all ¢ lots
would find buyers during the selling period f,. The expression
Pe* gy may be interpreted as the decrease from this maximum
value which takes place in . owing to the lottery arranger’s
taking to himself ¢, pieces of lots.

Making use of the formulas (4), (9), and (11) we may write
the present value of the gain made by A4, in the lottery in
the form
(13) xv:xa—xba_xc:_pa(la““pba{la—],)cQa_‘])coq:

= (Pa — Pora— D) da — Peo @ = Pvqa — Peo (-
In this formula the symbol p,
(14) pv:pa_Pl)a—'pc

indicates the moving gain for 4, per lot sold. If p denotes the
mathematical expectation for p,, the quantity ), =p, —p =0,
when all lots have found other buyers than the lottery arranger
A, himself.

Ex ante, i.e. when planning the lottery, 4, does not know
how it will turn out. The quantities qq, py, and all variables
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influencing them are for him stochastic variables, the proba-
bility distribution functions of which depend on the proceed-
ing-parameters he may have at his disposal. The economic-
political problem of the lottery arranger consists in choosing,
out of all possible complexes p indicating the possible values
of the proceeding-parameters, a number complex p,, which
has the quality that the probability distribution function
F(x; p,) indicating the probability, conditioned by p,, that x,
will be =z, will attract 4, more than all other probability
distribution functions I'(z; p) he subjects to valuation. We
suppose this procedure of valuation has been rationalized in
the manner that A4,, for the distribution function F'(x; p) or
properly for his conception of this distribution function, will
appoint an economic-political value x,4,; the size of which
depends on the form of the distribution function. Further it
seems to me reasonable to presume that a good approximate
value for x,4, may be calculated, as a medium value of a
very general type obtained by help of a medium-value form-
ation function U (x). This medium-value formation function
might be interpreted as a measure of the feeling respectively
of pleasure and displeasure, connected by the subject 4, with
the thought of obtaining, with a small probability d I'(x; p),
a prize of the size x, while as a unity of measure is used the
feeling of pleasure connected by the subject with the thought
of obtaining, with the same probability, a prize of the value
of one money-unity. The general medium value x,., we presume
to approximate the economic-political value x4, is defined
through the formula

{15) Ulap) = [ Ulz) d F(x; p)

The proceeding-plan p, which maximizes xp4, = Zpu, gives
the solution of A4,'s problem of option.

In practice, the acting and valuing subject limits his ap-
preciation of the different proceeding-plans to a very small
number of alternatives and chooses, more or less at random,
his proceeding-plan p, among these alternatives, guided only
by a more or less reasonably motivated feeling that the chosen
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alternative of proceeding is to be preferred to the other alter-
natives which have been subject to his valuation. The proba-
bility of A,’s choosing the proceeding-plan p., which we shall
designate P(p.= p,), may be written in the form

(16) P(p: :1)0) - P(pon 7= O) . P( & (xpszlu = pr(,\/)

pAg#0

i.e. the probability of A,'s choosing the proceeding-plan p- is
equal to the product of the probability of A,'s taking the
plan p. into consideration, and of the probability of his form-
ing the conception that the ecomomic-political value of this
proceeding-plan is greater than that of any other valued pro-
ceeding-plan. For the proceeding-plans that will not be sub-
ject to any consideration, the symbol combination p 4,=0 is
put down. Often enough it happens, that 4, is not able to
decide about the succession of size between the economic-
political values of two alternatives. Already on the very occa-
sion of valuing, cases may thus appear when A4, only tries
to estimate which alternative of proceeding has the greatest
probability of being of the greatest economic-political value
for the valuing subject.

A critical reader may perhaps remark that the above-
mentioned probabilities cannot be made object of any attempts
of measurement, and therefore cannot be considered to be any
probabilities in the mathematically statistic sense. Naturally,
this objection is just in some degree. Yet one may imagine
that about one thousand thoroughly congenerous subjects
might be within the sphere of action of a lot-seller, and that
all these subjects might have the same possibilities to come
under the influence of the selling activity the lot-seller de-
velops. In this case one may study which per mille number
of the surveyed subjects will, on the whole, take the question
of buying lots of the surveyed buyer into consideration, and
which per mille number of these latter subjects will thereupon
decide on buying 0, 1, 2 ete. pieces of lots. The relative
frequency numbers, obtained in this manner, we regard as the
approximate values for the above-examined probabilities.
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From the fact that people buy lottery tickets, notwith-
standing the wmathematical expectation of gain on the pur-
chase is smaller than the price of a lot, and that fire-
insurances are made though the mathematical value of the
fire-risk is smaller than the premium of fire-insurance, one
may draw certain general conclusions as to the qualities of
that medium-value formation function U (z), which has the
quality of giving such a medium value z,. that a rcasonable
explanation for the proceeding-manner of the subject will be
obtained. This medium-value formation function mustevidently
give more weight to the relatively great gains and losses than
to the medium-value formation function U (x) =z, which is
used when calculating the mathematical expectation.' The
medium-value formation function U{z) is not symmetrical in
point of losses and gains, for an expected loss weighs more
heavy in the balance than an equally great gain, anticipated
with the same probability. At the calculation, the anticipated
gains and losses are likely to be put in relation to that maxi-
mum stake, which the subject might be able to do after the
lottery-gamble has been concluded. Under such circumstances
it seems to be possible, at least in respect of such amounts
of gain and loss that occur at lottery-gambles, thing-insurances,
and the like, to well approximate U (x) by help of a mathe-
matical function of the form

(17) Ulz) = .70(1 + k& (K‘“;—x)z).

This medium-value formation function gives an over-nor-
mally great importance to the extremely great gains x>0
and the losses x < 0. Losses approaching to the figure K,
that depends on the wealth of the subject. have a powerfully
deterring effect on the subject. The idea of obtaining a very
great gain, in proportion to the wealth of the subject, creates
with most people a feeling of pleasure, which grows faster

' In INGVAR SVENNILSSON'S dissertation: Ekonomisk planering, Upp-
sala 1938, among other things these over- and under-valuation plhenomena are
discussed, and some quantities, corresponding to the quotients U (x): x, studied.
The discussion does not lead to any quantitative results.
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than the size of the gain. It seems to me right to presume
that the relative over-valuation (U(x)— x):2 does not grow
over all limits, z going towards the infinite, but approaches
a limit value, which we have designated with the letter %.

An estimation of the figure % may be obtained through
surveying the simple lottery where only one great prize e.g.
1 million kr. is dealt out. The number of tickets offered for
sale may be 500,000 and the price of a lott p, =5 kr. The
mathematical value of a lot is in this case somewhat less than
2 kr.,, i.e. pp=2 kr. The experience at the money-lotteries
shows that there are many people who would be interested
in buying lots in such a lottery. If we presume, that the
medium-value formation function for a buyer has the form
(17), the economic-political value of for inst. g pieces of lots
may be calculated by means of the formula

(18)  Ulwg) = (1 —3) (—1’“9 —h (A—(K%}%ﬁ) !

g (P a —pag)’
N q(m Pog ¥ kg poq—m.a)’)'
In case the net profit for a buyer, obtaining the great
prize ppq = 10° kr., is much greater than the maximum stake
K the surveyed lot-buyer would be able to make, the quantity
U(x,), calculated by the formula (18), is approximately equal
to the limit value

3
(19) Ulxg; g = oo)=((1+k)pb-17ﬂ)g_k(?(.rff%ai’

that U(x,) approaches to, when ¢ is going towards the in-
finite. If we put in as a new variable

¢ _ Pall
(20) 2= s

and designate shorter the expression

(1 + &) pr— pa
9 g SR s
(21) %o h*,

267



235

an expression, which must be positive, i.e. /c>p“p 2 , in
b

order that it shall not be more attractive for the buyer in

question to choose ¢ =0 than to buy a positive number of

lots, the expression (19) may be written in the mathematically

more easily overlooked form
(22) Ulrg; g= o)=kKzh*—2%)(z + 1)!

This function reaches its maximum value, when z is a root
to the equation got by derivating the expression (22) in respect
of z and by putting the derivate =0. This equation may be
written in the form 22° + 32® = k% an equation, which also
may be rendered in a form more suited for the calculation of
the root determining the maximum value for the expression (22):

(23) 2= f;h,j_,zﬁ; hozl/g_,_g#:
0

V3 +2z h

If we suppose e.g. that 2 =2, p, =05, p» =2, we find by
the formula (21) A*=0.1, and through a »regula di falsi»
method by the formula (23) the root z=0.18. If we solve
the equation (20) in respect of p.-g, i.e. in respect of the
stake of the lot-buyer, we find the expression

Kh Kh
Ry FhoO18+ 0k

(24) pag=Kz(1 + 2. If g=- ¥ 1spaq

If in this formula we put 2 =0.18, we find pog =0.15 K.

It may further interest to examine which ratio py:p. is
thus conditioned, that the surveyed lot-buyer would come to
give the greatest possible contribution,

95) v=p, ~K 1 —x(1—? p”) 1
@) v=peg=ELs( o —K(1-E—B)o o,

to the moving gain of the lottery arranger. If we solve the
equation (21) in respect of the quotient py:p., we find that
this ratio may be written in the form

1+ kR (1——7),,:pa)
26 Py ey 4
(26} Pa  l+k ’ PoiPa—Hh°
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In case we introduce the equation h®=2 2% + 3 2% derived
from the maximizing condition for U (x,; ¢ = o), into the ex-
pression (26), and determine the value of z maximizing v, we
find that this quantity forms the root to the equation

27) (e+12(622+2—1)+ H=0; H:Lj;l-ﬁf
v «
which equation may also be written
Vit By, VT4
(28) 2= 6————;(24—1) z+~~6— —
H

=0.274 — —

o2+ 1+ 0.61)

If we suppose e.g. that £ =2, and that the moving costs
for the lottery arranger amount to 20 % of the price of a
lot, i.e. that p¢:p. = 0.2, we find the value 0.3 for the figure
H and the value z = 0.237 for the only positive root to (28).
If this value of 2 is introduced into the formula A*=22z° +
+322=(1+4+2)%(22—1) + 1, one finds that h*=0.21, which
introduced into the formula (26) gives the value 0.47 for the
sought quotient py:p.. The stake p,g = 0.191 K.

In order that the ratio 0.4, chosen in the example, be-
tween pp and p., will give a maximum value to the gain v,

the figure % must have the value % =3.2, zz-‘/l(;_l:
=0.240, h* =0.21. In that case the stake of the surveyed
buyer will be p,g=0.194 K.

In case the lottery, forming the object of our study, is
arranged for some charitable purpose, the buyers’ aim-setting
is altered. The buyers who from feeling of social responsibility
wish to support the good purpose through buying lots, do
not try to maximize U (x,), but choose, instead, the number
of bought lots in the manner that the economic-political value
they assign to the bought lots agrees with the economic-poli-
tical value of the sacrifice, which they are willing to make
for the purpose in question. If this amount is = x;, the buyer
chooses ¢ in such manner that U(xy,) = U(— ;). As however
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not all buyers have a social casl of mind, we may as the
normal case regard the case where the number of lots is
determined in the manner that U(xz,) =0. If on the other
hand we survey the example discussed earlier, when g¢q
was supposed to be so great that Uf{xy) =~ Ul(x; ¢ = o) =
_ sz(h‘"':ei)

11z Ve perceive that to this value of g cor-

responds the value 4 for z; viz. z :hzl/(k——’_;))pg—_@.

This value of 2 is, according to the formula (24), adequate to
h
a stake of the size oo =pag = — K. In case k=2, p, = 2,

1+h
. V10
Pa =D, we get h:—w=0.316 and, consequently, the stake
=0.24 K, i.e. nearly 60 % greater than in the corresponding
case when the buyer tries to maximize U (z,). In this case we
got Zue=0.15 K.

In order that a buyer, who adjusts his action in the
manner that U (x,) becomes equal to zero, will give a greatest
possible contribution to the charitable purpose, for which the
lottery is arranged, the quotient pp:p. must be chosen so
that the quantity » becomes a root to the equation
(29) (h+1)2@h—1) + H=0: Hzﬁ;l}]?i

If pe:pa=0.2 and k=2, H becomes 0.3 and h = 0.425,
a value of h corresponding to the quotient py:p, = 0.46, i.e.
practically the same ratio as in the case when the buyers
only try to regard their prospects of gain. In this case,
namely, we obtained the quotient py:p,=0.47. In order that
the ratio py:psa=2:5=04 shall be the rightest one from
the point of view that the buyer in question will give a greatest
possible contribution to the charitable purpose, we must ac-
cording to (26) and (29) presume that £ = 2.84, h®=0.189,
z=h=(V13—1):6 =0.434, pag = 0.30 K. In the correspond-
ing case, when the buyer tries to maximate U(x,), we got
k=32 h*=0.210, 2 =0.240, h = 0.458, p.g = 0.194 K.

16—45690 Skandinavisk Aktuarietidskrift 1945
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The above examples seems to me to give support to the
conception that the quantity % for the bulk of people shall
be of the order of size & = 3.

The reason why there in practice mostly occur lotteries in
which, besides a few great prizes, also a great number of
small prizes are put in, seems to me to be that the risk for
the lottery arranger, that the lottery will go with loss, will
hereby diminish. To this comes that the buyer of several lots
will have a small, but still a probability of obtaining several
prize-draws, which in all may amount to so great a sum that
the desire to buy more than one lot increases. The circum-
stance that the probability, on the whole, of getting a prize
becomes relatively great, has also proved to be a stimulation
for the desire of buying. The fact that the probability of
obtaining an economically noticeable prize is very small, ap-
pears less conspicuous, if we, in the puff for the lots, can
state that e.g. each fourth lot will win, or, as is the case
with respect to the modern kinds of lotteries called A, B, C,
D lots, colour lots, gold purse lots etc., that a buyer who
buys of all kinds of lots will certainly win one lot. In order
to explain why such lots attract a greater interest with the
buyers than common lots, we must presume that the buyers
apportion a relatively great value to the thought of obtaining
a prize, even if this prize afterwards proves to be so small
that the buyer will not even trouble himself to call for the
prize. The last-mentioned circumstance may also be a contri-
butive motive for the lottery arranger to distribute, in addition
to the chief prizes, many small prizes.

It has further appeared that the desire of buying increases
perceptibly, if part of lot-drawings have taken place already
before the selling period of lots, as the very buying of lots
and not only the later drawings will then become an exciting
act. To the increase of the desire of buying contributes, how-
ever, also the circumstance that the period passing between
the distribution of prizes and the byuing of lots is shortened,
whereby the factor of discounting, with which the buyers
multiply their expectations of gain, increases.
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These observations may be theoretically interpreted us a
confirmation of the fact that the buyers vigorously simplify
the probability distribution function Z¥(z;g), the value of
which they try to estimate when they decide on buying a
certain number of lots g =g.. They direct their attention
chiefly to the size of the chief prizes, and to the probability
of obtaining on the whole a positive gain. Moreover, such
psychical income posts are taken notice of, as the excilement
at the lot-drawings and the pleasure of contributing to the
purpose, most frequently worthy of having compassion on,
for which the lottery is arranged. As a negative psychical
moment comes the trouble of going to the lot-seller’s. If on
the other hand the lottery-agents put a direct question to the
buyer if he wishes to buy lots in a well-advertised lottery, a
refusal of buying is most frequently associated with a feeling
of displeasure, which circumstance may influence the resolu-
tion of buying. On account of this, the lottery arranger may,
through varying the quotient p.:p,, influence the demand for
the lots offered for sale. Theoretically seen, the advertising
costs and the size of the agents’ commissions influence in the
first place the probability that a person, chosen at random
within the district for lot-selling, will take the question of
buying a lot into earnest consideration. These costs may,
moreover, increase the desire of the buyers to contribute to
the purpose, worthy of having compassion on, for which the
lottery is arranged. It is further possible, that a well-con-
ducted advertising is able to influence the size of the figure
k, which determines the lot-buyers' over-valuation of the chance
of obtaining a great prize.

It may be proper to underline, in this connection, that
the demand for lots cannot be understood as a function
univocally determined by the lottery conditions. The number
of lots g., bought by a certain buyer A., as well as the total
number of bought lots g,, must be understood as stochastic
variables, and the form of the probability distribution function
for the total number of bought lots is, moreover, influenced
by the lottery conditions p. We conceive the probability
Julg; p) that the buyer A, will buy ¢ pieces of lots, as a
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product of the probability of A4.'s taking the lot-purchase into
consideration, a probability f. (LO;;)C), which depends on the

moving costs of the lottery arranger, and of the prob-
ability f,(g; L, &p) that A, will decide on buying ¢ pieces of
lots in case the question of lot-buying is subjected to his con-
sideration. Because the number of lot-buyers is generally very
great, and the resolutions of the different buyers might be
considered to be approximately independent of each other,
we may, conformably to the fundamental proposition of prob-
ability calculation, expect that the distribution function for
Ta
the total number of sold lots g, = an will be an approxim-
a=1
ately normally distributed statistic varable with a medium
e,
value E(qq) ZE[qa] =g, and a variance o; = F(qq — ga)*
o =1
which increases rather proportionally with the medium quantity
of sold lots g,. The number g, is proportional with a medium

Ju (Lo;;—:g) of the probabilities that the subjects 4, will take

the question of buying lots of A, into recomsideration. Cal-
culations we have done, based on different plausible distribu-
tion functions f;(g; L, &), point at gz:g. = 05, = 1.

The probability fu.(g; p), that A, will succeed in selling
ga =g pleces of lots, might therefore be approximately cal-
culated by the formula

80 flgp)= oL _o(t=izm), o,

g,
fulg;p)=1— @ (Qj-é_—, g..)
0y
where
1 f =
31 d) - 0. [‘ _%‘ng ) a= “
(31) @(y) el x; g ph+h 2/919
T V'a;.a"‘; Oa, = = K, :Z Koy h, = ',(4_];;—17") 3—}70;
a=1
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If F(x; g & p) denotes the conditioned probability that 4,
will obtain a gain z, <2z, in case the number of sold lots
¢a =g, we may, by Bayes’ proposition, calculate the probability
that 4, will obtain a gain x, =<2, by means of the formula:

(32) F(2; p) =éfa (9; ) F(x; g &p).

g=0

The conditioned probability F'(z; g &p) is a function that
may, approximately at least, be calculated as soon as the
number ¢; of lots of different kinds ¢ are known, and the
mathematical value p; of the contribution to x, one lot of
the kind ¢ produces has been calculated. When designating
the medium of the numbers p; weighed with the number of

lots of respective kinds p=2 pf%, the mathematical expect-

ation of gain, in the case ¢, =g, is a quantity which may be
written in the form

(33) E(x)=pg—peoyq.

Ga=9

We designate further the variance in z,, in the case
Ja= 9= .17 with
(34) oh = (s — p* L,
. )
and the third moment, determining the skewness, round p
with
(35) o= (pi — p*%
_ 1
and the fourth moment round p with
(36) w=m—p"?.

i

If we limit ourselves to survey a lottery in which every
bought lot may only win a single prize, the probability, that
the sold g pieces of lots will consist of such a lot number
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combination g as at the lot-drawings will fall due with g;
pieces of prizes of the kind ¢, is a quantity which may be
calculated by the formula

(37) Ly =T] (Z) (;’)_

5 b

In this formula the product of binomial coefficients ]1 (;h)

i 2
denotes, namely, the quantity of different lot number com-
binations, which are so conditioned that they consist of g;
pieces of lots of the kind z, while the denominator (g) denotes

the total quantity of different lot number combinations ¢
having the quality of consisting of g=Z g; pieces of lots.

7
The distribution function F'(xz; g & p) may be calculated by the
formula:

(38)  Ilx; 9&») =D\ fg; 9); zlg) =2 9:0: — peo.

x(g)==x

If the number of prize-draws is relatively small, F'(x; g & p)
may easily be calculated by help of these formulas. If on the
other hand the number of prize-draws is great, it becomes
troublesome to calculate this function.

A good insight into the qualities of the distribution func-
tion IF'(x; g &p) is however possible, because we can write the
go-called probability functional

(39) G(p,t) = fw (@F @ p)ti= 3 (flg; pT") fulg; D)

r=—o0 17

in the form

40)  G(p, 1) = 1 (t;”“""[[(l + 1o (Z)—lf,. (y;p))-

In this formulas the operator t, has the quality 1 U(z)=

. Y A S B P S
= Uz + 2) and 17 the quality 1} (y) == (y . gz‘) y = J
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Replacing, in this functional, the variable increase symbol
t: by eP, and successively derivating the obtained function
of D, we find rather easily the first three moments round the
medium m, = E (x,):

(41) My = P o — Peo,
9 (f““(/ 01)2 2 (a + 621 — 1
(42) al—gﬂ, qi_l « P=ga(1_a)op; 0=(A—q—_11¥_‘:
) glg—alla—2g) s)_,
W ¢~ B(H=ha=5 ) -
(Q—(]g’_3ﬂ'a1)(q_2‘la)+g_91§ga_
lg—1)(g—2) !

The exact expression for the fourth moment pj is rather
complicated

(44) gy =3 E(V’l (9)) op + E(‘/"ﬂ (.q)) .“';;

where
_9lg—1)lg—gllg—9—1)g
)= T—2e—9

we(g)=g(g%lg)(1*%i—(f2!ﬁq—l—)-—3))’

and

wl (g) qu g;p

L1 1 )
=1, (ga) + Qw? (ga) 0 + 370 (9a) 02 + 591 (9a) ua-
Thus

E(’l’l (.9)) =y, (ga) a4

(¢ —1)(e—2)(g—3)’
={3[*—(2@—gd+ 1)ga—1]oi— (2q—4g.—1)0b + i },

and

- _{( g®+ -g=18g.+12)0; —60i}
E('lpz(g))_%(ga) (q__ 1)(q = 2)(4— 3)

276



244

When g, and ¢ — go both are great, we make a relatively
little error when putting

, doama—1+60 1 l~(50) ;L,',)
. L= 3ol F—_— e )=} = 2
(44" wo 301(1-1- ol —0) +3( 1—0)05g 3a,.

The formulas (43) and (44) have not been published earlier,
to my knowledge not even in the special case when o, =0.
In this case the formula (42) gives a well known formula for
the mean square deviation of the prize obtained by buying
ga pieces of lots.

If we approximate the medium-value formation function
U(x) by a polynom of fourth degree:

(43) Ux)=x + kya® — k,a*

the medium value of U(x) becomes approximately equal to
the medium value of U,(x), i.e.

46)  Ulep) ~ [ U,(@)d Fla; ) —

==

= U (my) + k3 (Bmyo + o) — &y (dme ) + 6myar + ).

In order that U(zp.) will become a positive number in
the case when m, is negativ, the third moment ¢; must be a
relatively great positive number. If g, becomes greater than
3¢, the third moment changes the sign, as appears from the
formula (43).

As to the medium-value formation funetion U (z) =
2
= i (1+ k (Tx——) ), it meets with mathematical difficulties
K+«

to find simple expressions for the medium E (U ) = U (xp.) =
= @(p, 1) U(x). If on the other hand we consider the following
medium-value formation function, may be still better in theo-
retical respect

47 U@==z0+kr1— e"%ﬂ) -

22

=xz(1+ k) —2kze X + kxe X

277



245

we may calculate U(xp,) by means of the formula

2

48)  Ulzpy) =1 + k) my— i G (p, 3_17) — G(p, e—F)).

In this formula the designation G denotes the derivate,
in respect of u to the function G (p,¢¥), that is

49) G(p,e") = d‘—lu (fe”‘dF(x; p)) — fxe“’dlf’(x; P).
—c0 a=—00

The formula (48) is specially usable, when the distribution
function F'(z; p) is approximately normal, in which case

(50) G (2)9 eu) = 8"'”“4'%"%"2+&93u3’
and the derivate
(51) G (1), eu) = (m,, + oiu + 1 Q; uﬂ) G (p’ eu).

We can then write U(xp,) in the form

5 . 20, | 0 -
(62) Ul = (1 + k)ml_.—k(2 mo — 22 +1?2) G(p,e %)+
200 20 2
+ ]C(”ly'—? iy KZ) G(p,e *).

If we in this formula put the expressions for the medium
value m, of x,, the second moment ¢, and third moment g}
from the formulas (41), (42) and (43) we can express U (zp.)
as a function of pu, Ps, Pe, Peoy 4, Op, Op, Oa1, 01 and gq. If
as usual g, is a great number, we can without considerable
change in U(z,.) put cai=1 and ¢i; = 0. The number g, is a
function of the proceeding parameters that approximately may
be written in the form

K, Ve 6 h,

R} o= 1T Ok,

where 7. is a function of the selling cost of the lots perhaps
of the form
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4 1
- ?)c 2
(54) C:<f-—«).
Y Pa 7
The symbol h, denotes in accordance with formula (21) and
(23) a function of p,:p. of the form

. ko + 1pp 1 )%
s fio == =" =
( 0) ( kq Pa ka

The symbols y,, 7, ka«, Ko and 8 are so slowly changing fune-
tions of the proceeding parameters of the lottery arranger
that they may be approximated by constants. If p;/p. and
Pe/pa both increase above all limits p, g, approach the limit K.
If p» is smaller than p.:(ke 4+ 1) nobody is interested of the
lots. If fc:pa is smaller than y nobody will take the job of
selling lot for A, The number %, is of the order of size
3 &+ 1, the number y = 0.1 & 0.005 and 0 = 0.7 & 0.3.

It A, tries to find the optimal values of the proceeding
parameters q, P», Pa, Pe, Op, 0p, Which maximate the function
U (xpy) he must solve the equation system
d I"(C”pu) _ d ('1(75,3_':) o ﬂ’r (-l'pll) - d L_" (i"'l“‘} _ (LL' (J—'pu) _

dq d O 4 Pe d ay
U (2pu)
J o)

(56)

= = 0.

If bhe approximate U(xp,) by a function of the form (52)
he can calculate these partial derivates. Using hypothetical
values for the figures K., K, pco, k, ka, 7, ¥, and 6 he can
determine these derivates for a number of interesting examples.
In this way he can get some information about the order of
size of the optimal proceeding parameters.

It may be of interest to note that the above discussed
formulas can be used in a general theory of economic activity.
The classic price theory can not be used for a theory of
lottery gambles.
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THE INTERPLAY BETWEEN DECISION MAKERS

Leo Toérnqvist
Helsinki

We consider a set B of decision makers b,b} etc.
Every b has available a set Ab of alternative actions,
which is extended taking into account the possibility
of using mixed strategies. The decision to use a cer-
tein mixed strategy

By = {5pai 8 € Ay} )
means using random sampling numbers for choosing an
alternative a € A, with the probability s,..

We assume that every decision maker b € B tries

t0o maximize his own preference function

Uy = Uy(eg) = Uy(ay,8py) (2)
of the combinations sy = {sb; be B} of mixed strate-
gies available to the decision mekers in B, The deci-
sion meking problem of b can then be formulated as the
problem of finding such a strategy s, = sb(sB_b) for
vwhich this preference fung¢tion reaches its maximum:

Up = Up(ep(ep_y)ispy) = Max Uy(sy,8p ) (3)

b
If the preference functions Ub' b € B have continuous

partial derivatives bUb/asba for every sg, we define
ou U
Is ( LT Max L )

=
ep(ep) o0, - (4)
Min - Max
aeA, 9pg  acA, 5pg
as a measure of non-optimelity of the strategy 8y for
given sp_,. If for sg = S5 we have

ep(sg) = 0 for every b € B, (5)
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we say that §; is a combination of mutually optimal
strategies §b for the decision makers b in B,
An approximate solution to the problem of find-

ing mutually optimal strategies for decision makers
in B might in principle be obtainable by means of the
"stratify-sample-maximize-algoritm": stratify (prefe-
rably so that the variation in bUb/asba is relatively
smaller between representative alternatives from the
same stratum than between representative alternatives
from different strata) the set of admissible alterna-
tives Ab for every b € B in at least two and at most
for instance ten strata. Choose then at random a rep-
resentative alternative from each stratum. Adjungate
to each representative a ¢ Ab & tentative probability

stV = n{V V) y 200, (6)
wherse ngz) denotes the number of strata in Ab repre-
sented by a € Ab, and név) the total number of strata
in Ab after the vth stratification. Determine the
winning representative in the contest

an an

——} Bpg= s£;)¥ 0, b € By s, = 1. (7)

aaba aeAb bsba
Stratify anew (step v + 1) those strata to which the
winning representatives belong and repeat the proce-

dure until
eb(sﬁv)) g-e for every b € B (8)

where € is a number that determines when a sufficient-

ly good approximation to §B has been reached. If scme

strata containing only one "indivisible" alternative

have to be further subdivided according to %hel;etrar
v

tify-sample-maximize-algoritm", we choose Dy o =
nb; + 10 if a is a winner, n£;+l)= nb; otherwise.
Put then n£V+l)= L nﬁz*l) and let the alternative a
a€Ah
b
represent n£;+l) fictional strata. If the partial
derivatives an/Osba vary suffiently slowly by small

variations in S the procedure will converge towards
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a solution ﬁB for the problem stated.

Supplementary ideas for attacking the decision making

problem.
If the reaction of the other decision makers

b' € B=b to some strategy of 8y, can be considered as
a known function sB_b(sb), the optimal strategy of b
will make

ﬁb(sb) = Ub(sb’ sB—b(Sb)) (9)
a maximum with respect to variations in 8y and this
strategy 5, will have the property

i )i
Sba achy %ba

for sy, = Eba'

It might often be possinle to consider Ub as a

function of the form

Ub(sb) = Ub(sb' yb(sb)) (11)
where yb(sb) can somehow directly be observed by b
and is approximately a function dependent only or the
reactions of other decision makers to the strategy
used by b,

To make use of the rule s, = sb(sB_b) for find-
ing an optimal strategy for b as a function of 8p.p?
the decision maker b will need some method for esti-
mating the probabilities determining the strategies
of b'eé B-b. One such method would be to gather infor-
mation about how often the other decision makers have
used the different alternatives of actions. Another
method for getting some insight about the probabili-
ties sy , is 1o use a method we could call the method
of playing roles. The principal idea can be formalized
as follows, Let Ub'b denote the preference function
of b when he plays the role of b'. When he plays his
own role, we put Ubb = Ub‘ If he is able to obtain a
reasonably good approximation Ub'b to Ub" he can play
the whole game according to the hypothesis that Ub'b=
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= Ub' and try to find an approximately optimal solu-
tion 'Bb' In practice he might by thie role playing
method find a better strategy abb for himself than if
he tries to use only the very poor data about the
strategy 831 really used he might have at his dispo-
sition. If he later on gets information which gives

a better estimate s,,, for s,, than ab'b he can adjust
his strategy from ﬁbb to 8y, = abb(sb'b’ B(B—b')h)
and thus mske use of whatever new information he can
get. In principle Ub'b is a synthesis of the informa-
tion avallable for b sbout the preferences and situa-
tion of b' and his own preferences when b thinks he
would have to make the decisions b' in fact has to
make, Thus Ub'b is 2 more or less crude estimate of
Ubg .

The question under which conditions the attempts
of the decision maker b in B to maximize Ub will lead
to the optimal set QB seems to be quite intricate. It
seems a priorl to be possible that the attempts to
maximize U, lead %o a process of changes in Sp that
does not converge towards any stable solution of the
problem at all.

The reasons for the existence of complex interplay.

If Ub is very sensitive to changes in the stra-
tegies of b' but Uy+ changes very little by some
changes in By which favour b, then the decision ma-
ker b will have a great interest in finding methods
for influencing b' to make such changes in By favou-
rable to b. By making use of side-payments, conditio-
nal promises etc. b might be able to make it favou-
rable also for b' to make such changes in his stra-
tegies. We see that the decision makers in B very
easily will become involved in a very complicated game
of finding methods for influencing the choice of stra-
tegies of other players in a direction which is favou-
rable for all or some subset of the decision makers
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in B. This interplay can be rationalized by meking use
of organized decision making. The decision makers b'e
B' may decide to form a new decision making unit CB,
for some types of decisions to be made. By means of
somehow organized decision making it is possible to
change the set of available alternatives of action
for the members of the set and more easily than other-
wise obtain high probabilities for certain combina-
tions ag, of co-operations which are considered to be
especially good for all b'e B'. The ‘problem of incen-
tives, sanctions, communication, common resources and
inner hierarchy of the organization will require deci-
sion making activity of a kind typical for organized
decision making, The interplay between the decision
makers may also influence the form of the preference
functions Ub of the individuals and thus have very
deep going consequences for all decision makers.
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BESLUTSVETENSKAPEN OCH
MANNISKANS STRAVAN ATT STYRA
SKEENDET

anniskan forstker i sin dagliga giivning styra eller &tminstone paverka
héndelsernas ging medelst beshitsprocesser. Dessa mangskiftande och ofta
komplexa processer synes mig vérda ett intensivt och systematiskt studium.

Varen 1968 utgav pol.lic. Nordberg och jag boken »Pidtdntitieteen kes-
keisid ongelmia», dvs. beslutsvetenskapens centrala problem, i vilken vi bl.a.
behandlar tvéa sérskilt intressanta egenskaper hos beslutsprocesser, namligen
deras stokastiska och deras tidskrdvande karaktir.

En genuin beslutsprocess karakteriseras av att beslutsfattaren i en viss
beslutssituation kan vilja mellan flera alternativa handlingar, vilka forknippas
med en forestéllning om en av alternativet betingad sannolikhetsfordelning
over mdjliga forlopp for skeendet i framtiden — en férestéllning, som besluts-
fattaven tilldelar ett visst virde relativt till andra konkurrerande alternativs

motsvarande forestédllningar. Hans uppgift?‘ ar att i en sidan situation A,
finna det bésta alternativet @ bland en ofta o6verskadligt stor miangd A av
alternativ. Tyvérr &r sjilva letandet tidskridvande varfor beslutssituationen
och dérmed alternativens relativa vérde foérandras under beslutsprocessens
gang. Uppskovet med att fatta ett aktivt beslut kan latt komma att kosta
mer &n virdedifferenserna mellan alternativen. Fragan uppstar hur linge man
skall fortsdtta letandet innan man anser sig ha natt ett tillfresstdllande hand-
lingsalternativ.

Situationen kan askadliggéras med en bild. Horisontalaxeln anger tiden
och den vertikala det subjektiva vardet. Beslutsfattaren virderar olika alter-
nativ a,, @,, . ... Alternativens subjektiva virde #dr en stokastisk variabel.
Den aldrig avtagande trappstegsfunktionen z] dr det storsta virdet bland
de alternativs véntevidrden, som virderats fore tidpunkten t. Det under
processens gang tillimpade alternativet betecknas med a,. Behovet att fatta
ett beslut annat 4n @, blir brinnande férst dia kostnaderna for att forbli
passiv borjar stiga. Enligt diagrammet astadkommer tillimpandet av a,
ingen kostnad =z, fore f;, da beslutskostnaderna slumpméssigt borjar stiga.
Medan beslutsfattaren &r upptagen med att behandla det forst inkomna
drendet tdnker vi oss att nya drenden anmailer sig. Héjden pa kostnadskurvan
x; anger alltsa vid var tidpunkt ¢ de stigande kostnader beslutsfattaren
padrar sig ifall han framhérdar med q,.
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DIAGRAM AV BECLUTEPROCESS

(XLVIL

L 4 Loy L% \ LY Y t
t, tidpunkt vid vilken kostnadskurvan x:s lutning éndras
T.

;, tidpunkt vid vilken ett nytt bittre alternativ vérderats

Bild 1. Stokastisk realisation av beslutsprocess

AT Ex;

-
Ex

Il

Leta ej mera efter
béttre beslut

Bild 2. Vintevidrdeutveckling av beslutsprocess
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B N:o 6) Beslutsvetenskapen och ménnikans strdvan 5

Trots att beslutsfattaren under processens gang finner allt battre alternativ
kan hans handlande bli dumt. Later han sig tillrackligt linge gickas av lusten
att finna det basta beslutet &, befinner han sig snart till hoger om skérnings-
punkten mellan z och kostnadskurvan z;. Man kan isafall paradoxalt
sdga att det basta dr det godas fiende.

Situationen kompliceras av att en god -virdering av ett alternativ &r ett
vantevarde for en subjektiv sannolikhetsférdelning och i regel avviker det
faktiskt anvinda jamforelsevirdet slumpmassigt fran detla vintevirde. Man
vet alltsd inte med nagon storre sikerhet vad beslutsalternativets véirde ar
relativt till @, Man kan tdnka sig att spridningen for dessa sannolikhetsfor-
delningar avtar med varderingstiden, vilket gor att beslutsfattaren kdnner sig
mest osdker i borjan av beslutsprocessen, da fjask latt resulterar i forhastade
beslut.

Beslutsprocessen ar alltsé till sin grundkaraktir stokastisk. Var bild analy-
serar dock blott en enda beslutsfattare i en specifik beslutssituation. En allmén
behandling forutsdtter att man betraktar samspelet mellan beslutsfattare,
vilka fattar sekvenser av beslut under ett manipulerbart socialt tryck. Aven
i det fall att den enskilde individen skulle ha klart for sig de samband vi illustre-
rat i diagrammet och skulle kunna fatta goda beslut dr steget annu langt till
fornuftiga beslutssekvenser och en klok koordinering av flera individers
aktioner.

Maénskans stravan mot en fornuftig styrning av skeendet i vidare bemirkelse
behover storre resurser &n hittills. Framforallt kravs det att vi frigér oss fran
en mingd illusioner om och idealiseringar av beslutsprocessernas natur och att
vi accepterar slumpens ofrankomlighet. Jag &r Gvertygad om att besluts-
vetenskapen kan gora en virdefull insats i ménskans strdvan att paverka
skeendet i en fornuftig riktning.
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A Method for Calculating Changes in Regression
Coefficients and Inverse Matrices Corresponding
to Changes in the Set of Available Data

By Leo Tiérnqvist (Helsingfors)

1. Introduction

When we have made a regression analysis, for instance on the
basis of time series, it is often of interest to know how the results
would change if we take into account observations made later on.
Because it seems that the whole work of solving the normal equa-
tions must be made over again, we seldom continue the calcula-
tions by taking into account later information. It is, however, easy
to find the adjustments required by a method developed in this
article. It is possible to get time series showing the development
of the regression coefficients without formidable work. We can in
this way get a deeper insight in the problem to be studied than
by making the regression analysis only once for all. If the purpose
of the regression analysis is to obtain formulas to be used for fore-
casting, time series of regression coefficients give a better start-
ing point than if we only have regression coefficients for a certain
period.

The basic idea can also be utilized for attacking other problems
of interest.

2. A Method of Adjusting Regression Coefficients when
Adding New Data

If we use matrix notations, the regression coefficients o, .. ., an
are the solutions

a=A"c (1)

of the equations Ao=c, (2)

where A ={a;} denotes the coefficient matrix of the equations and
¢ the constant vector.
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We assume that the elements oy of the matrix 4~! have been
calculated for a certain set of ddata. We then take a new observa-
tion i,..., %, of the independent variables. If this observation is
also included in the set of data used for determining the regres-
sion coefficients, the elements a; of 4 would be increased by z;x;.
If the new matrix obtained in this way is denoted by B, we have

B=A+xz' = {by} ={ay + 2}, (3)

where z' denotes the row vector corresponding to the column vec-
tor z.
Instead of the normal equations (2) we obtain the new normal

equations
Bf=c+ay, (4)

where the scalar 3’ derotes the new observation of the variable
to be explained by the regression formula

Y =2'f+e=a"a+ ¢, (8)

where g5 and e, denote the unexplained error terms obtained when
using the regression coefficients f and o respectively.
To find the inverse matrix B~ giving

B=B7(c+zy), (6)

the following idea leads to a surprisingly simple formula.
We start from the identity

B'=A'-AYB-A)B'=A'-A'BB '+ A4'4AB. (1)

Because according to (3) we have B—A=xa', we can write (7)
in the form

Bl=41—(4'2)(2'B™Y), (8)
from which follows
TBl=2'A"1— (2’4" 'z) (@’B7Y), 9)
/A—l
d th Bl e
an us x'B 12247 (10)

where the denominator is a scalar. By inserting (10) in (8) we get
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7(4_1.1:)(.'12'117])

B—1: ' el
4 1+2’d 'y’ (11)
and finally by inserting (11) in (6)
Az (y —2'a) 47 ze,
Poet v s T irdd 'z 8

To the matrix formula (11) corresponds the following formula
(13) for the elements B of the new inverse matrix B~

zaﬂxileaﬂ
ﬂi£=aji_—1 -*'zi.ft_;aﬂxl = 04 — Qjz Y Kz, (13)
1
1 1 1
. T Sran= = 14
e Y71 ;‘:%‘aﬂ-’w 1+Dome 1-+og’ ()
; T
a;z=Zocﬂx;, ac,;=zja:,aﬁ. (15)
1

The new regression coefficients §; can in correspondence to (12)
be calculated according to the formula

Br=os+ oy e, (16)
where &=y —x'x

denotes the unexplained part of ¥ when we use the old regression
coefficients o.

The calculation of the new regression coefficients by means of
the formula (16) requires very little work. The formula (13) gives
the elements of the new inverse matrix. If we get more data we
repeat the procedure and can by this method get a whole sequence
of regression coefficients. This sequence will refer to a successively
increasing period of time covered by the data used. The coeffi-
cients will therefore not be strictly comparable with each other.
The following method will give us a sequence of regression coef-
ficients, which can be considered as comparable to each other.

3. A Method for Getting a Sequence of Comparable Regression
Coefficients

If we in the regression analysis successively take into account
new data, the mean lag between different data used and the latest
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data will increase with increasing length of the time period covered.
This tendency could be counterbalanced by leaving out the oldest
data and correcting the regression coefficients by means of a for-
mula corresponding to (16). It seems, however, to be better to
subtract from the old moments such a fraction that after adding
the new terms z;7; the mean lag will remain unchanged. If the
mean lag is 7' and the time interval between successive observa-
tions is 7, the fraction p 4, where o =1/(T + 1), will have this pro-
perty. The new moment matrix and the new normal equations
will then be

B=(1-p)A+z2, (3,0)
Bﬂ=(1—@)c+xy’, (4, 0)

giving instead of (13) and (16) the formulas

1
B (0)=1—_E(0€ii—dﬁy@au), (13,0)
ﬂi(9)=ai+ah7’g€a, (167@)
1
h -— 1

where Vo (14,0)

The solution (16,p) will minimize the discounted sum of squares
Q?.ﬁt=£%.ﬂt+ (]- —Qt) Q%—t.ﬂt! (17)

where ¢;5, denotes the unexplained part of y; when we use the
regression coefficients B, for the last time point ¢, and = denotes the
equidistant time difference between the observations and (1 —p;)
the last discounting factor used. In the classical approach we have
0:=0 and '

Q=3 ks, 18)

In principle we could try, when we have pienty of data, to deter-
mine g;=p so that

S, =QFa,/ O, (19)
where

Q%‘atzsiat_l— (l—gt) Q?*r,at_r and Q(tO)=1+ (l_gt)Qg(i)n

will become as small as possible. Here é&;,, denotes the square of
the unexplained part of y, when the regression coefficients o; ;=
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=pBi ., are used. In practice we must, I think, calculate s7 ,, for

instance for p=0, 0.05, 0.1 and 0.2, and by means of interpola-

tion methods determine an approximation to the optimal value of g.
It can be mentioned that

e,p, = (1 — Q1) Vot t.a, (20)
while Q?,ﬁt=sg_at6g.ﬁt+ (1 _Qt)Qg—r.ﬂt_,- (21)

An analogue to the classical standard error of the regression coef-
ficients would be

&(Bit) =580, VBist- (22)

It is, however, clear that the assumptions made for the deriva-
tion of this formula are not in general valid for autocorrelated
time series. It is therefore safer to estimate the standard error
of B; directly from the time series obtained for (..

4. Generalizations and Other Applications of the Basic Results

We have earlier assumed that the difference B — A between the
new and old matrix is of the form za’. If we instead assume that

B—A=z2x, (23)
the corresponding formula for B! becomes
Atz A

=g —. 24

B 4 1+2'47 12 &

This result can be used for calculating the changes §; — a; corre-
sponding to the changes in only one row or column of 4. If we
for instance put x;=Aay; while 2, =0, 1 +h, 2, =1, we get the new
elements f; according to the formulas

ﬂﬂ = Oji — vhi/(l + Vnn),
Bin=om/ (1 +vnn),

where vp; =2 Aapjo.
-

(25)

If we like to change both the elements in the row =~/ and the
column §j=£k, this can be done in one single step by means of the
formulas
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- Cgn _
P = = T
ﬂki = Ynr (k1 Van — Ckp Vi) = ’}/nklnm, t=h,
Bin =Vt (Cn Wik — Otien Wike) = Ve Ainks €k,
B Bt oun s 4 Vne Anki Amie _ Otyn Gl
Prn Skh o Ggn Gpn
= 0tji — Wik Pri — Vhie %in (Vni U — Ort Whic)

= atji — Unt Brn — Phre et (g Unn — %gn Wrie), =R, j*k, |

(26)

ﬂii = &j; el

where
uik=20€ﬁAaik, j=k, U= 2 ots Az — 1,
iFh i%h
= Aanjopn, t=h, Onn = Aansom —1,
£k i¥k

Whi =12hvm Aay— Aapy.
+

The formulas (26) remain valid even if we throughout use b;; in-

stead of Aay, and by, instead of Aay; at calculating s, Uk, Vni

vpr and wyy, and at inserting in (26) use Ui =Urr— 1= otps by
i+h

instead of wug, and vhp =van— 1= bnjoy, instead of vy,
itk

In the special case when b,;=0, j=k and b, =0, ¢=+h by, =1
we obtain the classical “simplex’ formulas

13;'1 =0 — M‘, ﬂkn = (27)
CLrn
for leaving out the row i=#% and the column j=*£%.

In the case where oy =0, 1+=h and «; =0, =k, axn=1, and
thus @, =0, i=h, ap;=0, j=k, any=1, we obtain the special for-
mulas

Bn=otn—wp P, ¥k, jEE,
ﬂf:j ==r= ﬁk.‘! Unty PR,

ﬁfn S ﬁkn wp, j*k,
Bin =1/(1 —wyy)

for adding the new row :=h and the new column j=k.

The inversion of a matrix B can be done by means of (28) by
calculating a sequence of inverse matrices B;'. When this method
is used in solving linear programming problems, the primarily used

(28)
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identification numbers 7 and § do not necessarily have to denote
the ordinal numbers for rows and columns. Let the subscripts of
the somehow rearranged rows and columns be (i, ...,%,) and
(j1, .., jn) respectively. By ordering the rows and columns it may
be a good principle to use such an ordering that |biy jv|>|b,g ,-[‘[ for
o=v, u=v. We may then define the sequence of matrices B, to
be inverted by means of the rule

B,={b,ie,~”=b,-g,-" forp=v,u>v, b,.,.Q,H:IQu for p>v,u>v}, (29)

where I,=0 if o= pu, I,,=1 and »=1,2,...,n. At each step
y—>v+1 one new row with »+1 elements differing from 1,,; ,
and one new column differing from 7,,,; will be added. By this
method we obtain the last inverse matrix B;'=B"! after in all
»n® multiplications or divisions. In the symmetric case we can ob-
tain B! by making only (n®+)/2 such operations. In regression
analysis all the matrices B,' obtained as byproducts during the
calculations can be of direct interest.

The basic formulas (26) can be used for obtaining many different
sequences of inverse matrices B, of interest in a regression analysis.

If we have performed the preliminary calculations with only a
few number of decimals. we may check and increase the accuracy
of the results {«;} by means of the formula

d
Bin~ o — i'}'”(dﬁ —2a;), (30)
where dj[ = Z z ip Aapq Xgi = z Zjq Xgis
q D aq

z=ZZaap Aayg=2 240
@D q

Rjqa = ;“m Aay,= Z %ipbpg — Ljg,
D

2@ 52

Ty

2@ = Z Z RapRpq = Z z(q%-
ap q

This approximation formula is exact if Aaye= —gay,+2,2,. Even
if this is not exactly true, the formula (30) gives a very good
approximation to [; whenever the discrepancies from the exact
case are not very large.

15— 573333 Skandinavisk Akiuarietidskrift 1957
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5. Remarks

I have to thank Mr. Aarni Nyberg for checking the computa-
tions. He has at the same time studied a part of the vast litera-
ture on the subject and discovered that Bartlett [1] has earlier
found the facts expressed by the formula (24). Further it seems
that many authors have developed different variants of the sub-
matrix inversion method mentioned by Frazer, Duncan and Collar
[2]. These variants scem to be applications of the mathematical
facts expressed in the formula (28). As all articles dealing with
similar problems have not been available, other details of our
results may have been published earlier. I hope that at least
some of the results will be really new contributions to the subject.
I suppose that the formulas containing the discounting factor (1 —p)
are new. I think that the presentation of the results given will
be helpful for those who, like myself, sometimes make extensive
use of regresssion analysis. The methods described have been very
efficient in an investigation of the interdependence between a large
set of time series describing the economic development of the Post
and Telegraph Office in Finland. When this investigation has been
completed, it will be possible to demonstrate the usefulness of my
approach numerically.
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INDUSTRIPRODUKTIONENS
UTVECKLING I FINLAND AREN 1925—56

Av professor LEO TORNQVIST

Den 27 maj 1958 granskades vid Helsingfors universitet en ekono-
metrisk doktorsavhandling av Oravi Nirramo!), behandlande produk-
tivitetens utveckling i Finlands industri under dren 1925—52. I min
egenskap av ex officio opponent framfoérde jag bland annat féljande
synpunkter. Forfattaren har med beromvird flit och seghet angripit
ett krivande ekonometriskt problem och utfort ett grundliggande ar-
bete f6r att beskriva och forklara produktivitetens utveckling i Finlands
industri. D4 undersdkningen #r den forsta i sitt slag i Finland, har for-
fattaren haft att utféra ett réjningsarbete pa det vidstriackta arbetsfilt,
som bestar i att forklara utvecklingen av viktiga ekonomiska tidsserier.
Doktor Niitamo har omsorgsfullt konstruerat en mingd tidsserier, som
belysa den betraktande tidsperiodens kvantitativa ekonomiska historia.
Ekonometriska forskningsresultat dro i allmanhet inte slutgiltiga. Detta
giller naturligtvis ocksa Niitamos resultat. En relativt framgéingsrik
attack pa ett intressant ekonometriskt problem har en férmaga att viacka
intresse och locka till nya forsok att angripa det redan angripna pro-
blemet eller liknande problem. Ett sddant forsok gjorde jag redan till
disputationstillfillet, dd jag omnimnde nigra nya modeller, som bittre
4n Niitamos kunde férklara utvecklingen dren 1925—52.

Vid ifrigavarande tillfille framholl jag att en ekonometrisk under-
sOknings kvalitetsniva visentligt beror pa hur vil forskaren lyckas 16sa
foljande grundproblem:

1. Formulering av forskningsuppgiften, d.v.s. en precisering av
syfteméalet med undersékningen. Hirvid maste man angiva vilka
statistiska variabler, som man onskar forklara med tillhjdlp av

1) OLAVI NIITAMO: Tuottavuuden kehitys Suomen teollisuudessa vuosina 1925 —52.
(Produktivitetens utveckling i Finlands industri aren 1925—52.) Kansantalou-
dellisia Tutkimuksia XX; dven som akad. avh. English Summary. 192 sid.
Helsingfors 1958. Mk 900:—.
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kvantitativa uppgifter beskrivande en viss grupp av statistiska
variabler, vilkas variationer mahinda kan forklara variationerna
i de variabler, som understkningen syftar till att forklara.

En omsorgsfullt utford kvalitetskontroll av det tillbudstiende
materialet. Hirvid méste man underséka, om det tillgingliga
siffermaterialet med tillfredsstdllande noggrannhet under hela
unders6kningsperioden kan anses beskriva variationerna i de
statistiska variabler, som man har behov av for att uppnd under-
s6kningens syftemal.

. Byggandet av en modell, som anger det férmodade matematiskt-

statistiska sambandet mellan de studerade variablerna, varvid
man har att bedoma, huruvida sambandet kan bittre uttryckas
medelst additiva eller multiplikativa kopplingar mellan de ifraga-
varande variablerna och de vid detta stadium av undersékningen
dnnu obekanta parametrar, som inga i modellen.

Problemet, att med utgdngspunkt fran det tillbudstdende siffer-
materialet skatta de obekanta parametrarnas talvdrden under
antagandet att de forblivit konstanta vid de variationer i de
studerade variablerna, som beskrivas av det tillbudstiende siffer-
materialet. Studiet av variansen och andra statistiska egenskaper
hos avvikelserna mellan de enligt modellen férvdntade och ob-
serverade talen.

En provning av huru vil de tal, som kunna berdknas med tilthjalp
av modellen, 6verensstimma med nytt material, som icke utnytt-
jats vid modellens hirledning.

Nyanpassning av modellen med utnyttjandet av nytt material.

. Fragan angfende utstrickningen av modellens approximativa

giltighetsomrade.

. Bedomningen av virdet av den information, som sinsemellan

tavlande modeller ger fér uppniendet av undersékningens syfte.

Redogorelsen for resultaten och forskningstekniken pa ett sitt,
som dr mojligast lattfattligt, intressevickande och verkningsfullt
for dem, som méjligen kunde utnyttja dessa resultat for praktiskt
bruk.

Den vid uppgifternas 16sning anvinda forskningsteknikens elegans
och effektivitet.
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Syftemalet med denna artikel 4r att forklara utvecklingen av volym-
indexen f6r Finlands industriproduktion sedan ar 1925 medelst varia-
tionerna i anvédndningen av de viktigaste produktionsfaktorerna och i
utrikeshandeln samt skolbildningen hos Finlands folk genom att utga
ifrdn de serier och modeller, som Niitamo studerat. Genom att nigot
forbattra de serier, som Niitamo anvidnder for energiinsatsen och utrikes-
handeln, samt utelimna en tilliggsbetingelse for parametrarna i hans
modeller — som m&jligen kan anses vara saklogiskt motiverbar, om man
accepterar tankegingen att ifall enbart antalet sysselsatta och energi-
forbrukningen férdubblades, si skulle dven produktionen fordubblas —
visar det sig att man kan erhilla visentligt bittre resultat. Vidare ir det
avsikten, att undersoka huru vil de forbidttrade modellerna for aren
1925—52 formé forklara industriproduktionens utveckling under aren
1953—56. En sadan berdkning fungerar som en god test pad modellens
effektivitet. Av intresse dr dven att se, huru modellens parametrar
forandras da det nya materialet ett ar i sinder beaktas vid hirledningen
av modellen.

Med tanke pa att gora en mycket effektiv berikningsmetod, som jag
utarbetat for dylika dndamaéll), tillginglig for andra forskare, synes det
vara behovligt att i korthet angiva, huru berikningarna genomférts
vid hirledningen av de nya modellerna.

Efter att ha utfort en del preliminidra férsok har jag kommit fram
till f6ljande modell

Log Q = ay + a,log Ly + a,log H, + aglog E + a,log I, + aslog Wo+-u=
log Q* + u

Industriproduktionens volymindex.

Antalet 4rsarbetare i industrin.

Den nulevande mellanskolegingna befolkningens forhallande till
befolkningen i arbetsduglig alder.

Energiserien, som har beriknats sd att till industrins totala elek-
tricitetsforbrukning har adderats den energimangd, som uppskattats
ha anvints av andra kraftmaskiner dn elektriska motorer. Den
sistnaimnda ha vi uppskattat genom att med konstanten 2.300
multiplicera antalet histkrafter, som dessa maskiner kunna prestera,
sd att vi erhdllit ett nidrmevirde for den motsvarande mingden

1) Regressioanalyysin laskelmien kaytannollinen suorittaminen esimerkin valossa.
Helsingin Yliopiston Tilastotieteen laitos, moniste n:o 2 (april 1958).

o
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300
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kilowatt-timmar. Industrins elektricitetsforbrukning har for aren
1925-—29 uppskattats till 919, av elektricitetsproduktionen under
dessa ar.

I, En obetydligt utjamnad serie fér importvolymen f, for varor for
produktionsindamal. Utjamningen har skett enligt formlerna
Iy= (Iqt + I;,) /2 dir Iqt = (7'1!-1 + I.;r) /2

Hirigenom beaktas i nédgon méan lagerhallningen av importerade

varor och de tjdnster, som under tidigare 4r importerade varor gjort.
W, Exportvolymen
# Den oforklarade resttermen.

Diagram 1 askadliggor den efter skattningen av de obekanta para-
metrarna a,, 4,, etc. erhdllna forklaringen log Q* och resttermen # for
industriproduktionens volym. De parametervirden, som erhéllits genom
att beakta materialet for dren 1925—52, leder till en visserligen liten men
systematisk underskattning av industriproduktionen f6r dren 1953—56.
Denna iakttagelse kan mojligen bero pa, att industriproduktionens volym-
index for krigsskadestindsdren 1945—52 ir relativt svirberdknad eller
pa att industriproduktionens effektivitet steg méirkbart da de speciella
svarigheter, som horde ihop med de omstéllningar i produktionen, som
kravdes under skadestindsdren, upphorde. D4 det statistiska material,
som foreligger for hela perioden 1925—56, ligges till grund for hirlednin-
gen av modellens parametrar fas denidzagram 2 dskadliggjorda modellen.

I tabell 4 ha vi sammanstillt de indexserier, som ingd i modellen.
Dir inga tillika indexserier som beskriva produktionen per sysselsatt
(Lw) och per arbetstimme (L,). I den sista kolumnen finns produktionen
per arbetstimme i USA. Produktionen per arbetstimme inom industrin
har utvecklats pa ett ritt likartat sitt i Finland och i USA. Utvecklings-
takten i Finland har t.o.m. varit nagot snabbare 4an i USA.

For produktionen per sysselsatt person kan man ur den i diagram 2
askadliggjorda modellen hirleda féljande modell

log Q*/Lm = —. 013—. 2521og Ly +. 11210g I, +. 049 log W, -+.
.1631log E +. 549 log H,

De multiplikativa modeller, som vi hir i likhet med Niitamo begagnat,
torde vara approximativt giltiga dven for relativt kraftiga varia-
tioner i L, och H,. Diremot ir det tvivel underkastat, huruvida goda
approximationer kunna erhdllas till eventuella statistiska data, i den
héndelse att indexen for energimingden och utrikeshandeln varierar
kraftigt relativt till L.
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Resultaten betriffande utbildningsfaktorns betydelse dro anmérk-
ningsvirda. De visa tydligt, att utbildningen spelar en mycket stor
roll for industriproduktionens effektivitet. Beaktas bor dock, att den
term i modellen, som tar hinsyn till utbildningsfaktorn, dven implicit
inbegriper forskningsverksamhetens och uppfinnarnas anstringningar.
Importvolymfaktorns (I,) verkan kan ha férstirkts av variationer i
inflodet av virdefulla tekniska informationer frdn utlandet. Denna fak-
tor inbegriper 4ven en liten energivariationsfaktor, beroende pa varia-
tionen i {mporten av drivmedel for industrimaskiner. Det kan vara skal
att papeka att utvecklingen av industrins fasta kapital torde vara starkt
korrelerad med H,, I, och E. ‘

Redogorelse for den begagnade berdkningstefkniken.

Vid berdkningarna ha vi anvidnt oss av minsta-kvadrat-metoden,
d.v.s. minimerat summan av resttermernas (u) kvadrater. Forst ha vi
logaritmerat de ursprungliga tidsserierna, och — p4 vanligt sitt — ur
dem berdknat foljande momentmatris.

log Q 1.000 log L, | log H, log E log I, | log W,

log O [2.826 616 7.530 000|1.520 282(1.849 013| 3.572 602(1.786 455/ .249 088
1.000 |7.530 000(28.000 000|3.799 000(5.126 000{10.331 000(5.003 000| .460 000
log L,, {1.520 282| 3.799 000| .846 565 .985 812 1.857 729| .903 320| .079 489
log H, |1.849 013| 5.126 000| .985 812(1.253 364| 2.373 131/1.048 075 .005 042
log E  |3.572 602(10.331 000(1.857 729|2.373 131| 4.761 303|2.227 705| .316 846
log 1.786 455| 5.003 000/ .903 320/1.048 075| 2.227 705/1.908 313| .905 656
log W, | .249 088] .460 000| .079 489| .005 042| .316 846 .905 656/1.059 202

Vid 16sandet av normalekvationerna utgd vi fran att forst utvilja
en variabel, — taga sd det inversa virdet av motsvarande moment-
matris diagonalelement — samt berikna variabelns koefficient och rest-
kvadratsumman, Dérefter vilja vi en annan variabel och berikna den
inversionsmatris samt de koefficienter och den restkvadratsumma (g?),
som svara mot dessa tva variablers momentmatris. Berikningarna fort-
sdttas genom att taga med en ny variabel i gdngen — tills man medtagit
alla i modellen ingdende variabler. I anslutning till tabellerna la och 1b
visas hur det sista steget har utforts. P4 rad log Q finns den forsta radens
virden f6r momentmatrisen. I kolumn a och pé rad a finnas parameter-
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véirdena for det néastsista steget. Innanfér det inramade fdltet finns
inversionsmatrisen till motsvarande momentmatris. I kolumn log W,
finnas talen .249088,...,1.059202, den nya variabelns (log W,) mo-
mentmatrisvirden. Fradn denna 5x5 inversionsmatris 6vergd vi till
den slutliga 6 x 6 inversionsmatrisen pa foljande sidtt. Vi berdkna de tal,
som hora till rad d, sa, att vi f6rst multiplicera talen i kolumn log W,
med motsvarande tal i kolumn (1.000) och addera produkterna, saledes
.212605 x .460000 4 .787811 X .079489 4 (—.707834) x .005042 +
(—.358102) x .316846 + (—.123513) x .905656 — —.068472. P4 samma
sdtt raknas for varje inversionsmatris’ kolumn talen d. Fréin talet pa rad
log W, och i kolumn log W, (log W s diagonalelement i momentmatrisen)
subtraheras summan av produkterna av de tal som finnas i den nya
kolumnen (log W,) och pd rad 4; d.v.s. 1.059202 — (—.068472) X
.460000 — .052865 x .079489 — (—1.551071) x .005042 — .605258 X
316846 — .774388 X .905656 = .20121472. Det erhallna talet anteck-
nas pa rad Y& i kolumn log W,. Sasom litt inses, 4r d-talen virdena for
de parametrar, som man skulle ha erhallit, om log W, hade varit den
serie, som skulle férklaras, och de variabler, som ingd i inversionsmat-
risen, varit forklarande variabler. Talet pa !/k-raden ar restkvadratsum-
man for en dylik modell.

Inversionsmatrisens diagonalelement fér den nya variabeln log W,
ar det inversa virdet k2 av talet i kolumn 1/%; 1/.20121472=4.969815.
De 6vriga talen, som komma péd samma rad, ha motsatt tecken mot detta
tals och d-talens produkter (=—=~&d). Saledes dr t.ex. 4.969815 x
(—.068472)=.340293, 4.969815 x .052865 = —.262729 o.s.v. Efter-
som bade inversions- och momentmatrisen dro symmetriska i forhéllande
till sin huvuddiagonal, placeras dven de sdlunda erhillna talen i kolumn
log W,. #

Det tal, som finns pad den nya inversionsmatrisens rad (1.000) och i
dess kolumn (1.000), d.v.s. talet .235906, {4 vi genom att frdn motsva-
rande tal i den foéregdende inversionsmatrisen .212605 subtrahera pro-
dukten (—Ad1000) 4 (1.000)= -340293 X (—.068472). I enlighet hirmed
ar talet pad rad log L. och i kolumn log L,, 19.174584 = 19.160695 —
(—.262729) x .052865. Talet pa rad (1.000) i kolumn log L. och pi
rad log L, 1 kolumn (1.000), d.v.s. .76921, fa vi, d4 vi frAn motsvarande
tal i den féregéende inversionsmatrisen subtrahera produkten (—#&d (1 490))
dy, eller (—kdy) d (o0, Shledes 787811 — 340293 x .052865 = 787811
—(—.262729 X (—.068472) = .769821. DA hela inversionsmatrisen har
berdaknats pa detta sidtt, kunna vi berikna parametrarnas virden. Varje
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variabels koefficient beriknas genom att multiplicera talen pa rad log Q
med talen i motsvarande variabels inversionsmatrisrad. T.ex. a (g00=
.235906 < 7.530000 - .769821 x 1.520282 4 (—.180015) x 1.849013
+ (—.564067) x 3.572602 + (——.387032) x 1.786455 -+ .340293 X
.249088 = —.007972.

Nar man erhallit vardena for alla koefficienter, beriknas restkvadrat-
summan genom att fran talet pa rad log Q och i kolumnen log Q (diagonale-
lementet i motsvarande momentmatris), 2.826616, subtrahera summan av
produkterna av koefficienterna och motsvarande tal pa rad log Q; 2.826616
— (—.007975) x 7.530000 — .764990 x 1.520282 — .484717 x 1.849013
— .173647 x 3.572602 — .110668 x 1.786455 — .032342 x .249088 =
.001288, som antecknas pd raden ¢? i kolumn log Q. Man kan kontrollera
talen i inversionsmatrisen genom att bheakta att produkternas summa
for talen i en rad och i motsvarande momentmatrisrad = 1; om talen
i en rad i inversionsmatrisen multipliceras med talen i en annan 4n i
motsvarande momentmatrisrad, 4r produkternas summa=0.

Koefficienterna kunna dven berdknas enligt en kortare metod 4n den
ovan skildrade — och med lika stor noggrannhet. Hirvid riknar man
forst pa vanligt sdtt den nya variabelns koefficient (i tabellen ap=
.032342). De Ovriga koefficienterna fir man genom att fran de gamla
koefficienterna subtrahera produkten av den erhdllna koefficientens
virde och motsvarande d-tal; a gp)=—010190—.032342 X (—.068472)
=—.007975.

Restkvadratsumman ¢* kan ocksd beriknas pa ett annat sitt. Om
man frdn den gamla restkvadratsumman subtraherar (ay)?x (Y/%), far
man en ny restkvadratsumma; .001504—(.032342)2 x .201215=.001294
(de tva sista siffrorna dro osdkra i exemplet).

Restvariansen s? fis genom att dividera modellens restkvadratsumma
¢ med antalet frihetsgrader, d.v.s. med antalet observerade &r (28)
minskat med antalet berdknade parametrar (5 i 1a och 6 i 1b).

Koefficienternas medelfel berdknas genom att taga kvadratroten ur
produkten av den inversionsmatris’ diagonalelement, som svarar mot
ifrAgavarande koefficient och restvariansen. Ex. medelfelet

.001504
Ea= 728——5) % 19.160695=.035400 for koefficienten a=

166700 £6r log L.

I tabell 2 se vi hur virdena f6r de nya parametrarna och den nya
inversionsmatrisen berdknats, d4 man beaktat de olika variablernas
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virden for ar 1956, och dd man pad motsvarande sitt kommit till inver-
sionsmatriserna och koefficienterna t.o.m. 4r 1955. Variablerna for ar
1956 finnas pa rad xg. FoOrst berdknas d.-talen pd samma sitt som d-
talen beriknats, d4 man utokat modellen med en variabel i séinder. T.ex.
1.000 x .218544 4- .373 x .701322 - .422 x .067871 4 .776 x (—.600553)+
643 X (—.390241)+.319 X .409982=—.077391. Man bestimmer sd den
nya iakttagelsens, Q=.720, oférklarade del z; genom att anvinda re-
gressionskoefficienternas ags-virden; .720—(—.012145) x 1.000—.749774
X .373—.543327 X .422—.164589 X .776—.110485 x .643—.048856 x .319=
.008847 Direfter berdknas 1/k’=1 + 1.000 x (—.077391) 4 .373 x (—.22
7953) 4 .422x .831684 4 .776 X (—.200870) + .643 x .260854 + .319 %
.046099=1.215112762. Till talet 1 maste man saledes addera produkternas
summa f0r d,- och zge-talen. Det sistnamnda talets inversa virde, k'=
.822969, placeras pd rad x, i kolumn x, i tabell 2b. De andra talen
pé raden x och i kolumn x dro produkter kd,, sdlunda t.ex. —.063690—.822
969 X (—.077391) och —.187598=.822969 X (—.227953) o.s.v. Talen i in-
versionsmatrisen i tabell 2b f4 vi fran talen i den féregdende tabellen 2a
genom att frdn dem subtrahera produkten av kd,, och det tal d,, som
finns i samma kolumn. Pd inversionsmatrisens rad (1.000) i kolumn
(1.000) fa vi séledes talet .213615=.218544—(—.063690) x (—.077391).
P4 motsvarande sdtt fa vi pa rad (1.000) i kolumnen log L,, och pa rad
log L. i kolumn (1.000) .686804=.701322—(—.063690) x (—.227953)
=.701322—(—.187598) X (—.077391). Pa rad log Q finnas de nya momen-
ten 4.129853+.720 x .720, =4 648253,9.503000-1. 000 X .720=10.223000,
2.1816014.373 X .720 =2.450161 o0.s.v. De nya regressionskoefficienterna
ass kunna nu berdknas sdsom tidigare visats, med tillhjdlp av inversions-
matrisen. Ett annat sdtt dr att berdkna dem ur de gamla koefficienterna
ag; genom att till dem addera produkten av talet (kd,) pA raden x i motsva-
rande kolumn och talet z;;. Sdlunda fa vi t.ex. @ (;ggg);56=—-012145-(—
.063690) x .008849=—.012709 (koefficienterna beriknade pa detta sitt
skiljer sig fran de tidigare forst fr.o.m. den 5:te decimalen).

Vi far restkvadratsumman ¢?=4.648253—(—.012709) x 10.223000
-——.748114 %< 2.450161—.549384 % 2.929063-—.163126 X 5.599736—.112385
X 3.284053—.049192 x 1.037402=.002424.

Rikningarna kunna kontrolleras t.ex. genom att bestimma regres-
sionskoefficienterna pa tva skilda sdtt, och dessutom genom att kon-
statera att produkternas summa f6r en inversionsmatrisrad och mot-
svarande momentmatrisrad=1. D& man berdknar korrelationskoeffi-
cienten subtraherar man forst fran talet 4.648253 pa rad log Q i kolumn
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log Q den del som konstanten (1.000) limnar oférklarad; ¢i=(4.648253
—(10.223000)2/32.000000) =1.328324. Talet 1.328324/(32—1)=.042849
ir variansen sfog o for den serie som skall forklaras. Restvariansen for
den slutliga modellen s, dr gi/f eller .002458 / (32—6)=.0000945, dar
[ dr antalet frihetsgrader. Sjdlva korrelationskoefficienten R beriknas
ur ekvationen

R=V1—ss}tsq =V1—.002205=.999

I tabell 3 ha vi angivit parametervirdena i var modell vid en succes-
siv forlangning av den period som beaktats vid hidrledningen av para-
meterviardena. I den néstsista kolumnen anges restvariansen och i den
sista korrelationskoefficienten mellan den observerade log Q-serien och
de berdknade modelltalen log Q*. Det kan nimnas, att f6r Niitamos
bésta modeller for perioden 1925—52 korrelationskoefficienten R=0.997.
I hans modell (11) har regressionskoefficienter for log 1,,, virdet .779
och for log H, virdet .545. De andra tva forklarande variablerna ha
en nigot annan innebdrd #n log W, och log E varfér nigon direkt
jamfdrelse mellan regressionskoefficienterna f6r dem ej kan goras.

Till slut har jag den angenima plikten att tacka pol.mag. Reino
Helppi f6r att han bistatt mig med att genomfoéra de praktiska rik-
ningarna.
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Tabell 1. Overgdngen fran en modell till en annan modell med en ny fovklavande variabel (log W,).

(la) | logQ | a 1.000 log L, log H, | log E [ log I, | log W,
log Q 2.826 616 7.530 000 1.520 282 1.849 013 3.572 602 1.786 455 .249 088
1.000 7.530 000 | —.010 190 .212 605 .787 811 — .707 834 — .358 102 — .123 513 .460 000
log L,,| 1.520 282 .766 700 .787 811 19.160 695 | —17.946 099 .788 367 —2.199 399 .079 489
log H, | 1.849 013 .434 552 — .707 834 —17.946 099 31.948 778 —8.856 293 3.142 523 .005 042
log E 3.572 602 .193 222 — .358102 .788 367 | — 8.856 293 5.626 017 —1.137 970 .316 846
log I, 1.786 455 135713 — .123 513 — 2.199 399 3.142 523 —1.137 970 1.491 459 .905 656
log W, 1.059 202

a — .010 190 .766 700 .434 552 .193 222 135713

&, -+ .003 729 + .035 400 + .045 711 -+ .019 182 -+ .009 876

g2 .001 504

d — .068 472 052865 | — 1.5561071 605 258 .774 388

Yk .20 121 472

(1b)
log © 2.826 616 7.530 000 1.520 282 1.849 013 3.572 602 1.786 455 .249 088
1.000 7.530 000 | —.007 972 .235 906 .769 821 — .180015 — .564 067 — .387 032 .340 293
log L, | 1.520 282 .764 990 .769 821 19.174 584 —18.353 611 .947 386 —1.995 945 |— .262 729
log H, | 1.849 013 484 717 — .180 015 —18.353 611 43.905 265 | —13.521 946 —2.826 875 7.708 536
log E 3.572 602 .173 647 — .564 067 .947 386 | —13.521 946 7.446 645 1.191 405 |—3.00& 020
log I, 1.786 455 .110 668 — .387 032 — 1.995945 | — 2.826 875 1.191 405 4.471 742 ;—3.848 565
log W,  .249 088 .032 342 .340 293 — .262729 7.708 536 —3.008 020 —3.848 565 4.969 815

2 — .007 972 .764 990 484 717 173 647 .110 668 .032 342
€a + .003 715 + .033492 4+ .050 680 + .020871 + .016 174 |-+ .017 050
q* .001 288 t
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Tabell 2. vergdngen frin en modell (2a) byggande pd matevial fov dven 1925—355 till en modell (2b) byggande pd material for
dren 1925— 56.

(2a) | logQ a | 1.000 log L,, logH, | logE | logl, | logW, | x
log Q | 4.129 853 9.503 000 2.181 601 2.625 223 5.041 016 | 2.821 093 .807 722 )
1.000 [ 9.503 000 | —.012 145 .218 544 701 322 067 871 |— .600 553 |— .390 241 409982 | —.073 685
log Ln| 2.181 601 749 774 .701 322 | 18.779 019 |—17.056 168 | © .713 953 | —2.044 658 .076 933 |  —.067 630
log H,| 2.625 223 .543 327 067 871 | —17.056 168 | 39.457 061 |—12.722 889 |—2.699 059 | 6.530 850 | .381 196
log E | 5.041 016 164 589 |— .600 553 718 953 |—12.722 889 7.279 642 | 1.164 148 | —2.805 992 .058 450
log I, | 2.821 093 110485 |— .390 241 |— 2.044 658 2.699 059 1.164 148 | 4.459 740 | —3.818 922 .039 885
log W, .807 722 .048 856 ,409 982 .076 933 6.530 850 |— 2.805 992 |—-3.818 922 | 4.653 350 .161 430
— .073685|— .067 630 .381 196 .058 450 .039 885 161 430 .820 244
a — 012 145 749 774 .543 327 .164 589 110 485 .048 856
+e, 4 .004 540 [+ .042082 |+ .060999 [ .026 201 |+ .020 507 |- .020 948
¢ .002 358
— g 720 1.000 .373 .422 176 .643 .319
s — .077391 |— .227953 .831 684 [— .200 870 .260 854 .046 099
Yk 1.215 112 762
25 .008 847
(2D) |
log Q | 4.648 253 10.223 000 2.450 161 2.929 063 5.599 736 | 3.284 053 | 1.037 402 |
1.000 | 10.223 000 | —.012709 | 213 615 .686 804 120841 [— 613347 |— .373627| .412918| —.063 690
log L| 2.450 161 748 114 686 804 | 18.736 255 |—16.900 146 .676 270 |—1.995 722 .085 581 —.187 598
log H,| 2.929 063 549 384 .120 841 |—16.900 146 | 38.887 815 | —12.585 403 |—2.877 601 | 6.499 298 .684 450
log £ | 5.599 736 163126 | _ 613 347 .676 270 | —12.585 403 7.246 436 | 1.207 270 |—2.798 371 —.165 310
log Iy | 3.284 053 112385 [ 373 627 |— 1.995722 |— 2.877 601 1.207 270 | 4.403 741 |—3.828 818 .214 675
log W, 1.037 402 .049 192 412 918 .085 581 6.499 298 |— 2.798 371 |—3.828 818 | 4.651 601 .037 938
% — .063 690 |— .187 598 .684 450 |— .165 310 214 675 .037 938 .822 969
a — .012 709 748 114 .549 384 .163 126 112 385 049 192
+é&a L 004463 |+ .041798 |+ .060188 [+ .025992 |+ .020 262 [L .020 885
¢ .002 424
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Tabell. 3. Modellens pavametrar vid successiv ulkning av det utnytijade utgdngs-
wmatevialet med nya obsevvationer fOv ett dv i sdnder.

. 1 log L,,|log H, | log E | log I, {log W
Period a il i i i 1 l;s & S?E) R
1925—52 | —.0080 | .7650 | .4847 | .1736 | .1107 | .0323 |.0000 585 | .9992
1925—53 | —.0091 | .7570 | .5081 | ,1696 | .1093 | .0384 |.0000 648 | .9992
1925—54 | —.0106 | .7512 | .5352 | .1633 | .1096 | .0454 | .0000 829 | .9991
1925—55 | —.0121 | .7498 | .5433 | .1646 | .1105 | .0489 |.0000 943 | .9990
1925—56 | —.0127 | .7481 | .5494 | .1631 | .1124 | .0492 |.0000 945| .9991

Koefficienterna a, . .

., a5 ange den procentuella 6kningen i industriproduk-

tionens volym Q* vid en &kning pad 19%, i den fragavarande pa produktionens
storlek inverkande faktorn.
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Tabell 4. Utgdngsserierna fov analysen samt produktionen pev sysselsalt och per
arbetstimme jamfort med produktionen per arvbetstimme 1 U.S.A. samt den enligt
modellen for tidspevioden 1925— 56 beviknade produktionsvolymen Q¥ och Q*[Lp,.

(USA)

Ar Q Q¥ L | Hp | E | I, | Wy | Q1L Q" /Lol QILs| QfLx
| (USA)

1925 100 97 | 100 | 100 | 100 [ 100 | 100 | 100 97 | 100 100
1926 108 | 107 | 106 | 103 | 109 | 120 | 103 | 102 | 101 | 101 101
1927 118 | 119 | 113 | 107 | 118 | 142 | 116 | 105 | 105 | 105 103
1928 132 | 130 | 120 | 111 | 124 | 166 | 114 | 110 | 108 | 109 108
1929 136 | 134 | 117 | 115 | 149 | 156 | 121 | 116 | 115 | 117 114

1930 124 | 124 | 104 | 119 | 155 | 147 | 109 | 119 | 119 | 124 113
1931 112 | 114 93 | 123 | 158 | 122 | 110 | 121 | 123 | 128 114
1932 116 | 116 91 | 127 | 181 | 112 | 116 | 127 | 127 | 131 109
1933 128 | 129 | 100 | 131 | 206 | 128 | 134 | 129 | 129 | 130 119
1934 155 | 155 | 114 | 135 | 226 | 160 | 145 | 136 | 136 | 136 122

1935 169 | 173 | 123 | 139 | 256 | 184 | 155 | 137 | 141 | 138 127
1936 189 | 190 | 130 | 143 | 281 | 206 | 173 | 145 | 146 | 146 131
1937 222 | 220 | 146 | 146 | 322 | 260 | 186 | 152 | 151 | 152 132
1938 229 | 231 | 152 | 150 | 357 | 252 | 160 | 151 | 152 | 153 129
1939 224 | 226 | 148 | 153 | 348 | 224 | 152 | 151 | 183 | 157 136

1940 168 | 168 | 127 | 157 | 199 | 152 45| 132 | 132 | 138 144
1941 172 | 174 | 131 | 162 | 189 | 139 58 | 132 | 133 | 139 147
1942 179 | 173 | 129 | 168 | 199 | 113 64 | 139 | 134 | 144 146
1943 203 | 200 | 138 | 172 | 328 | 105 71 | 147 | 145 | 150 145
1944 191 | 188 | 137 | 178 | 301 73 49 | 140 | 137 | 144 145

1945 199 | 199 | 162 | 184 | 293 «2 28 | 122 | 123 | 128 145
1946 241 | 244 | 177 | 190 | 291 87 73 | 136 | 138 | 148 141
1947 269 | 283 | 188 | 196 | 287 | 164 99 | 143 | 151 | 155 148
1948 305 | 308 | 195 | 203 | 302 | 210 | 104 | 157 | 158 | 167 154
1949 320 | 327 | 196 | 210 | 355 | 212 | 123 | 164 | 167 | 177 163

1950 340 | 344 | 197 | 217 | 399 | 223 | 137 | 173 | 175 | 187 173
1951 395 | 394 | 214 | 225 | 443 | 283 | 170 | 185 | 184 | 199 173
1952 379 | 395 | 205 | 232 | 447 | 338 | 150 | 185 | 192 | 200 179

1963 400 | 396 | 201 | 239 | 503 | 277 | 168 | 199 | 197 | ... 186
1954 460 | 445 | 217 | 247 | 530 | 347 | 195 | 212 | 205 | ... 194
1955 511 | 492 | 229 | 2565 | 631 | 380 | 212 | 223 | 215 | ... 201

1956 525 | 516 | 236 | 265 | 598 | 440 | 208 | 222 | 219
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On the distribution function for a function of n stat-
istic variables and the Central Limit Theorem in the
Mathematical Theory of Probability.

By Leo Tornqvist (Helsingfors).

According to the Central Limit Theorem in the mathematical
theory of probability, the sum i.e. a specific function of »
mutually independent statistic variables — under very general
conditions — converges towards the normal distribution funec-

tion:
z=b

a
x—b 1 -

© m( a) V27,fe e
when the number of the statistic variables entering into the
sum (function) examined tends to infinity. This theorem has
attracted the attention of many mathematically interested
statisticians. A great number of famous mathematicians, as
MoiveEe, Laprrace, Lsarounorr, LINDEBERG, KOLMOGOROFF,
KuintcHIiNE, PrTrROWSKY, Livy, FrrLLer, Cramir etc. have
dealt with the formulation of and the proof of the central
limit theorem. As a result of these efforts, the space of valid-
ity of the central limit theorem has been found to be very
extensive and very difficult to define, so that the limits of the
space within which the theorem provably is valid have re-
peatedly been widened. FrrLLEr and Livy have, however, found
a formulation touching the limits for the space of validity of
the theorem in the case that only considers the sum of »
mutually independent variables, the relative signification of
which approaches zero.

The criterion formulated by Ferver for the validity of the

central limit theorem within the domain studied, runs as fol-
lows [1):
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FeLier's formulation of the central limzt theorem:
A sufficient and necessary condition, in order that the
dzstribution function

(1) W (x) = fw Wa-1{x —y)d Vi(y + br)

of a sum of n mutually tndependent statistic variables z, . .. x, =
= xp, — by shall have the property that there exists such a succes-
sion of numbers {an, by} that

(2) Walanz) - @ ()
while the distribution functions Vi(x) for xi = xr + br have the
property

) (t Vilawz + 8~ q)(

@)_0; i OF T

0/ 1, z>0’

when the function Vi(z) has been normed so that

(4) Vi0—)<1—2, V:(0+)>2,
is that the distribution functions Vi(x) have the properties (B)
and (6)
n n
(5) lim (X22 fd Vn(x)):(z fd Vk(x))=0
‘h::ﬁ 7=l lz|>X n=1[:c[d<X
(6) lim lim ( xz: D | 22dVa (x)) =0.
X—>00 n—>o0

k=1|x|<X

There exists then (and only then) a succession
of numbers X, > oo with the properties (7) and (8)

n

(7) (Xi 3 g_‘, foc%l Vi (ac)) ->0
“Her<x,

(8) b dek(m)eo.

k=125,
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We can in that case put

(9) a%zzﬂ]{ fmngk(x)—( fdek(x))z}

k=1 |2 <X, jzl<X,
and define the numbers b, in the following manner

(10) [(z—ba)d Va(2) =0.
|z)<n,

Feller's theorem does not, however, define the whole space
of validity of the cenfral limit theorem. The reason is that
the condition (3) does not represent an absolutely necessary
condition, as the convergence will not be ventured if we in
the formula (3) replace LD(E) by (D(g) In the case ¢ >0
the condition (7) is not fulfilled. A condition — although not
necessary — consists in narrowing the field of study to a
specific function, viz. a sum of » mutually endependent statistic
variables. It is possible essentially to extend the space of
validity of the central limit theorem by examining a much
more general problem, viz. that of defining under which ecir-
cumstances the distribution function for a function of » sta-
tistic variables which need not be independent of each other
converges towards the normal distribution function. In the
following we shall try to elucidate this complex of problems
and to derive convergent serial representations of the distribu-
tion funection of a function of # statistic variables. This pro-
blem has previously been treated by R. v. Mises (2] and Cra-
mEr [3] as for mutually independent variables and functions
which have partial derivatives of first and second order.

Let us consider a function u,(x) of a system of # statistic
variables x = (z;, ..., x,), and let the number system x have a
n-dimensional probability distribution function Fy(x). The pro-
bability that the function u,(x) will take a value =< au + b,
can in that case be written in the form:

(11) Walau + b)=f(0 (a_u_—l—_bo—_u@) d Fy(x) =

= [o (=t g5 ).
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In the last formula we have used the notation

(12) Unap (%) = (%) = b
a

The integrations are done here and in the following, when
not expressively otherwise stated over the whole n-dimensional
space of variation. The function over which the integration
is done, takes the value zero for wnq»(x) < u and the value 1
for wuap (x) > w. The sum obtained by integration thus indicates
the probability that the function defined by formula (12), will
take a value, at the most = u. For u,.,(x) = « the integrant

(D(Qi_#"“h(x—)) remains indeterminate between the limits O
and 1. It is, however, only in exceptional cases that W, (au + b)
receives a not infinitesimally small contribution from the num-
ber systems x, belonging to the surface #nqp(x) = u. In these
exceptional cases W,(aw + b) possesses a finite spring-stead
indicating the probability that x will be situated on the sur-
face considered.

The expression (11) can be transformed in many different
ways. Interesting results are obtained, if we e.g. develop the
integrant in a sum of orthogonal functions of the normal
distribution function @ (u). Such a serial development is re-
presented by the formula (13)

(13) (D(u—_l(')ﬂl) = D ey ¥ 0, = ¢, (Unay @); § = V1.

y=—00

Multiplying each member by the factor e=279¢%) d @ (u)
and integrating the expression thus obtained over all u's, we
find that the coefficient ¢; may be written in the form

19 o= w(’—‘“—“};ﬂ"—"‘—’) =120 4 @ (u) = ¢ (tnas @),

U=—00

because the integrals

[~
i eﬁu(v—-g)l — e'zn(u-—ml-o
15 fc e2n(v=gli2(w) d @ (y) = ¢ :
(15) v (v Y 2a(v—g)e ’
U=—N
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v and ¢ being whole numbers and v ¢ g. When » = g, the
integral (15) becomes equal to (14). The expression (14) may,
with regard to that @ (i_%(x)) =0 for u < unqy(z) and

1 for % > Unqs(z), when g > 0, be written in the form

(16) cg — fe-hzig@(u) d m (u) . 2 TEIig e_Qﬂ.[gq,(") )
u=tpqp () U=y qp (@)

that is

1 — = o ~27ig B (U qp @) — —

U0 o= =g " 2nig® ‘ 2mig

+ 'll;nab'q(x).
In case g =0, we find for ¢, the expression

(18) co=[dD(u)=1— @ (unar®) =} +
u=tup qp (@)

03 (% - fp(unab(x)) = % + wWyavo (x)

For Wy(au + b) we find by means of medium value cal-
culation term for term in the series (13)

il il . ;
o 27749 P (u) 27ig P (u).
3 - 27rige % ) AE Ew,mz,ge :

#0

(19) Walau + b)=(
where
(20) Wnabo = % — f q)(unab(x))an (x),

1
2nig

f et (tnad @) 4 Fy (x); g #0.

Wnabg =

The first parenthesis in the expression (19)is a serial develop-
ment for @ (u)

. 1 2igP(u)

970

which can be seen, if we replace F,(x) by @(z) and un(x) by
z and observe that [ @ (z)d @ (x) =}, [e*"9i?E d @(x) = 0. By
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help of Euler's formula ?##9% = cos 271 g @ (u) + isin2 g @ (u)
we can transform (21) into

1 o 1
22 = - — & ,
(22) @ (u) gt gzﬁg sin 2 7w g @ (u).

=1

The second parenthesis in the expression (19) is a function
of a and b varying from — } to i, when (2 > 0) and b varies
between — oo and + co. The expression

(28) Wnalb)= f ) (b;—@) d Waly) = f(D (”_—_'”"_(")) AT ()=

@

=3+ (3 — J O (tnar @) d Frl)

actually represents a distribution function, converging towards
W (b) for a =0 and towards Wy (b)) = @ (%) = 1 for @ > oo.
Independent of the value of the number @, we can thus choose
a number b = bpa so that the expression Wye (b)) — § =
(3 — f @ (tnovr(®) d Fr(x)) = 0. Since this expression in any case
must tend to zero, in order that Wy(au + b) shall converge
towards @(u), we can, without reducing thereby the space of
convergence for the succession of functions W,(au + b), pre-

sume that b= by.. The probability distribution function for

up (2) — b % :
the variable wnq(x) 2“(”37)&-"" can thus be written in the

form

(24) Walau + bua) = @ (u) + D\ wnag 970 =

g0

= @ (u) + 2 | onag | 2719(F W —"nag);

g0

wnag - /wﬂab.(/: b = bnav-

By using Euler's formula this can be transformed into

(28)  Walau + bna) = @ (4) + 2 )| twnag|cos 2709 (@) — Tnay).

g=1
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The difference

(26)  wno(u) = Wialau + bne) — @ (u) = Zwmge”’"-‘]‘””),
g0
where

27)  wneg= ﬁfe—im’ig'b(una(ac))d}?n (%) = | wnay | e=279%ay,

may be conceived as a function of a statistic variable », which
is normally distributed. The medium value of this function is

(28) m—fwm w)d@u Zw,mgfemﬂ(u d @ (u) = 0.

g#0

On the other hand, the variance wn(a) of the function.wn, ()
is normally # 0. On account of the properties of orthogonality
in the serial development (26) we find that wn (a) can be cal-
culated by means of the formula

(29) w,”, (a) Zf(wna(u))2dw(u)= anag Wnar = Qle"dglz'

g+v=0 g=1

The expression (29) can, with regard to (27), be written in
the form
2

1_ fe—2ni,t]¢(“na{@))an(x) ’

(30) Wn, (a') — Z 2 2% g
#=1 g

This expression disappears identically, only if all numbers
wWnag = 0. It reaches its greatest possible value when ¢ =0, in
which case unq(x) = oo whence

e = . i = Max Wﬁ (a)

B wa(0)=2 6-22° 12 (o

When the number a - oo, we find that w;(a) again ap-
proaches the maximum® value 5. If the distribution function

2.
(o)
! We find, however, w? ( ( Yo — @ (u) d@(u)=

W — ty, g0
— (D @) = B+ fy > 45, when Dl @) =4 [(21—"0) -
na na 0
N

_(p(u)_ Ewnag(m)e'znig@(u)) dd)/ )_ (i_ 2_{‘_“)_,0 when N—> ™,
lgl=N 12 = s 2ty
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Wo(anu + bne) is mnot quite deformed, that is to say if it

cannot be represented by an expression of the form (D(%) =

0; u<O u 1
_ 0 ) _ 1. 4 : 5
{1; w>0°F tD(Oo) 21f u 7% + co there will be a posi
tive finite value @, which reduces w;, (a) t0 a minimum =y, = 0.
Let this minimum be reached when a = a,. Then

(82)  wy = ws(an) = Min wx(a) = N([in S (Walau + bpa) —
(a) a)
— OW)Ed D (u) < .

Definition. That space <n the functional expanse { un(x), Fn (%)},
n=1

which is so conditioned that the limes ws— 0, 4s here called the
space of walidity of the Central Limit Theorem. Those succes-

stons of pairs of functions {un(x), Fn(x)}, for which wp — 0, are
n=1

sazd to belong to the space of convergence of the normal distribu-
tion functeon.

oo

Now, there exists a class of functions { u,(x), Fn(x)} with

n=1
the property w, =0 for each n. To this elegant class belong
all those pairs of functions which are obtained by transforming,
by help of substitutions of some kind, a linear function

(33) ln(y)=2lnkyk; Zl?zk=1,
k=1 k=1
and a normal distribution function of the form
Yr a
n 1 _ l
69 n)—[[PW); Pl =1= [ *au
k=1 2m,

In fact, we can transform the distribution function @, (y),
using substitutions of the form

(35) x=x(y)= (2,00, 2:(3), ..., Za(y))

y = :’/ (x) = (yl (x)> ?/2 (x)a # 4 yﬂ (x))
where

(88)  @mly)=a(yy, vo. ..y, wl®)=ml@y ..., w),
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into any distribution function I, (x) prescribed in advance. We
only need to define z;(y) so that F,(x(y) = @, (y); n=1,2,...
In the case of d F,(x) denoting a finite probability, the sub-
stitution function will be so conditioned that it collocates
to every mot infinitesimal space x(y)=x in the expanse y

with a mass of probability fd(Dn (y¥) > 0 a space in the ex-
@ (y)=x

pance x with infinitesimal dimensions. The substitution which

has the property of transforming @,(y) into F (x), is therefore,

ay a rule, neither analytical nor continued, but in principle it

has a freely definable form.

The distribution function Wy(au + b) is invariant with
respect to all substitutions of the type x = x(y) and, conse-
quently also with respect to the substitution making F,(x)=
= Fo(x(y) equal to @,(y) and wu.(x)= un(x(y)=va(y)=
= avna(y) + bna. The problem of examining what kind of

successions of functional pairs {u.(x), Fn(x)} belong to the
n=1

space of convergence of the normal distribution function, may
therefore be brought back to the simpler problem of examining

what kind of successions of functions {w,(y), @.(y)} are
n=1
such that

(37) wy, = Min wj (a) > 0.
(a)

For wr(a) we obtain, by specializing the formula (30), the
expression

2

< 1
fe_znigdi(v"a(?/))d ‘Dn(y) ’

(38) wa(a) = D)

— 2 222
g=1 g

As the distribution function of the variable 1,(y)=

n n
= ZZM Y, if Zlil =1, is = @ (u), the function W,(au + bna) =
= 1

A=

I

1
(u), and consequently w; =0 in case

(39) naly) =" "0 g (.
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When v,q(y) = Ia(y), the expression
(40) enat (¥) = @ (vua(y) — @ (l(y)
is equal to zero for each y. In that case the sum
(41) Ynat(y) = @ na(y) + @ (ln(y)

is equal to 2 @ (In(y)).
We presume that the numbers @ and I, . .., lyn have been
fixed so that

(42) Sﬂﬂl=fl£nal(y)|dtpn(y)

becomes a minimum. Be this minimum

(43) &n = Min gpqz.
(a?)

Because wyn =0, &,=0 when vae(y) =1Il.(y), we must, on
account of the formula (38) for each integer g have

(44) [ et ) g @, (y) = 0

and consequently

(45) Wnag = é‘;lﬁ f g“2ﬂ’i.’l‘7‘(t’na(y)) d (Dn (y) =
- 1 f(e—znig D(ona b)) — e=2149 (W) 4 @, (y).
7wl g
With trigonometrical writing, we have
(46) Wnag =— iy e—" 9 nally) (% e—nigsnal(y)_.enigsnal(y)). a (pn(y):
7T 1]

1
=— n—gchs 7t g Ynar(y) sin 7w g enar(y)d @u(y) +

-+ ”Lgfsin g Ynat(y) sin 7w g enar(y)d @ (y).

A necessary and sufficient condition that wn — O is that the
number a can be chosen so that |wnag| = O for each g.
)

The expression wn(a) =2 D\|wnag|® can be written in the

g=1
form

321



216

1 .
(47 = 'E f sin 7T g anal(y) cos “gwnal(y)d a)n(y))2 +

§ o

2
; 5/ 5in 7w g enai(y) sin 7w g Waai (y) d @n(y))>.

~ 1
+ —=,
9

||N8

Considering that cos 7z g Yna:(y) and sin 7w g Ynaz(y) as to
their number value are always = 1, while

§in 72 ¢ enaz(y)

(48) e

| = lenar ()]

we see that

4% <M1n24(f

(a,7)

7

10, (y))2 =

<4Ne+ 2 5

g—-N+1

If e, — 0, we can here let the numbers N grow so slowly
towards oo that Ne; — 0, while

- 4 21
(50) R(N)=;2 > ?—’0,
g=N+1

for which reason also wj — 0.
Thus we can formulate the theorem

Theorem 1. A sufficient condition that Wn(a 4 + bna) will
converge towards @ (w) vs that the number

(51) snzMinfenal(y)dLD"(y)z
a,l
= Minf @ (‘i‘g)—"ﬁﬂ) — LD(Z,,.(y))Id(Dn (y)
(a, 7) a

converges towards zero.

If, in stead of w; as measure for the abnormality of the
distribution function W,(au + b,), we use the medium deviation

(52) dy = Min S| Walau + bne) — @ (u)|d @ (u)

'we can in a rather elementary manner show that d. <
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We have namely

(53) Wolau + bm)=fd> (" ;)"“{y)) d @, (y)
nd

o0 o= [o(“=2Y) o)

whence

(55) = Min f ‘ f (u — Una (y})
—o(*=3) a0.i|a 0.

Considering that the number value of a sum is =< the sum
of the number values of the terms, we obtain the formula

(56) dWSMmff' ( ”"ﬂ ))_

U=—00

_(p( d=hl y])l(d @ W) d @, (y).

Integrating with respect to %, we find

37  da= Min J1 @ (0na (@) — @a(y) | d Ouly) = &

{a,l)

that is
(58) dn < &y.

Thus, if &, - 0, also d, -~ 0. On the other hand, it is scar-
cely possible to prove that &, -~ 0 be a necessary condition,
in order that w; and d,— 0. For it is possible that there
exists such functions v.(y) which have the property ws — 0,
without &, - 0, because the coefficient of correlation » 1o be-
tween sin 7 ¢ énaz(y) and cos 7w g Ynai(y) and the coefficient of
correlation 717}, between sin 7z g ¢naz(y) and sin 7 g Ynaz(y) may
be thought to converge towards zero for each g when n - co,
whereby the convergence w, - 0 would be secured even if &,
would converge towards a positive number ¢» > 0. The condi-

15—46660 Skandinavisk Aktuarietidskrift 1946
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o2

tion d, - 0 is a necessary condition, in order that { v.(y),
n=1

@, (y)} shall belong to the space of convergence of the normal
distribution function.

It is still of interest to put forward an easily demonstrable
theorem, containing, however, no more general condition that
vn(y) will belong to the space of convergence to the normal
distribution function, than the condition &, = 0.

Theorem 2. If v.(y) can be approximated by means of such

a linear expression Ln(y) = anlu(y) + bu= D Laryx + bn that
k=1

the probability P, (awe) of the variable |vg, (y)|=|va(y) —

— Lu(y)|:an=|vaaly) — Li(y)| being > e, converges towards

zero for each e >0, when n— oo, the distribution jfunction

Walanu + by) will converge towards @ (u).

In order to prove this theorem, which is in fact only a
special case of a general theorem of convergence demonstrated
by H. Cramer [4], we observe that vnas(y) = lu(y) + v, (y) =

- (=)=t

an
and
U — U ( \_ln( )
(59) Wal(anu + b) =f‘1)(( . g) y))dmn(y) &
]an(y)lSE
w— oL, (¥) — lu(y)
+ [of s ’1)) @, ().
|an(y)|>e

u—lu(y) —vs,(y)
0

take the value 1, if lL(y) <wu—vr,(y) <u + ¢ but the

value O if I.(y) > w —wvr,(y). Thus, the integrant is always

< (D(lii:l”(—y)) which takes the value 1 for each value y

0
u—wr,(y)—l
such that l,(y) <u + e. If we replace (D( = :(); e (y))

The integrant @ ( ) of the first integral will
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by (D(u + ¢ ;)— ()
ferentials of probability d @,.(y) over all the space for which
+ e—l(y)
o(*45
the property |vz, (y)| =&, we are sure to obtain a result which
is greater than or equal to the integral considered. Now
f(D (“—-li'9 Jﬁ'-(";)) d®,(y)= @(u + ¢) for which reason the
first considered integral in (59) is < @ (u + &).
If we in the other integral replace the integrant by 1, we
are sure to obtain a result which is not less than that obtained
u-—ln(y(})-—vn(y)) <1,
which also can take the value O within some part of the space
of integration |vz, (y)|>e. The integral fd(D,, (y) = Pr,(ane)
|an(y)|>s
indicates the probability that |vz, (y)|>e. Thus we have for
each ¢

)and add together the mnot-negative dif-

) =1 and not only over the part of it having

when the integration takes place over (D(

(60) Walanu + bn) < @ (u + &) + Pr,(ane) < @ (u) +
e
4 Pr_lone) & —=>
Ln( ) Von
Estimating in the same way the size of the number

(61) 1— Wa(anu — b) = f m(”’"‘(y) +J"(y) qu) 4 @, (y)

we obtain the formula

(62) 1— Walanu + b)) <1— @(u—2¢) + Py (ane)
ie.

(63) Walanu + be) = @ (u — &) — P, (ane) =

€

V2r

= @ (u) — — Pr,(an¢).
Thus we have

| Walau + ba) — @ (u)] s#ﬂ + Py, (ane).
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1f therefore the linear expression Lx(y) can be chosen in such
a mannér that the probability of |vr, (y)| > & converges to-
wards zero when # — oo for each positive number &, W, (@nu + by)
accordingly converges towards @ (u) for each value of u.

n n
If wun(x) = > @k, Fu(x)= ] Vi(zr + B), the corresponding
k=1

k=1

function v (y) = ) 2 (ye)

k=1
and
n ) — Ln W n
vi, (y) = 2 (wk Gl - g ﬂk) 3 bn = Z B
k=1 k=1

We will further prove the following theorem.

Theorem 3. If the number kn = Min kn, = 0,

a>0
where
(64) ki, = Min (B @ (or, () — }|* = &2, (L)
n\¥
and further
1 n
(65) v, (y) =— (?’n ()= 2] Lneye — bn) ;
an =
Ply,<t,...,yn=< )=H @ (t,),
g=1
(66) an= La,
o=1
the distribution function Wa(anu + bn) of
(67) Vnob =— (U;z(y) - bn) “Qn
converges towards
1 £
68 Du) = ——= e 2dt.
(68) (u) 7y
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By the theorem of Taylor we have
(69) @ (ULn(y)) =@(0)+ @6 VL, (y) - VL, (y); 0<O<Ll.

1 VLn(U)'
VQ_ e 2 =< (0 VL, (y)) —
T

Because @(0)= %,

1 -y, e 1
=—¢ "< —— | @) — 1| =<1 we thus find that
Vor Ven |20 — 1l =1
when o >0

' a =g (y)?
(70) (IL_MJL’!) e <@, () — 3=

V2
) @

We now define the two stochastic variables &, (y; L») and
o (y; Ly) in the following way:

vr, (¥)
Vo

< Min ((%)a,

& —L1.
(71) & (y; Ln)=me > lvz, (¥)| > e,
& (y; Lm) == 0; |vz, (¥)| <,
and
(72) e (y; Ln) = %; IUL" (y)l > &
|?"!‘n (y)l
&3 (y; La) = Vil |ULn (y)l =e
V2

Then we have for every ¥ and « >0
(78) & (y; Ln)a = | 4 (ULn ¥)—1 Ia =< &y, Ln)~.

‘When we calculate the mathematical expectation of the
stochastic variables of (73), we find that

(74) E (81 (yv L’ﬂ))a = k,‘;:a (Ln) = E(82 (y), Ln)a.
The lower limit in (74) may be written
% £ ~E
(70) E(El (y; Ln))“ = m‘ e PLn (ean)
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where

(16) Py, (s an)="P(|vr, 0 |>e)=P(|va ¥)— D) Lno yo—bu|>e an).

e=1

The upper limit of %% is a number that may be calculated
by the formula

(1) K3, @)= Ele, L =g Pr, ) +

z“
+ [ d(l — P (e aw).
7!0(1/27;)“ W =P o)

If the number %, - 0, there exist such linear expressions
L.(y), n=1,...,00 that Pr (eas) - 0, which (as said in the
Theorem 2) is a sufficient condition for the convergence of
Walanu + by) > @(u). If Pr (ea,) >0 for every ¢ >0, we
may choose & so small that K, (e, a) will be smaller than
every fixed number &. Accordingly, if there exist such linear
expressions L, (y) that Py (eas) -~ O for every &> 0, the cor-
responding k.. must converge towards zero.

If the upper limit K, of k., that may be obtained by
minimizing Kz, (¢, «) with respect to variations in La.(y), &
and «¢ > 0, converges towards zero, £, - 0. We can thus for-
mulate a new theorem:

Theorem 4. If the number
(718) K,= Min K (e, ) 0;

«>0,¢, Ln(y)

4

K, (3, @)= (2% P (e a) + f (Vﬁ)ad (1— P,z a)))i,

z=0

the distribution function of (vn(y) — bn):an converges towards
D (u).

This theorem 1is a special case of the following more ge-
neral Central Limit Theorem.

Theorem 5. If there exists a subspace A, such that
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(79) Ku(4n, ) = Mln(21 Ply < 4, + f(lu,,(w ') d @, (y ))i

Vor
y 4,

converges towards zero, for some (a, &) the function Wy (anu+ by)
- @ {u).

The probability that the point y will be a point of 4, we
have denoted by

8)  Ply<a)=[aon= [ ] i0w)

y<Z Ay, Yyl A, 0=l

The symbol y &< A, is used to denote all the points y that
do not belong to A,.

By help of the inequality (70) we find that K, (4., a)>kn.
If K,(An, ¢) > 0, the number %, -~ 0. By the Theorem 3 we
then conclude that Wi (an + bn) > @ (u).

If vy, (y) can be expressed as a sum of n independent
variables 4 vz, (y,), that is if

. - Ty (‘f a) Lo Yo — Pre
B) o )= 3 dun, )= 3 (U Leete =)

420
o0=1 o=1

we can for instance define the subspace A, so that y will be-

long to A, if | L vs, (y,)| > &n for some ¢=1,..., n. In this
case
(82) Py < 4. f[ (1 — P4 vr, ol > en) <
o1
< i P(|Avz, o] > en)
that is -
(y < 4) < 3, Pelencr)
where -

Pg(&ﬂrn) E= P(|x9(y@)-— Lngyg"‘[gngl >én an)'

We will now study the special case o« = 2. Here we have
by (82) and Theorem 5:
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12 1
(83) (Z Z, +5 f (v, )P d @, (.’Y)) =
=1 yqld, (X,)
= H" (An (Xn), Ln)

Where P(; (Xn) = P(lx() (yg) —Lng y() = ﬂ”@l > Xrn),

Ap = 4. (X Z (|2o@e) — Lnye — Bre| > Xa).

If we choose Ly,, and ﬂng so that the »truncated» variance
n

of a, ULy (y) = Z (SC@ (?/g) - Lng Yo — ﬂn@)1
o=1

(84) 0* (Xn; L) = [(Z@o W) — Lng o — Bng)’ d @ ()

y LAy

will be a minimum in respect of variations in the coefficients
of the linear function L. (y), we find that

[t (-’I/'g (?/(;) - ﬂng (Xn)) Yo d® (yo)
3 A
(85) Ly = Lng(Xa) = e 7:
o [ vid@(y) — ([ yed @(y,))*
Yoy Yoy

Ln@ (Xp) ~ E(xg ?/g) = E(xe (17 If{,(xg)) when X, — oo.

fxe (o) @ (y,)
(86) ﬂng = ﬂng( R f dq)

'.'lgct-"n

— E (), when X, —» oo,

(87) an = (an (X)) = D) (Lng (Xn)? ~

(88) gy bn (Xn) = é ﬁﬂ@(X") =
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(89) o*(Xn) = D)0y (Xa) > D\ (Exp) — (B2, 9p%) when X, —~o0.
0 0=1

=1

(90) a, (Xn) = f(xe o) d @ (y,) — Lino (Xa)*-
Yo KAn

([rza@y) — ([ yod @ @p)?).

yg‘t"n :’/(; ¢An

Because f(an )P d @n(y) =0n(Xy) ! an (X»), when L, (y) =
'_qu:xln

n
= M Lng(Xn) o + bn(Xn) and because H*(4n(Xn); Ln) > ka,
=1

we find by Theorem 3.

Theorem 6. If vu(y) = D\ @, (y), where Py, =t, ...,

o=1
n

Yn = tn) == H (1] (t(;) and

0=1

. 1< 1 o® (X,
o)  Hi=Min (Z ;;1 Py(Xn) + 55 EX,,;) S0,
the distribution function of (vn(y) — by):an converges towards
@ (w) for bp = b (Xy) and an = an(Xa), of H2(An(Xy); La) = Hj.
This Theorem says a little more than the corresponding
theorems of Ferrer [1] and the theorems of M. Lomvy [5].
We now suppose that the numbers a, and b, = by, have
been determined so that

I

(92) E(@way)—3)=E(@(l.(y) —3)=0
(93) E((D ('Una(y))— %)2 == E((D (ln (y)) - %)2
=f(d7 —3)d0 =1

The greatest coefficient of correlation that can be obtained
between @ (vnqa(y)) and @ (1, (y)) by varying the coefficients of
the linear equation

331



226
n n
y) = Z lne?/g; Z Z?Lg =1,
o=1 o=1

can then be calculated by means of the formula

(94) R, =12 Max E(® (vaa(¥) — 3) (@ (Ln(y) — 3)

In (W)

=1—6 Min E(®(vna(y) — @ (ln(y)2 =

Iy ()

=1—6 Min (E(®@(vny) — 1) +
i (y)

+ E((D (Zn (.)’)) - %)2 - 2E((D(’Una(y)) - %) (q)(zﬂ (y)) - %))

—1— 6% + & — Max % (12 E(®@ (vae(3) — 1) (@ (la 3) — 3)).

iy (y)

[

If Ry > 1, Min E(® (vna (¥) — @ (ln(3)?) = (Min E| @ (vaa(y) —
@(lu(y)|)* = en must converge towards zero. According to
Theorem 1 we thus get

Theorem 7. If the coefficient of correlation R, between

@ (vna(y)) and @ (1, (y)) converges towards 1, the dzstnbutzon JSunc-
tion of vna(y) converges towards @ (u).

The difference wnq(u) = Walanu + bpe) — @ (u) can in a
simple way be expressed by means of a sum of ortogonal
polynoms «,pi(s) of the variable s = @ (u) — %. These poly-
noms have the properties

(95) [ Bels ds=0; kg
fﬁk(s) Pr(s)ds =1; k=g.
We denote the integrals of these ortogonal polynoms pi(s) =
'=f s)ds. The first four ortogonal polynoms of this kind are
1

(96)  po(s)=1, 5,(5)=V3(2s), £l)=V5(6s—4),
Ps(s) =V T(20s — 35).
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(97) pols)=s, pis)= V3 %, pals)= V5 (28— 39),
) = VTG54 — b
generally:
k-1
(98) Fr(s)=V2k +1- (26’)" Z ckgpg(s',) I/I—E Ciig
g=0
and
(2 g)E+2 o -
99) p(s)=V2Ek + 1 v il 2 Crg Pgls 1— 2‘. Crg
k+1 b
where
(100) g =V2k + 1 [(25) pg(s) ds.
‘When we put

(101) t0nq (u )=E(m(”';'g”‘@)—m("”_l" ("))) i tng Po(s

and determine the coefficients so that the variances

(102) Whiar = f (’wna us 2 (anpg )

will be a minimum, we find for the coefficients an, the ex-
pressions

(103) Ung = fwna (us)ﬁg (5') ds =

-5{f ot )i~ o[ )

= E(p (@ (vnaly) — 1) — E(pg (@ (In(y) — 3))-

The numbers a, and b,, can be chosen so that

(104) Qno = E(‘D(”na(y) - %) E(@ (ln(y)) ..) =
=E(® (Una(y) —3)—
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(105) ani=V 3(E (D (vna(y) — 1)) — E(®(ln(y) — 3)?) =
=V3(E(®(vnaly) — 3)? — 1) =0.
V3(ls — i) =0.
For g>1 we have further Ep, (@ (In (y) — 1)) = [, (s) ds =

=3 (py@ + py(— B).
We thus find that when g = 2.

(106)  ang = E(ps(@ (vna(y) — 3) — 3 (0e® + py(— D).
For g =2 and 3 we get:

(107) anes=V5(2 E(® (vnaly) — ),

(108) tas=V 76 E(® (vaaly) — 3)* — 1%).

The corresponding variances wnq, can be written in the form

(109) Wiaw = wlg — Z gy = 0.

g=0

If wpa = 0 we thus must have ang — 0 for every g.
o
As known from the theory of orthogonal polynoms * wnq»—0

for functions, which like wna (us) = Wha(anus + bna) — 3 — s have
the property f | d wna(us)| < const. If therefore ang—> 0 for
eve"'y g) wi(l =¥ O) 'wna(’u) = O a%d Wn (aﬂ,u + bna) = (D(u).
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SOME NEW PRINCIPLES FOR SOLVING LINEAR
PROGRAMMING PROBLEMS
By
LEO TORNQVIST
University of Helsinki, Finland

When linear programming problems have to be solved in practice the crucial
problem is to find elements A€ H, k€K for which the optimal values #, >0 and the
optimal multipliers Jn>0.

The paper gives exact criteria for k€ H, h¢ H, k€K, k¢ K, and for the cases when
no finite optimal solution exists. Because the exact rules might be difficult to apply,
rules for defining good surrogate sets for (H, K) are also given.

Some numerical examples are solved by means of the new principles. The so-
called transportation problem is considered in detail. Some remarks about the
probability of the existence of finite optimal solutions to linear programming prob-
lems and the distribution of (£, 1) are made in an appendix.

We consider a linear programming problem and its dual problem. The problem
is to find the optimal values

2={&;j€J}, £,>0forjeR, £ =0 forjeJ — K,
i={i;i€l}, i, >0foricH, A,=0foric —H
with the properties

> Go ;= max > ay;,
TeX 4 jel

jek
> M@= min > A;ay,
el AeLy tel
where 2€X, if m=ay+ 2 a;2;,>0 for 1€1,
feJ

;>0 for j€J,
and A€L, if —X=ay+ > Mha;y<O0 for j€J,
iel

4;=0 for 1€1.

The crucial problem is to find the sets H and K. Once these sets are known, the
remaining problem is reduced to that of finding the solutions to the system of equa-
tions
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336 PROGRAMMATION LINEAIRE

Tp=ano+ D appty=0 for hEH,
kek

_1k=a0k+ Zlhahk=0 for kEK

heH
For it can be proved that
@,i,=0 for ":EI, j,ﬁj=0 for jGJ.

If we know that k€ H we can reduce the number of independent variables x, by
expressing x,, where k preferably is an element of K, by means of other independent
variables according to the formula

o= —(ano+ 2 any)/n
Jel-k

If we know that k€ K we can express 4, by means of other A,; i€ I — h according to
the formula

Ap=—(aor+ “Izhaqkﬂf)/ahk

and thus reduce the number of independent variables for which optimal values 2,
and ):, have to be found.
We denote a1,=tz Ayayy for 4,0 and a,,=!Z a;;x; for 2,>0.
el eJ
The following criteria tell us if % belongs to K or j€J — K, and if & belongs to H
or i€l — H.
1. CRITERION FOR k€K .—If the set

Ly = {4 a10 <0, a3 > 0, a3,< 0 for all j€J —k}

is not empty, then k€K, £, >0, and ZAk = —agx —air =0.
2. CRITERION FOR j€J — K.—If the set

X,={x; 2;,=0, ay;<ao, a;< a, for all i€I}

is not empty, then j€J — K, #,=0, 4, = —ag; — aj,> 0.
3. CrITERION FOR h€H.—If the set

X,={x; ao; >0, a,, <0, a,>0forall i€l —h}

is not empty, then heH, i,, >0, z, =any +an; =0.
4. CRITERION FoR ¢€I — H.—If the set

L= {1; A, =0, ay>ayo, ;> ay, for all j€J }

is not empty, then i€ I — H, }:, =0, x;=ap+a;:>0.
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L. TORNQVIST 337

To prove that these criteria are correct we only need to point out that for all
z;2 0, A;> 0 we have

£,1=am+zia1,53,>0 and 2,>0 if 1€L,
—ﬁ.,=a.o,+§a,,i,<o and 1,>0 if 2€X,,
55:—5/1:('11'0—“10)+;(au"au)@>0 if A€L,
—j.,—i-}:,——-(aof—ao,)+“2(a,,—a,,) A<0 if z€X,,

while 2,4, =0 for i€I, and 4,8,=0 for j€J.

Simple special cases of these criteria, where at most one 4, >0 for €I or z,>0
for j€J, are easily applied in practice, and may lead to the result that some of the
sets mentioned can be shown to be nonempty. If L, is nonempty we can reduce the
number of independent variables z,, and if X is nonempty we can reduce the number
of independent A,. If we find that L, is nonempty we can leave out the constraint
x,> 0 as an irrelevant condition. If X, is nonempty we have 2, =0 and the terms
@y, %;, a2, can be left out from all the linear forms oonsidered.

Sometimes it may be difficult to find elements in the sets mentioned. In such cases
it is not worth exerting much effort for this purpose. If we find some elements
h€H or k€K which seem likely to have the property h€H or k€ K, it might be pref-
erable to transform the problem into a new form by expressing the variables z;
k€K and 1,; h€H as linear forms of x;; j€J — K and A,; 1€ — H respectively, and
of the “slack” variables «,; h€H and A;; k€K respectively.

We will then have identically for every square matrix ayz = {ay; h€H, k€K }

: Qg @ a; a
. {7:4 am} =det{m ur}_l_jz det{ 1 m}x,,

Ty OQpg Ao Ogx J-K ayj Qg

det {—Z! ~ }=det {ao, aOK}+’ > Adet {a,, iz },
€ H

ap; Ak Qny Cpg 1= Am; Agg

where @, denotes the row vector {a,; k€K} and ay, the column vector {a,;; hREH},
and det = “determinant of”.
For k€K we have

o d (det agg)

(det agyg)x, + (@ho—xn+ 2 anyz)=0,
h JeJ- K

eH aahk

and for hEH

200t um) ) 5 NatA)=0

det agg) A, +
( x) A k§K Oy fel-H

22 — 578464 Bull. de U'IIS, 3
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338 PROGRAMMATION LINEAIRE

If we have H=H, K = K, we get

£k=_ Z ahow/detaﬁﬁ, @h=0’ hEE, £]=0, jEJ—K
neft Oank

~ t ans A A P
= - z aok%’ﬁ/d%aﬁﬁ, lk=0,k€K,ﬂ.,=0,iEI—H,
g hk

keK

o Hix }/det aipr for 1€1I,

a
afo QAR

while 2= det {

0 - = o
B, = za.o,@,:det{ aox}/detag;g=20= S hiag,
jeK ieH

apo QAR

A= — det {a?, a”}/det apgz for jEJ.
p; QAR

The general solution to the linear programming problem and its dual problem
stated can in principle be determined as follows:

Bo=2% (H, B)= 3 ap#=> 41a;o= max min x, (H, K)
jek teH R H

= min max z,(H, K) = min z, (H, Ky)= max z, (g, K),
K

H K H
0 Qog
where zo (H, K)= det { } / det ayy,
%no OHE
2= (H, K)=‘%_°(M).>0,
d ayy
Ah=X(H, K)=M>0_
3(1.,0

The sets H can be restricted to those nonempty sets H € H,, for which

2% (A K)o for every h€H,
3(2,",

and K to the nonempty sets K €Ky for which

22, (H, K)

e >0 for every kEK.

Often the sets H, and K are empty sets. Then H = H and K = K. If many optimal
sets K =Kz, H = Hj exist, then every weighted mean with non-negative weights
w(H, R) of the solutions z,(H, R) corresponding to these sets will also be an optimal
solution. If many H exist, then every such mean value of the different A,(H, K)
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will be an optimal solution to the dual problem. It seems to be a good principle to
start by assuming that both H and K have no, one, two, three, etc., elements, and
then to investigate if it is possible to find nonempty sets K = Kz and H = Hj. If
we find all such sets the problem is solved also in practice.

By means of the multiplier theorem of Appendix 2 we can state the following
criterion.

CriTeriON 5.—We have ay,2; =0 for every j€J, j.,a,o =0 for every 2€7 if, and
only if, there exist such Z;> 0 for ay; = 0 and such }., > 0 for a;, =0 that

Ri=aro+ 2 ayZ=0 for every €1,
Jiag =0

—).,=a,0,+ b3 i:,a”<0 for every j€J.
i 610=0

This criterion can be used as a test for checking if we have succeeded in transforming
a linear programming problem into a form where the solution can be seen from the
first row and column of the matrix of the new problem obtained.

The following criteria are obviously true.

CriTerION 6.—If there exist such 4;> 0 that a;, <0, @;;< 0 for every j€J, then
X, is an empty set (a3, = —o00).
CrrTeErION 7.—If there exist such z;> 0 that ay, >0, a,,> 0 for every 1€1, then

the optimal value agz =oo.

CrITERION 8.—If a;0 =0, a;; < O for every j€J, then a;,2, =0 for every j€J.

CriTERION 9.—If @, =0, a;, > 0 for every 1€, then a,,}:, =0 for every i€ 1.
CrITERION 10.—If a,, < 0 for every € and a,;> O for every j€J, thenas, = ay =0
or no finite optimal solution exists.

In some special cases the explicit solution to & linear programming problem can
be found very simply.

Ezample 1
If t€X,4(A) when xz=azo+zja,1,x,>0, ;20 for j€J, ay; <0 if a5, >0, and
je

a;,;<0 if ay;=0, then

@
Bo(A)= max 3 gy zy= —-2000I

A
=a’ A x
reX () jel @y 05 (A) ¥4 (x)>

where the column j = j(4) is determined by

Dok _

0f .
layml  1er |aa]’ @z 10 <O0.

The optimal solution will be
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& (A) = for j=j(4),

@pi2y

£(1)=0 for §=+7 (A).
The optimal value £,(4) will have the property
2()=2(A) =2, fori,>0.

Example 2

If h=H, k=K, that is if the set A contains only the element h€I and K the

element K €J, then
o %y _ T o Qos _ — @no Dok

2= max min — % = min max ;
i i Qyy i i Ayy A

where (7, §) can be restricted to the set W for which a,,a,, <0, ay,a,; <0. The optimal
solution will be

Be—— M0 p_0,j+k, j€J,
Ty

Ji=—r2E 30,5k, 61,
nhk

This example is the simplest special case of the general solution given earlier.
The necessary and sufficient conditions for the special case considered in this

example are:
h=H, k=R if and only if

n s W — —@n-o
—20 — min —%; a4 <O0, o %<0, g —2,
Iahkl i |au:| ik Ape g
Qo oy —Q — Qog~
= axX 25 Gy @y <0, apgan <0, o g 257,
|@ni| ) |“ i Ay On i
_ah"o . —‘(X[
where ——=m 9
@y g fiay<0 g
Aok . —a
= min LE
Apre £ 5 a‘hj>0 a,,,
Further the following conditions must be fulfilled
—lprg . — 0y — ok —Uog
£ —20, —==< ,
[ LN g Ay pe
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— Qpeo — 0
where = max L
An’k a5y <0 A
2;5>0
— Qox’ —a
—— = max of,
1792 51205>0 Qnj
“hi<°

If no point (h, k) exists fulfilling all these conditions, (b, k) + (H, K).

Example 3
If a;; =0 except for j =j(i), and ayy, >0 if a,y <0, while a;; <0 for some ¢€1
if @y;> 0, then

Qg
where T _ min O
|aum| tely '“ul

and 1€1, if (ag,a,; <0, a;; >0 if a;y <O0).
If ay, =0 the whole interval

.G —a
y= min —°>%> max ( '°,0)=u,>0
i a5;<0 —dyy fa;;>0 Qyy

is optimal. If v, <wu,; for some j, the set X, is empty, and no optimal solution
exists.

The corresponding dual problem has some features in common with the so-called
transportation problem.

The transportation problem is a special case of the general linear programming
problem, which can be simply solved by means of methods especially developed
to take account of the form in which it is mostly presented (Appendix I).

These examples, and my experience gathered during trials to solve linear program-
ming problems numerically, suggest that we will usually be right if we guess that
i€H if i€ H and j€K if j€ K, when the surrogate sets H and K are defined by means
of the rules to be described.

Rules for finding surrogate sets (H, K) for (H, K)
As for every h€H we have
Bp=an+ Z‘ahkﬁk=05 2z >0,

kek

and for every k€K we have

'_j'k=00k+ > inatm’:O, j-fi>09
hefl
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and for every i€l we have

Bi=ap+ 2 a;,8>0,
ke K

and for every j€J we have

—h=ag+ 2, Apan;<0,
heH

we can state that the sets H and K have the following easily controlled properties
(1) If ay; > 0, there exists at least one A€ H with the property a,, < 0.
(2) If a,y <0, there exists at least one k€K with the property a,, > 0.

(3) If @y, =0 and k€K, then there exists at least one pair of numbers (h, ') in
the set H with the property @, <O.

(4) If @y, =0 and AEH, then there exists at least one pair of numbers (%, k') in
the set K with the property a,,aux < 0. From the properties (1), (2), (3) and
(4) it follows that the matrix
{ 0 Ao R }
ago C4Rg

is such that in every row . € H there exists a pair of numbers (k, k') with the property
@ <0, and in every column k€K there exists a pair of numbers (b, 2') with
the property ayan, <0. A good surrogate set (H, K) for (H, K) must have this
property in common with (H, R).

The contest rule for finding (H, K)
(1) First contest
We say that h€H' if h€ H, and k€K’ where
LeH, if ay <0, ay, >0, ay <0 orif a,, <0, ay= 0.
We say that k€K' if k€ K}, and h€H' where
k€K, if @y >0, ay, <0, ag, >0 or if a, >0, a,,< 0.

If to some k, @,y <0 correspond only one a,, >0, k€K' we say that kEK. If to
some k, ag, > 0 correspond only one %, a,, <0, h€H' we say that h€H. All other &
and k will have competing elements ' and k' in H" and K’ respectively. Only the
elements in H' and K’ take part in the second contest.

(2) Second contest

We say that
I. heH it h€H, and kEK,

II. keK if k€K, and hEH,

344



L. TORNQVIST 343

where h€ H,, if

0 .o a . a; . ;
0 — min O for(— < min [-|), ‘€H)
[ﬂnkl i |ﬂu.-| g fa;5<0 | Qg
ai9>0
and k€ K, if
oy a a, P a, v ’
0% max —°L for ( 0 gmin [ ), jEKp,.
[“M| i |“M| Any jiap5>0 | Bng
a07-<0

If ay;> 0, ay,; >0 for some jEK, and if it is not quite clear that ag; <0 in the
table arrived at when x; and x; have exchanged their roles, we disqualify 2" and
say that &' ¢ H. If 2,y < 0, ay, < 0 for some i € H, and it is not quite clear that a;, > 0,
we disqualify &' and say that 1’ ¢ K.

It we like to get such surrogate sets (H, K) that it is not possible to see that H = H
or K=+ K without actually calculating a;, und ay;, we can leave out of the contest
the elements already found to belong to H or K and make a new contest between
the elements in H' — H, K’ — K, and accept new candidates until it seems possible
that H=H, K =K.

The practical problem to find the sets (X, K) is, I think, most easily solved by
first tentatively assuming that h€H’ if a,, <0 and k€K' if ay, > 0. Thereafter we
list the most promising candidates for K respectively H. We then exclude the
“weakest” candidates violating some of the beating orders by looking alternately
on T and II until we get such a set (H, K) that we cannot easily see that H = H or
K=+ K.

If only a smaller number of pairs (k, k) are actually used for the exchange of the
roles of z, and x;, we say that a pair (h, k) is better than (&', k'), if the number of
competing elements in the contest (I, II) for » and k is smaller than for (&', k').

By a simple exchange the numbers a,, change according to the “simplex’’ formulas:

Qi Uy

r . .
Gy =y == — for i=h, =k,
‘hk
’ Any ! Ak
Q1= =5 Ben =3 Gin=","
nk hk nk

Sometimes it is easy to see the signs of the numbers in the row for which 7 =0 or
7 =0 also after two or more pairs (z,, ;) have changed their roles. In this case the
“best multimix’ step can easily be recognized.

By trial choices of (%, k) only the new {ai,, ao,} and as, for i€H, jEK have to be
roughly estimated to make an appraisal of the goodness of competing choices of
(h, k) possible.

A method for checking the calculation and for more reliable appraising of the
goodness of choices made at each step is to use two different routes to the goal.
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The numbers

P = Ino , k€K, and AP = il

) her

Ap Api

are often pretty good estimates of 2, and A,. Still better estimates can be expected
by means of the formulas:

1 (1)
2 = max (O, _a_ﬁ,&)’ AP = max (O, —a—"f) .

Ay

where afiy=an,+ ; any2?; hE€H,,

(O]

je
1 .
ao,,=ao,,+ ; ).;()(1,”“ kGKh.
€

~k
H-h
These estimates are, however, inferior to the estimates

z, =max (0, axo), A, =max (0, — ag,)

arrived at if the interchange between xz and @y is made. If no wrong signs occur in
the table {a;;}, these estimates are in fact equal to the optimal values sought.

If we interchange the roles of all z;; k€K and all 2;,; R€H found by means of the
contest rule, we will often reach our goal in one or two multimix steps. This will
be the case, when the number of elements in (A, K) is reasonably small and the
problem is not such that the surrogate set (H, K) becomes very difficult to determine
without risky choices between many competing alternatives. In such cases some
preliminary simplex steps might be needed before a larger multimix step can safely
be taken without resulting in work that perhaps could have been avoided by a
more cautious method with appraisal of the right route to be chosen after each single
step. Sometimes it might be profitable to make risky multimix steps as well because
we are saved the work of deciding the right choice to be made after each small step
made. Often the problem will be simpler to attack after such a risky multimix step
has been taken, even if not all h€H and k€K used are such that #€H and k€EK.

In cases when many risky choices have to be made, it might be useful to make
the first contest for finding H' and K' harder by requiring already at this stage
that only elements h€EH', k€K' for which

ay . ay [22%% a

20< min |=°| and |-%%|< min |-

Apr| 4 a;<0 | Qg Ane| G ap;>0 | Pny
a;0>0 a0i<0

can take part in the second contest, and use only such (h, k) which are left after the
second contest by the exchange of the roles of the variables z,; k€K and z,; hEH.
If we know that h€H, k€K, we first exchange z, and w, before any risky choices
are made.

The ultimate goal is to get a table with no ‘“wrong” signs (ao; > 0 or a;, < 0).
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A rule for guessing if € H or not and if k€ K or not, which might be more practical
than the rule defining (H, K), is the multimiz rule:

We guess that h€H if h€H and k€K if k€K where h€H if k€K and ay >0,
apy < 0, ay, <0, or if kEK and

Qs
ThE__ Tt ¢ — 4
foxa] mim (] or a;y or —aox<0, a;,+0,

k€K if h€H and a,,<0, a,,>0, ag;>0, or if h€H and

Ak Any
—— = max —— for a,, or —ay <0, a,;+=0.
laok| 5 |aoy] " v

The first-mentioned rule is, however, I think, better than the multimix rule in
the cases when (H,K)=+ (H, K). If both rules are used the common elements are
especially well merited for being elements of (4, K).

We say that t€I — H, if

a,=0, a,;=0 or aga;>0 forevery y’EK,
and j€J — If, if
a;<0, ay;<0 or aga;,;>0 forevery i€H.

We call (I — H, J — K) the set of presumptively superfluous conditions and variables.
We guess that 2,>0if i€] — H and #,=0 if j€J — K.

It can often be quite clear if € H or not, but there may be many alternatives for
the choice of elements in K. This is for instance the case in the special linear pro-
gramming problem called the transportation problem considered in Appendix I.
In such cases it seems to be a good idea to use the following rule.

The T-rule

We first make ay;< 0 for every j€J. If a,, <0 we choose k = k(k) so that it is
possible to find non-negative numbers x; j €J},, where j €J,, if — ay,/ay, < — ag/apy,
and J,,, contains at most one not really needed element, makingz;, =a,, + > a,z,>0

jelpp

for ¢ =k and all ¢ for which a,> 0. After all z, and (), a5, <0 have exchanged
their roles, we eliminate in a suitable way all positive ao, arrived at, using as mix-rows
(7’) only such rows for which any= 0, a;, <0, b’ € 1. When this is done we eliminate
alternately the remaining negative an, and the ‘“wrong” signed aq,>0. When the
last negative as, and positive ag, have disappeared, we have reached our goal. If
difficulties occur, use the contest rule.
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A numerical example

TaBLE 1. gj;.

AN 0 1 2 3 4 5 6
0 0 10 11 —8 7 12 —30 |max!
7 - 70 1 10 100 - 20 - 1 10
8 110 - 10 - 100 0 0 10 - 1
9 ~280 100 0 -~ 10 100 0 100
10 100 ] 0 20 - 1 ~100 1
11 90 - 100 20 0 0 10 - 10
12 - 10 1 2 0 0 -1 10
13 - 30 - 50 50 - 1 - 20 50 1
14 0 0 0 10 0 - 10

TABLE 2. ai;.

AN 0 1 8 3 4 5 6
0 12.1 8.9 —0.11 - 8 7 13.1 ~ 30.11
q - 59 0 -0.1 100 - 20 0 9.9
2 0.1 | — o1 —-0.01 0 0 0.1 - 0.01
9 — 280 100 0 - 10 100 0 100
10 100 0 0 20 -1 -100 1
11 112 —102 -0.2 0 0 12 - 10.2
12 - 7.8 0.8 —-0.02 (] 0 - 08 9.98
13 25 - 65 -0.5 - 1 - 20 55 0.5
14 0 0 0 10 0 - 10 0

TABLE 3. dy;.

NG 0 1 8 7 13 10 12
0 22.9072 | — 5.7093 —0.3259 —0.0277 —0.3085 —0.2771 — 2.9464
3 1.4204 | — 0.5844 —0.0045  0.0111 —0.0108 —0.0058 — 0.0098
2 1.2160 | — 0.1079 —0.0101  0.0002 —0.0002 —0.0011 — 0.0011
9 257.2269 | —109.4023 —2.4006  0.4458 —5.2061 —2.9940  10.1431
5 1.2484 | — 0.0881 —0.0006 00022 —0.0016 —0.0109 — 0.0010
11 117.9878 | —102.1676 —0.2274  0.0242 —0.0181 —0.1217 — 1.0329
6 0.8816 | — 0.0872  0.0020  0.0002 —0.0001  —0.0009 0.1001
4 4.6336 | — 2.9652 —0.0264  0.0054 —0.0539 —0.0297 0.0003
14 1.8107 | — 4.9631 —0.0386  0.0890 —0.0915 0.0504 — 0.0888
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We exchange the roles of 23 and x, because our criteria tell us that 2, is surely =0
and because an increase in , will make the numbers a,, larger in Table 2 than in
Table 1.

By using the contest rule for finding (H, K) we see that the exchanges of the
roles of z, and 3, #,; and 2, ¥, and x;, x,, and 2y can perhaps lead to the goal of
eliminating all wrong signs. When the exchanges are made, we get Table 3.

In Table 3 all d,; <0 and all d,, > 0. The optimal solution is therefore £, =0 for
dy; < 0, while ; = d,;, > 0. The solution to the dual problem is seen to be j., = —dy,
while all ]:i =0 for @, > 0. '

APPENDIX I

The Transportation Problem

The following conditional optimalization problem is called the transportation
problem:

ProBLEM T.—Find the quantities 2;,=2,,:h=1,...,n, k=1,...,m, j=(h, k)
that have to be transported from the place & to the place k, when the place k needs
in all z, units and the place % is able to deliver in all z,, units, and the total costs
of the transportation

—Yp (x) = 2 Zl U Tpp = _Zla:' a5 J ={(h, k)}
h=1 k= je

have to be a minimum.
The admissible region A for the point = {x,,} will then be defined by

Yne="2nx =0, Yn. = —kZUCMc‘Fxn.?O, y.k":%xnk—w.k? 0.

If we use the multiplier technique for finding the optimal transportation program,
we have to solve the following system of equations (see Appendix II):

¢ 0
yo"‘ Z}'h yh +zlka‘/k Z lhkgl{ll:—-o; j:(h', k,) E€J.
dx, % ox; i, &

Ak Yne=0, An.Yn.=0, Aryx=0.

We have for the above-defined functions:

Yo aYn: Y. OYnexr
20— e =L S = =1
3:!:, G a.’{’l 1, 3:1.’, 1, 81171 ’
Yn. =0; h=5A', and 2” 0, k=Fk'.
afc, d?.';

The system of equations containing the partial derivatives can thus be written in
the form:
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— @ — Ay T At Ay =0; (B, k)ES,

where all the multipliers 45 , A, 4, are non-negative.
From these results we get for x =2

A =g+ Ap. — A, 20, A =0, AnGn. =0, Axx=0.

Substituting a,, =1, — 4, + Ay in — y, () the transportation costs can be written
in the form

—% (:1:) = znzl:ca’hkxhk= zkz'k T — Eh: Z-h. Tyt (}*, 13) =0 (A) +v (25 x)’
where v (4, z)= Zk AcYr+ Zn An. Yn. ¥ % Zk Ank T

Because z, and =z, are given constants, the optimal values z,, will minimize
v(4, ) independently of the values 1, and 1,. When 4, 1,, 4, and z,, are optimal,
we have

vAB)=0,  —yo(®)=3Axax—3 A mn =c(d)= max o (2),

el

where A€EL if 2;,.?0, Z.k>0, Ahk>0.

Because 1, must be zero for so many different » that the required quantity
x, can be delivered from places kb for which }.;,k=0, we can expect that 4,,=0

for those %€ H, for which 4, are relatively smallest and > x, >x,. For j.,, >0
heHp

we must have }:M,=0 for a set k€K, such that > x,>ux. .
ke Ky
The first practical aim by choosing 1,. and 1, is to get A, =0 for such places
(b, k) for which A, is comparatively small for given h respectively %4 for so many
places that these requirements will be fulfilled. The following algorithm, called 7'
algorithm, will lead to this result.

Starting from A} =ay,, A =AP=0 we determine

MDA+ AAD - AR,

where

(1) AR = min A+AA); 2R >zy, 2% =sum of z,,
for those b for which ML A AIY

and

(2) ALY = max (A AR —2%2)-

350



L. TORNQVIST 349

These adjustments can be found in practice by first tentatively assuming that
A2 =0 in (1) and correcting this assumption after A A}’ has been determined
by (2) and so on until such A A}’ and A A% are found which satisfy both (1)
and (2).

When the 7-algorithm has come to an end for »=%' because all A% =0,
we will often have AY2=A,=0 and the problem can be completely solved.
Sometimes we have to continue the calculations by making new moves of the
same kind but now exceptionally requiring that

A 2% = min A§2=0
h

for some k& such that when the T-algorithm is continued after this exceptional move,
we will get a set of multipliers A% such that ¢(A*”) > ¢(A*?). As long as it is pos-
sible to increase c¢(A) without making A,, negative we have not reached to such a

set Ay, that 4, =31M =0 for these places (&, k) for which £,, + 0. By the trials to find
out if it is possible to solve the problem by assigning positive values z,, to places
where 4,, =0, we can, in cases when we can not fulfil all the requirements for an
optimal solution £, usually see for which k& new places with 4,, =0 are needed before
a solution can be found.

Many problems which do not seem to be transportation problems can be such
that the solution to the problem in question is the same as that to a certain trans-
portation problem. Such a problem is for instance Problem P: Find the permutation

n
p which is such that a, = 2 a,,() is & minimum over all possible permutations of
h=1

(1, ..., n) when a,, are given numbers. This problem corresponds to the transportation
problem with z, =, =1 for h=1,...,n and k=1, ..., n and the unit costs a.
This problem is of practical interest for instance when we have to assign some of
n jobs to n persons in a firm when it is estimated that the person A if he gets the
job % will benefit the firm by an amount measured by — ay.

The following examples show that the 7'-algorithm rapidly leads to a solution of
transportation problems.

Example 1.—Dantzig’s example (Koopmans: Activity Analysis of Production and
Allocation, Wiley, New York 1951, p. 367)

In Table 1 the unit costs @, and the requirements z, and the available quantities
z,,, are seen. The first row containing only zeros is reserved for the multipliers — 4,
and the first column for the multipliers 4, . The row denoted by — AA , respectively
the column A4, are reserved for the changes to be made in these quantities, and the
last column and row for the partial differences z;, A, and —z,AZ, respectively
in — ¢(4) due to these adjustments. The number (13) in the corner gives the increase
Ac(4) in ¢(4). In this example the sum (z..) of the requirements x, is equal to the
sum of available quantities »,. In this case we put the rest %‘.xh, —%m.k =0 as the

quantity corresponding to the first row & = (.) and the first column & = (.).
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TanLE 1.

ANEL O @ e @ @ @ | Ak |aah
(0) 0 X 0 0 0 0 0 0 0
(1) 0 3 2 1 2 3 9 2
(5) 0 H 4 3 =1 1 0 0
(7) 0 0 2 3 4 5 0 0

Ady 0 0 -2 -3 1 -1 2
—xkAlh 0 0 —§ -9 2 -2 —1b6 13
TABLE 2.
N %

e ) 3 (3) (3 @) (2)
(0) 0) (0) © © (0) (0

0 -2 -3 1 —1

1) ) (0) (0) (1) (0) (0

2 i 5 2 ] 5 4

(5) © i © (0) ey @ @

0 5 2 0 0 0

™ © i ® ®) (M () Q)

0 i 0 0 0 5 4

TaBLE 3
STl e m e @ | Ak |eak,

(0) 0 0 0 0 0 0 0
(9) o | 5 3 1 9 -4 —-36
(4) 0 15 17 3 2 -2 -8
(9 0 3 2 1 8 -3 —27
—Ady L 0 1 3 0 =7
—zp ALy 4 0 8 9 0 21 50
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Table 2 is reached from Table 1 by adding to @y, the adjustments A, — AA .
The 7T-algorithm ends after this first step. The optimal program =z is seen from
the numbers put in paranthesis. The smallest transportation costs are

%:x.k Al.k_ %xn_ A;»h= 13.

The optimal j.,,. would in this case be obtained if we add one unit to all A%,

and — 2, by subtracting one unit from —A%; all other A,,=A%: in Table 2.
Example 2.—Crane’s example (obtained from Jesus de Lasala: “Aportacién al

estudio de un método rapido de célculo para la aplicacién del método del Simplex

al problema del transporte de Hitchcock, Trabajos de Estadistica, Vol. VI, Part III,
1955, p. 214): Tables 3-5.

TABLE 4.
zh\\% W W ® @ © | Al |54l
(0) 4 0 1 3 0 ()} 0
(9) 0o i 1 0 0 5 0 0
(4) 2 i 13 16 4 0 5 20
(9) 1L § O 0 1 5 0 0
—-Ad, 0 0 0 0 -5 20
—axAAdg| 0 0 0 0 -30 —-30 10
TABLE 5
AN ) (4) (8) 3 (6)
) © ) 0) 0 )
4 i 0 1 3 -5
9) i (0) (5—a) ) )
0 ; 1 0 0 0
(4) (0) (0) (0) (0) (4)
7 18 21 9 0
(9) (0) (4) (3+ax) (0) (2—x)
1 0 0 0 0

353



352 PROGRAMMATION LINEAIRE

TanLE 6.
S T L @) 60 @) 68 4D 60) (6 (20 (18) (7| Ak, | =, Al
h.

(0) o . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(80) 0 16 11 30 36 27 33 9 44 33 46 | —22 - 1760
(120) 0 22 10 15 20 33 32 8 41 16 32| —-21 —2520
(79) 1] 31 9 25 34 14 13 16 23 35 41 | —15 —-1185
(130) 0 50 27 11 17 50 23 34 17 42 6| —18 — 2340
~Adx | o 7T 11 7 1 1 2 13 1 5 12| . — 7805
~xp Ay 0 245 660 301 58 42 120 468 20 90 444 | 2448 5357

TaBLE 7.

x:\\’% © | (35 (60) 43 (8 (42 (60 (36) (20) (18) (31 | A, |z, Ak
) o i 7 u 71 1 1 2 13 1 5 12| o 0
80) | -22f o o 15 15 6 13 0 23 11 36| 0 0

(120 | -21{ 8 o 1 o 13 13 0 21 o0 23| o 0
m9) | -15f 23 5 17 20 0 0 14 9 25 38| 6 474
(13) | -18{ 39 20 o0 o 33 7 2 o0 2 of o 0
~Adx | o 0 0 0 0 — 6 — 6 0 0 0 o] . 474
—z Aiy| 0O 0 0 0 o0 -252 -360 0 o0 0 0 |-612| 138
TABLE 8.
NE* | @ (@ (60 43) (58 (42) (60  (36) (20 (18) (37)
LN :
(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) 0 (0 (©
o i 11 7 1 -5 -4 13 1 5 12
(80) (0) ‘ (35) (22 —2) (0) (0) (23) (0 (x) 0 (o) (0
-22: 0 0 15 15 0 7 0 23 16 36
(120) © @ (38+x) (0 (28) (0) (0) (36-=) (0 (8 (0
-21; 8 0 1 0 7 7 0 21 0 23
(79) (0) ‘ (0) (0) (0 (0 (19)  (60) (0) 0y (0 (0
-9} 29 11 23 26 0 0 20 15 31 44
130 | © | (© © 43 6o (© (© © (200 (0 37
-18 i 39 20 0 o0 27 1 29 0 29 0
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The number (1) over the first column denotes the amount which cannot be delivered
at all because the sum of requirements is smaller than the sum of amounts available,
Table 4 is obtained from Table 3 by using T'-algorithm (the roles of 4 and k reversed),

The non-negative optimal 4, and 2, are obtained as explained in Example 1.
The solution is not uniquely determined because the number = can vary freely
in the interval 0 < < 2. The minimal costs are 50 + 10 = 60.

Example 3.—Restelli’s example (Annamaria Restelli: La programmazione lineare
applicata a problemi di distribuzione, Bolletino del Centro per la Ricerca Operativa,

Vol. 2, 1955, p. 1): Tables 6-8.

Table 7 is obtained from Table 6 by means of the 7-algorithm. Table 8 is obtained
from Table 7 by means of an exceptional move resulting in a new place (k, k) with
2% = 0 needed because 42 + 60 >79. In Table 8 the optimal transportation program
is seen. The program is not uniquely determined because the number z can be freely
chosen in the interval 0 < 2 < 22. The minimal costs are 5357 + 138 = 5495.

APPENDIX II
The Multiplier Theorem
If the set X, defined by z={x;, z;} >0, where
z 20 if 2,20, x,>0,
wy={x; i€I} >0 if x‘=a,o+lezja,,x,>0 for €1,
xy={x;; j€J}=>0 if >0 for j€J
is not empty, and the numerical value of

Bo=Mmax (To= D 0y ;)= o g%,
) IEXA(O ’EZJ 01 %) “ZJ 07 %y

is finite, then there exists a set L,€L, of non-negative multipliers

i={i, A}=0
for which

=0,  1,>0, j.,+ao,+“zlj.,a‘,=0 for jE€J
i0=11311i3 (ho=3 haw) =3 Aa,,
do=2p  A®=0 for i€l, 1,2=0 for jEJ,
>0, i>o0,
where A€L, if A={4, A;}>0,
1,+a0,+‘§).,a,,=0 for j€J.
23 — 578464 Bull. de I'IIS, 3
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To the multiplier theorem ocorrcsponds a dual theorem with the roles of 4
and z interchanged. In the dual theorem it is assumed that L, is not empty

and |}.0|< oo while the assumptions made in the multiplier theorem about 2
and 2, appear as conclusions.

Proof.—Theset X; = {x; ‘ZI Az, + 2 Ax,> 0} contains for every non-negative 4, > 0,
€ jeJ

4,>0 the set X, ={x; z;,>0, 2,>0} as a subset. The set of sets

X, ={X3; 420, > A+ ij,>0}
je

iel

contains all sets X; with the property that at least one point z in X; lies on
the boundary of the set X, as a subset. The set Z,— > a,2,>0 is for
jelJ

| 8= EJ ag %] < oo a set with this property. Because for every A, 4, we have
identically

D hamt > hry= 2 hay+ 2 (2 hay+i),

el jeJ tel jeJ el

there will thus exist such ﬁ4>0, j.,>0, > ):,—i- 2 i,>0 that we have
ferl jelJ
2 Mayg=2y= 2 ayly, ay+ 2 hay+2i=0.
tel jeJ iel

Because the point 2 =2 lies both on the boundary of X; and on the boundary
of X, we must have

el

X3 =‘Z itﬁ‘_*-;% ij@;=0, ﬁ]?O, @]? 0, i{? 0, i]? 0,
€

and because a sum of non-negative terms cannot be equal to zero if every term

is not equal to zero, we get i, 2,=0 for every t€], ﬁj 2,=0 for every
jed, S L+ 3 i>o.
iel jelJ
For 4,20, ap;+ > Ma;;= —A; we have identically
tel
2 Qo= 2 Aagy— Z hay— 2 Ay
JjeJ tel jelJ iel

If A€L, we further have 4,>0 and for 2€X,, x,>0, and thus

z l‘a“);jzjatuef if QGXAC.XA ﬂnd ).GLA.

iel

Because {i,; i €I} as proved is an element of L, for which

S hiag= 3 ag 8y 2EX,,
el jel
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we see that the point iELA will further have the property

A= A= min > hajo= Max , dyx;= D ;& =12,
fel AeLy tel TeXy JeJ jeJ

We have thus shown that all statements in the multiplier theorem are correct.

APPENDIX III

Remark about the Probability of the Existence of Finite Optimal Solutions to
Linear Programming Problems and the Distribution of (2, 4).

CasE A.—If the elements in the matrix
{2
Qro @1y
defining a linear programming problem and its dual problem are stochastic vari-
ables, the probability that H=H, K=K can be written
Pr (H=H, K=R)= Pr (xx (H, K)>0, z;_y (H, K)>0,
An(H, K)>0, A;_g(H, K)=0).

Case B.—If the elements of 4 are independent stochastic variables with con-
tinuous symmetric distribution functions around origo, all the variables z; (H, K);
t€I—H, %(H, K); j€EK, and A/(H, K); 1€H, A, (H, K); j€J—K will also be
symmetrically distributed around origo with the same measure of probability for
everyone of the 2V orthants. We will then get

Pr (H=H, K=R)=27%,
where N=NI)+NJ)=NI)+n
denotes the number of non-negativity conditions.
Because the number of different (H, K) that exist is equal to (1:), the prob-
ability Pp that a finite optimal solution exists will in this case B be

Py= (N ) o,

n

When N—co this probability converges towards 0.

Casg C.—If the elements of 4 are independent and normally distributed, the
probability P that a finite optimal solution exists, will converge towards Py when
the standard deviations of all elements go towards infinity while their expected
values remain constant.
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If the expected values of the elements in A arc not equal to zero and their standard
deviations converge to zero, the probability P, that a finite optimal solution will
exist converges to 1 or 0 depending on whether a finite optimal solution exists or
not for A = 4, where 4 denotes the matrix corresponding to the expected values
of the elements in 4. When the standard deviations o, of the elements in 4 are
sufficiently small compared with their expected values, the coordinates of the optimal
solution will be approximately normally distributed. The coordinates are, however,
mutually dependent and their expected values will differ from the corresponding
values for 4 = 4; (6, =0).
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RESUME

Quelques nouveaux principes pour résoudre les problémes de programma-
tion linéaire

Quand on tente de résoudre les pro- (H, K) qui remplacent approximativement

blémes de programmation linéaire en
pratique, le probléme essentiel est de
trouver les éléments hE€H et k€K pour
lesquels les valeurs optimales ;> 0 et les
multiplicateurs optimaux 1, > 0.

Le papier donne les critéres exacts pour
heH,h¢ H, k€K, k¢ K ot pour les cas dans
lesquels il n'y a aucune solution optimale.
Parce que les régles exactes pourraient
8tre difficile d’appliquer, on donne aussi
des régles pratiques pour définir les suites
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(H, K).

Quelques exemples numériques sont
résolus au moyen de ces nouveaux prin-
cipes. Le probléme de transportation est
considéré en détail. Quelques remarques
sur la probabilité de l’existence des solu-
tions limitées optimales pour les problémes
de programmation linéaire et sur la distri-
bution de (x,y) sont données dans ’appen-
dice.



ON DISTRIBUTION FUNCTIONS FOR QUANTITIES
RELATED TO NETWORKS

by

LEO TORNQVIST
University of Helsinki, Finland

In this paper is presented the solution of the problem of finding the probability
distribution of the shortest distance between two points, which are distributed in-
dependently and uniformly on a network.

At the end, more general models are given, which can be used for attacking
problems of traffic distributions on a network.

In connection with the planning of a sample for investigating the properties of
the post parcel traffic in Finland, the question about the mean value of the shortest
distance between two points chosen at random from a network was raised. After
some calculations, we found out that, if the network is a ring, this mean value is a
quarter of the length of the ring. When this simple result was found, a keen in-
terest arose to find more general results. Already for the relatively simple network
obtained by drawing a new connecting line between two points on a ring, the
methods at hand for attacking the problem led into lengthy calculations. We thus
felt a need for more powerful methods. After a lot of trials and errors, some new
ideas for attacking problems related to networks began to crystallize. Our interest
then turned to questions about the probability distribution F(s) of the shortest
distance s between two points, which are distributed independently and uniformly

on a network A. When developing these ideas, we found the following symbols
useful :

(1) sa«p=the shortest distance along A between the points ac A, €A,
(2) ns)=the number of points 8 on A for which s.;=s,

(3) nazzirﬂ] no(s)=the number of directions for moving from e,

(4) ks=n.—2=the number of surplus directions for the point a.

It may be observed that 2.=0 for line points of A, £.>0 for junction points,
while k2.=—1 for end points of A.

A point BEA is a via point of (a, 1), shorter p=<(a, 1> if
(5)  Say=Sap+ss;-
A points a*€ A with the properties
(6) Saas>Sap, Saas>>Say, Whenever a*E (B, 1>, fSLa, a*), rela, a*)
is called a counter point of a.
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We make the following unessential restrictions concerning the network A:
1. The shortest way between two junction points is unique.
2. Certain critical distances, namely, the largest distances between two points
on a ring or on two different rings are mutually different.
Further, we denote the largest distance between two points on A by 5 and the
total length of A by L.

If we put
(7) Lo(s)=L({B|sxp<s}),
(8) Fa(9)=Lna(s)
(9) F.(s)=L"'L.(s),
and finally

#(C)=1, if the condition C is satisfied,
#(C)=0 otherwise,

we are equipped for an attack on the problem of finding the density function f(s)
of s«p, when a and B are random points distributed independently and uniformly
on A.

We first observe that fu(s) and Fu(s), for obvious reasons, are the density func-
tion and distribution function, respectively, of s, for a given a. According to the
definition of the distribution function we have

(10) F(s)=§ll'.;3 D(sap<5) =§Fa(s)
and thus
(1) f (s)=la': f..(s)=L”‘l.2 n4(s),

where E denotes “the expected value of”.
To get further than to the easily found result

(12) FO=L2) vLi{aln(s)=))

we need a new fyrmula for n.(s) instead of the definition stating that z.(s) is the
number of points fEA with the property s.s=s.

Studying, how n.(s) changes, when s increases, one realizes that it can be
written in the form

(13) 7n(s)=2¢(s>0)+ Zkﬁ¢(§>3aﬁ) —22¢(s>sm.).
B a*

By observing that 7.(s)=0, when s>Max s.3, we get the following interesting for-
peA

mula for »* the number of counter points of «,
il
(14) n*=1+—2'2k5.
A
By inlegrating (13), we obtain

(15) La(s)=25¢(s>0)+ ka<s—s,p) Hs> s ,)~2Z(s—s.,..)¢(s>s.,,..).
8 a*

If we take the expected value of both sides in (13), we find
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(16) E n.(s)=2¢(s>0)+ kalﬂ? D(s>505)— 2@Z¢(s> i)
s o

—og{s> 0)—I—Zk,qlf'p(s)—2L‘1L(s).
f

The question about, how the quantity L(s) is most practically calculated, is still
open. The following formula seems to be the best tool for this purpose.

17 L(s)= Z Z(S—Saac)ka¢(s> Saar) —Z(s—z)nz¢(s>z)+ Za;¢(s>z),
where
(18) a.=L(A)=L{{a|a=a**, sem=2}),

while 7; denotes the number of end points of A.. (A separated point is considered

as having two end points.)
The distribution studied is only one of many distributions for quantities related
to networks. A more general model for distributions of this kind will be

(19 TU--B)= ) ) Ta—p)

aEA BEB

where T(a—2-f) denotes the quantity of that part of the total trafic 7T\a——p)
from « to B, which fulfills the condition C.
If we put

T(A—-B)=T(A—B)F4.5(C),

T (a—"p)=T(a—p)Fus(C),
Pap=pap=T(a—B)| T(A—B)

this model can also be written in the from

(20) FusC)= ). ) puFei(C)= E (E Fuf Ol
acA BEB
aEA BEB
Using such tools the traffic distribution problems can be attacked on a broader front.
It may be, for instance, interesting to observe that, if pup=g(s) for s=s.,, we
obtain the density function of the corresponding traffic according to the distance
between the different points @ and B by means of the formula

(1) Fuoslsy= B
If(s)g(s)ds

where f(s) is the density function studied.

The formulas and concepts mentioned in this paper may give an impulse
towards the developing of a sound theory for distribution functions related to net-
works. Such a theory would, for instance, be of value for scientists interested in
traffic problems. Because in these problems the interesting objects of study are
changes in the statistical attributes of some entity, such a theory may also have
something to contribute to the statistical methodology for analyzing other phenomena
in our world of time and space.

One of my pupils, Seppo Mustonen in Finland has shown a keen interest in
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these problems. I would like to thank him for his very valuable help in reaching
the sesults presented, and I hope he will be able to develop a more complete theory
and draw out in more details the consequences of ideas mentioned in this contribu-
tion to the ISI meeting in Tokyo 1960.

RESUME

Dans cette étude on présente la solution du probléme de trouver la distribution
de probabilité de la distance la plus courte entre deux points distribues indépendam-
ment et uniformément sur un réseau.

A la fin on donne des modéles plus généraux qui peuvent étre employés en
traiant des problémes de la distribution de circulation sur un réseau.
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THE THEORY OF REPLICATED SYSTEMATIC CLUSTER
SAMPLING WITH RANDOM START!

by

L. Térnqvist
Institute of Statistics, University of Helsinki, Finland

We consider the problem of estimating, for instance, the value V; of the agri-
cultural production in the country I. The estimating procedure could be based on
a list showing the area, a;, (i €I), of every farm in I. The total number of farms may
be N.

The areas of the farms may be listed in a certain order j,jeJ = {1, ..., N!}.
The area of the farm i listed in the order j may be denoted g;;. Let in this order, j,
A;_y; denote the total area of all farms preceding the farm no. i. We will then have

) Aiy = Aoy + @y

A; j thus denote the area of all farms preceding the farm i + 1 in the list j. Specially
we have

2) A,; =0 for every j, and

3) Ayn; = A4 for every j,

where A is the total area of the country.

Let v;; denote the value of the product of the farm i in the list j. Let accordingly
in this order, j, V;_; ; denote the total value of the product of the farms preceding
the farm no. i. We then have
@ ¥ = Vrig Ty
%) Voj=0and Vy; =V  for everyj,

where V denotes the total value of the farm production. The problem is to estimate
V or % = z4 by means of an appropriate sampling procedure.
Let

(6) Zij =

denote the value of the production per unit of area for a certain farm (7) in a certain
list-(j).
If we now write
a_ij

™ Py = then 3 p;; = 1 and

® 24 :zipijzij

1 'When working as UN-expert in Indonesia in 1960-61 the author became interested in the theory
of systematic sampling. The first version of this paper was presented in January 1962 in a statistical
seminarium at the University of Copenhagen. The author wishes to express his thanks to professor
A. Hald for valuable comments made in this meeting. The author is indebted to Mr. S-E. Bergstrom
and Mr. H. Jirvinen who have checked the formulas and performed the numerical calculations.
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For the cumulative sums of p;; we have
h Ay

)] Ph1='§11’u=f-

We define for every integer n > 1 the step function z; (¢, n) by means of the rule

(10) zy(t,n) =z if nP;_,; <t <nPy

extended by means of the circular rule z; (# + n, n) = z; (¢, n). We then have
| 1 -t _

(11) ZA:_Izj(t’n)dtz_z zj(‘r—{—g,n)
Ro Ng=0

where

- ! 1
zj(T+gs n)zdl'z_]((()\—i)+g+1)’n) dx

Theorem 1: 1If © is a random equidistributed variable in the interval (0,1) then
the estimator

1 n-1

(12) z(r|lm) == X z(x+ g n
ng=0

gives an unbiased estimate of z,.

Proof. The random variable © has, according to our assumption, the cumulative
distribution function P (tr < x) = x for xe [0,1].

The theorem states, that
1 ’
(13) E(zj(fln))=ofz/(fln)d‘r=2,4-

By making use of the formula (12) we obtain after some simple calculations
1 n-1 1
(14) E@z(xn)==- X [z(x+gndrt=
Ng=0g
o 1 ”il _ 1 . 17 _ Jie
== ng=ozj((g +2),n) = nd‘ z;(t,n)dt = z4.

The question about how z; (| ) is distributed is the pertinent problem of the theory
of systematic sampling. The solution to this problem is stated in the following theorem.

Theorem 2: The cumulative distribution function of z; (7 |#n) is equal to
(15) P {3 (xIm) <2} = Fn(2)

= Z, ()~ ) 0 (3 (1 m) < 2) =
= 2,88 (5 G4In) < 2),

where afj’= 0 < of? < of) <... <oy} denote the sequence of numbers obtained,
when the numbers (nP;;) = nP, ij— [nPy;]1 ([nP,;] = the largest integer < nP;;) are

3
ordered according to size, and & (c) is a step function with the property o (c) = 1
if the conditions represented by the symbol ¢ are fulfilled while g (¢) otherwise is
equal to zero.

364



13

Proof : According to formulas (12) and (10) the function z; (= |n) will change only
if = surpasses some of the values (nP, ;7) and will thus remain constant in the interval

o ; < 7 <af). The length, {3(’" = ol — ™ ;, of this interval thus measures

the probablhty that z; (t{n) = z; (af ‘"’ In) Accumulating the lengths [« — ol ;]

of all intervals for Wh]Ch z; (o] M5 < z we get the cumulative dlstrlbunon functlon
in (2) as stated in the theorem

Theorem 3: The variance of the estimates z; (v|n) of z4 can be written in the
following forms:

1
(16) 6% (z;(v|n)) = 6[ [z; (x|n) =z, dx

11 nt1 . -
(17) o2 (z; (x| m)) =}:g N CICEF SDREACER & n)y? d=
1 1 w1
=—=[ 3 3 gt+gnegr+g,ndr
n® o0 g=0 g'=0
where ; (v + g, n) = z; (v + g, n) - Z; (v + g, n) denote the deviation between the
observations z; (t -+ g, n) and the mean z (v + g, n) of z; (¢, n) over the interval

[(r+ g- %) <t<(r+g+ .1.)]. Expression (17) can also be written in the form

1 n-1 n
(18) cz(zj(‘rln))=n— E 6[ t,neg@+v,ndt=
1 n-1 1 _
= l; 'n (1 -+ VEI Pv.in) = ;l'cjn (l + (n - 1) Pjn)
1 n
where al, = . 6[ (5 (t,n))* dt and
1

_f g (t,n) g (t + v, n)dt/c},

Pvin

denotes the autocorrelation coefficient of z; (z, n) with the lag v and p;, denotes the
mean of the n-1 values py;, .

Proof: The form (16) follows from the general definition of variance when applied
to the case where 7 is equidistributed over the interval [0,1]. The form (17) follows
from (16) by making use of the forms (12) and (11). The form (18) follows from (17)
by changing the order of integration and summations and observing that

n n-1

f i (t+gmz(t+ g ndt = 2 I z(t+gnz@+g,ndt

because z; (¢ + g, n) is a periodic function with the period #. The rest of the formulas
in the theorem is obtained by making use of shorter notations.
Remark: If the mean of the autocorrelation coefficient is zero the variance is
"‘3
equal to 7 which is an analogue to the variance of the mean obtained by random
2

sampling. However the variance —denotes the variance of the deviations ¢ from

the trend curve z; (v + g, n) and will thus generally be smaller than the variance
0-2

62(z (t)) = o to be used in the corresponding variance formula Py when random

sampling is used. The mean value p;,, belongs to the interval [— — 1].
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If we are interested to get numerical values for 6%(z; (v | n)) the formulas of theorem
3 are only of limited value. By making use of the distribution function F;,(z) defined
in theorem 2 we get explicit formulas for this variance as stated in theorem 4.

Theorem 4: The variance e2; = o® (z; (v|n)) is equal to

% (19) srzlj = (") (Zj( o [n) —z4)? =
(20) = Z, B9 (3 (e In) - 7 (e )2

e (n) (Z_, (a(n) l n) -z (ocg") I n))]
(%Az,,j %] (_(:tP;,,) =4 ﬂ\,/))2

n

N
@D = Z B

v=1

N
[E ZAZ,,, o ((nP,,,) < or("’)]
n

N
(22) = I B (- (2 By 2y

1
— — (2B 0~ (ZBY 1))

The formula (22) can also be written in the forms

(23) nier; = % % (I-Max ((nP;;), (nPy;))) Az;; Azyy— (X (nPy) Azyy)®
(24) = zi:héi — lg”Pij) "£nPhj) Az Azyy - (.2 S_nPij) Az;)?

(25) = Z Z Mln ((nP”), (nP,U)) AZ” AZ;,_,- = (‘Z (nP,-_,) AZU)Z
(26) 2(12 2(” (%~ Phj))(n(Ph/"Pij)))AztiAZhj

Proof: The probability that z; (v|n) = z (e} |#) is according to theorem 2 equal
to (o) - o, ;) and we thus aliaih (19). The forrnula (20) is obtained from (19)
by changmg the origo to z; (af?|n). Next we have to show that

1( (n)ln) _'Z (a(")ln) = uvjn/n .

To see this we note that when t surpasses the point o) every term of the form z;;/n
included in the mean z; (e} | n) will be exchanged to z;y,;/n if (nP; ;) = a¥f and there-

fore z; (e} | 1) — z; (87 |n) = ZAz,,,z((nP,,,) <dM/n = uw-,,/n.

The formulas (23) — (26) are obtained from (21) by expanding the squaresum in the
first term of (21) and performing the first summation over v and making use of the
following relations between the quantities introduced:

Z B o ((nPhj) <af]) =1- ("Ph,) = ( -nPy;) = (nPhj)

% B( 2] ((nPhj) =5 O((n)) 1) ((npu) < a(n)) = 1 Max (("Phj)7 (nP[j))

x+y  |x-yl x+y fx— yI

ZAz; =0, Z_IZth,,Az,jAz,,j=0 for every xj .
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The main formula (26) we write also in the following forms

1
(26") n? = 2132(12 2(" (Pu Ph}))i” (Phj—Plj)))AzijAzhi
1
= 3 Z,; % (’ - (" (Pu Phj)_)) Az,,-Az,,/
1
= Z,‘, i (n (P” Py;)) (Zi+1.j = le) (zhj - zh+l,j)

where (x) = 1(hx) g—x).

“+ -

Remark : The variance €2; can also be written in the form

(26" 2 =23 | 4(gn) 2
where

Aj(gn)=— Z_Z{j(e—zn —lgnPU_.e—zn'\/—lgnP'—l.j)

1
2nty/-1gi

is the Fourier-coefficient corresponding to frequence v = gn for z; (u) = z; (nu, n).
The formula (26") gives some idea about how the variance diminishes with growing n,
because the formula for ¢2; contains starting with the term 2 | 4; (n) |? only every
n : th term of the terms, which are contained in €}; .

How to calculate the mean n’%Z over j of n%2; will be investigated in the following
theorem.

Theorem 5: The mean value of n’2; over different possible orderings j=1,..., N!
of the frame is equal to
1 A N 1 (N)
27N ne} = 'AT z eﬁ (nng) Wyg
when

Ly;= ZEC Pi, where p; = p;; and C,,, is a sample of g elements from the
i€Lyyp

set Cyy =(1,...,N)and
(2 zr-(§)Z 7

N iec iEC

(28) Wyg = 2 [ > Pi =
; 2 _ (g 2
_2:£ECVsz‘§;¢CVgZh (E‘géc\,gzh) (5) = hécvgz"]

g(N-g) (N-g)i¥)

where z; = z;;, g’ = Min {g, 2}, g’ = Min {(N-g), 2}.

The quantity w,, can also be written in the following forms.

N z, 10 z, 1) ]2
@) e =3 ZT%W

(30)

2N [(z\,g —ZyN-g)f — 525 - 52 N- ]
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1 1
h = - 3 = —
where z,, z %C”z,, Ty N—g Nz h% Cvgz,, ;
1 1
2 — = = (Z—2y,)% & = g Zp - .
‘Svg g[“iec\,g( i vg)a Sy, N-g (N_g)u;hicvg( h zv.N-g)

and the factorial operator symbols 11, gl1 and (N-g)!!

have the properties = 11 =gl ¥ 11 = (N-g)!]
properties 1 =& 2, L (N-g)t',
% ozl ¥ = Z; 7 2 zP—3X z?
e (Lo v N (iECVg ) i€Cy g
gl = =

5 =
g[ 1 g[2]

when g > 2.
For g = 1 this expression is equal to z?; i€ C,, ,
P =g(g-1), 001N =1ifi#ha[11{]=0.

Remark : By introducing the symbols

31 ;i__—zi—%iglzizzi'les
(32) G%N=L§-Zl-i2=_l—(§ 2z - Nziy)
~1i=1 N-1 =1
€5) Ry (3 #-2(3_ zP)
g-1"'iec, g i€Cy,
1
34 Ty g = ‘E%Cvgz,

we can for N > 2 modify the expression for n?e? as follows

oy
U

N —
(35) = I (np) Nz - ot + [0 (N > 3)+ o (N > 4)] Ry, + Rys
i=1 4+ _ (N—2)
where N N ;, ;;‘ + (zi—z)? - ofn
Rya = i§1 ;E.- grnp,- T ”""2 [ (N-2) (N-3) ]
n-3(8) (g-2)1 L.
Ris = 2, g () IV (= a0 + 203, ot

For N = 2 we have n?c2 = (np;) (z, — z,)% .
+ -
The formula (35) is recommended for practical use. The formula (27) combined with
(30) shows best the character of n?¢2. From (30) it is easy to prove that %w,,g =0
forg>1,N-g>1.Wheng=1or N-1,s2, =0. The sum 2, + s y_,isforg > 1,
N-g > 1 the usual unbiased estimate of the variance of z,, - z, y., (When random
sampling is used).
1
If p; = 7 the formula for €2 can be simplified to

_(-n
~ Nn

In this case €2 corresponds to the variance of the mean obtained by means of random
sampling without replacement. This was first proved by Madow (1944).

€

v
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Proof: According to the theorem 4 formula (26’) we can write

N N N
el = N El 2 hz ("( Phj)z (Zig1,5— 2i5) (Zoy— Zuy )

We have had great help of a graph in our attempts to transform this formula into

new formulas useful for practical purposes. In this graph the frame is represented by

means of a probability circle C,. This circle is divided in arcs ¢, k= 1,..., N,

of length np, .

On the circle C, we consider two clockwise endpoints of arcs ¢;; and ¢;; which
divide the circle C, into two parts C, , (h, i) and C, y_, (i, /) consisting of g and re-
spectively N—g arcs ¢, ;. The quantity nL, . is the length of C,, (4, i) and n(1-L, ) is
the length of C, n_, (i, A) .

The quantity (nLv ) = (n (Pij — Py ,)) is then equal to tl.e product of the rests

(modulo 1) of the lengths of the arcs C,, (h i) and C, y_, (i, h). These two rests are
S_nng) and £n (1-Ly,)) = SL-nng) = (nL\,g)_

The quantity (nL, ) is invariant for a subgroup J, , of Ng! (N—g)! permutations j.
=i -

The permutations belonging to this group J, , have the property that the set C,, of g
arcs ¢, € Cy, (h, ) is invariant and the total length of arcs ¢, belonging to C,,,

; ezc np; = nL,, is constant. We can thus write
ve
22 Nzl v L) [ 2
et = n
pel vél 2(H+ 1€Cy, )\EC\, N-g PEC, g ~iBE'=2)

1
(Zx -z) (z - Zp)] Fs'

where N, = g¢1 (N-g)!#") denotes the number of terms in the brackets.

The results stated in this theorem are obtainable from this basic formula most
elegantly by making effective use of the factorial operators 1!, gU1, (N-g)! etc.

The results have been checked by direct algebraic calculation transforming the
sums in the bracket and finally also by means of numerical examples! for N <C 5.

The next theorem solves the problem about the mean of n?e2; over different
n=1, , 0.

>
hECy, N_g-AB(&"=2)

Theorem 6 : If all (P;; — P,;) are irrational numbers then the mean value of n’c2,
overn = 1, ..., is for a given permutation j equal to

. 1 N
(36) By =1 T (Az,y
and the mean of n?c2 over alln = 1, 2, . .. is equal to
1
(37) By = ¢ Noly.

Proof: We assume tentatively that P;; — Py; is a rational number of the form
Ky ij] My;;, where K ;; and M, ;; have no common factor. If we let n vary fromn = 1
to n = Mj,;; the set of numbers {(n (P;; — Py;)), n = 1, ..., My;;} is equal to the

+

set of numbers {v/M;;,v=1,..., M;}.

! For details see appendix 1.
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If our last statement were not fulfilled we must for some n” # n have (n Ky, ;/M,,;;) =
S =+
(n'Ky1y/ My;i;). We could then conclude that (n—n') K,;;/ M,,;; must be an integer.

b
This is not true, because according to our assumptions (n — n') < Mj,;; and K},
Mj,;; are integers without common factor.

The mean value of (n (P; ,-—P,, ,)) over all n=1, ..., My,; will thus be equal to

Mp g
s L (- Ph,))—z [

1- .
n=1 My + thu Mhij Mhu)] g (Mhlj ;

If P;;— P,; are irrational numbers, they can be considered as limit values for sequences
of rational numbers of type K§?,/ M§?,, where M, > oo, for k > . We con-
clude that

hrieiﬂ_";_ [6'—‘(’1 (P” Ph]))] -——-0

The first statement of theorem 6 is obtained if we write in accordance with formula (26")

Z 1 5z 1 M N
HﬁWAE”E'_ﬁfEMfi,uﬂA%)+

1N M

1 1
2121 h# Az,jAz}”M z [E—S_n(PU—P,”)_)_] 2 — E _(AZU)Z

The mean E% is derived from formula (35) after using formula (30) to find out that
the mean values of Ry3 and Ry, over n are equal to zero. Taking the mean value over
n of the first term in formula (35) we get

1 Nz} - o}
E% = limes Z Z (np,-) ¢ e

1
M->o i=1n=1 M - N-2 g NG%N

g N#-o
St N=2

N -

2

Sampling variance estimates. When we have to estimate the variance of the mean
in systemating sampling, the crux of the problem is that only one sample point
z; (v | n) is available. One idea to circumvent this difficulty is to somehow replicate
the sampling.

If we choose at random m different values (ty, Ts, ..., T,) = T, we will get an
unbiased estimate s> (z; (v|n)) for 62 (z; (v|n)) = &Z; by means of the classical
formula:

(®) £ GEIM =~ 8 [50x1n)-F (T, 1m)]?

m

- 1
where Zi(Tm|n) = = El zj(ty | n) .
V=

An unbiased estimate of the variance of the over all mean z; (T, | n) is obtained by
means of the usual formula for the variance of a mean.

(39) £ G (Talm) = - 2, (5 (1)

Remark: If n < N and »n is large we may sometimes with good reason assume
that the mean value p;, of the autocorrelation coefficients in the “time series” ¢; (¢, n)
is approximately zero. If this is true we would get useful approximations for the
variance &Z; by making use of the variate difference method. We will then have:
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1 n-1
(40) SR ga S@Etnn-zE+1+5n)
1
_ 2
—zn (AZ(g+T,n))
1
(41) Res X (A2 z (g + 7, n))?
1 n
N A3 2
(42) » 20 n2 ( Z (g + T, n))
and more generally:
n-1
(43) e, u el = gEO (Akzi(r + g, m))2/GY; 0 <2k <n

A slight modification of these formulas developed in the years 1923-24 by J. W.
Lindeberg have been used in Finland in determining the accuracy of line estimates
of the amount of timber in forests.
The expected value of n?<2;, - is equal to
(44) nzer%jk:z%AzijAzhj i nik
I

where

IR a1 (k-1)@ ks
=5 [(—(k+ @ o1 “'))]

dfh n]k_ (Zk) u 2 _2
foru =n(P;-Py;)and |u|-1<g < |ul,

1
82“2‘| U+ =2 ul +u-1]) =1 -lul)e(ju] <1),
2k- 2 2k -
- 1)k182k = (-1)5((, g ~(pl g)(|u| ~2));0<ul-g<1

If we observe also z;, ; and z;_; ; whenever z;; belongs to our sample we could get
a good approximation to €2; by means of the formula

Vi [(A -u)
i=1np;;

where v;; denotes the number of integers g for which z;; = z,(t + g, n);2 =0, ...,

n — 1. The expected value of *<2; is equal to the approximation to €2; obtained from

(26') when terms for which | 2 — i | > 1 are neglected. Often we get a useful approxi-

mation to &2, if we instead of z;, ;, z,_; ; use as substitutes the neighbouring really

observed values z; (t + g - 1,n) and z; (v 4+ g + 1, n) to z; (v + g, n) in the sample.
It can be shown by means of Fourier analysis that:

45) el — S (— +("117.';'2) Azj; Az, )

(46) €2, —Ea; = E Q?n, (x, h) for n = n(h) = n, 2".
where

i -1
) Gy 1 = 2, (0,5 (82D 1 o1y

The function Q?, (v, &) gives thus valuable information about the increase in accuracy
of the estimates z; (v | n (%)) by successive doubling the amount of data used. Curves of
Q}r, (v, h) can also be used for predicting the value of €2; = €2; — ¢%;. A formula
which usually gives a slight overestimate of €2, is for instance
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2, (@} =B -0 (v h~q) (QF, (v, B) - OF, (7, 1))
ang(T h') Q]no(T’ h' q) ang(T h)+ana (‘T,h 4)

Here the positive integers ¢ << A’ << h can be varied to give a whole set of different
estimates for €2; .

In the literature of the theory of systematic sampling (see list of references) also
cases when the points to be observed are defined by means of regular systems of
lattices of points in a multidimensional space are treated. These studies generally
make use of assumptions about the correlation coefficients between observations
located by points at a certain distance from each other in this space. Our theorem
3 is a contribution along this line of approach. The theory of systematic sampling is
also nearly related to the theory of the analysis of timeseries.

Remark about the use of clustering in systematic sampling

The theory developed can as such be applied also to cluster sampling, if we let z;
and p; denote the means and weights for clusters of final observational units. It seems
to be profitable to use clustering in cases when otherwise the weights would become
relatively very small or if there are parts in the list where the intracluster variance of
z would be very large if these clusters were partioned into smaller units. Whenever
some units in such a cluster have to be observed according to the plan for systematic
sampling, then the whole cluster of observational units should be observed.

The optimal use of parameters of action in systematic sampling

The parameters of action in systematic replicated cluster sampling are:
(1) the choice of the weights @;, to which the final observations v;, are related
and the construction of clusters with weights ¢, = X am and cluster means
Z = Ev;“/a, = v/a.
(2) the ordering (j) of the list of clusters.
(3) the choice of the number (1) of clusters to be observed.
(4) the number of replications () to be made.

1. If there exists a number of competing systems of weights {p¢”} the theory

developed seems to support such a choice which will minimize the overall variance
o3y, that is we have to choose g; so that v; is approximately proportional to ;.

2. The ordering (j) is to be chosen so that );_‘. (A z;;)? will become relatively small.
This will be the case if z; (¢, n) is as smooth as possible with only one maximum and
minimum.

3. If 2.. (n p,) has a relative minimum for varying n > 1, then the corresponding
choice 71 of n will usually give an exceptionally high precision for the mean obtained.

4. The number of replicates m has to be chosen just large enough to give the re-
quired precision for the estimates to be made.

5. Systematic (equidistant) replicated cluster sampling can be combined with
stratification and complete enumeration of those clusters for which [np;] = 1. This
idea was utilized in construction of a master sample of local offices to be investigated

by means of sampling in studies concerning the economy of Post and Telegraph
Office in Finland.!

1 For details see appendix 2.
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Considering the merits of systematic replicated cluster sampling we have come
to the conclusion that if this flexible tool is really effectively used one can obtain
unbiased estimates with a higher precision than by other sampling procedures
requiring the same amount of labour to be done. It would therefore be worthwhile
to study the properties of this tool when applied to examples based on empirical
data in cases when N and » are large enough to be of practical interest. Such a study
would necessarily require the use of electronic computers.
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Appendix 1. A numerical example

We have calculated a hypothetical example with N =5, n = 1,..., 10

i Pit 71 Py (10P;)) v v P By 2 @7]10)
1 0.1 5 o1l 010 11 0.10 0.10 5.4

2 0.16 3 0.27 0.70 4 2 0.20 0.10 5.2

3 0.19 6 0.46 0.60 3 3 0.60 0.40 49

4 0.26 7 0.72 0.20 2 4 0.70 0.10 5.0

5 0.28 4 1.00 1.00 5 5 1.00 0.30 5.3

LI 5.11 5.11

&, 2.1379 0.0389

We first calculate z; (mf,"} | ) for v = 1 which is done as follows:
5@ W= (S (npylz;+Z 0 ((nPy)) < (Pr_1, ) 7)) [ m5

54 =01(5+34+6+74+7+4+4 4 + (5+ 6 + 7)). The others are obtained by means
of formula dz;(v|n) = (Zl_] (CA j—z,.j) o (("P,-_,-) = 1))/ n as follows:
: -

52-54=(3-5)/10 =-02,49-52 = (4-7)/10 = — 0.3, etc.
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In our example there are in all (V - 1)!/2 = 12 possible permutations j with different distributions
of z (Tl n). The permutations j = 1, ..., 12 used are as follows:

j= 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 1 12
£y 5 § s 5 5 S 5 &5 5 5 5 5§
Zyy 3 3 3 6 6 6 1 1 1 4 4 4
2, 6 4 7 1 3 4 4 4 3 3 6 3
%y 7 6 4 4 7 3 3 6 6 6 1 1T
% 4 7 6 3 4 71 6 3 4 71 3 6
Z(@Az,) 24 14 34 16 36 26 24 30 34 16 26 20

For each permutation j the quantity nze,zu. was calculated by means of formula (24) (table 1).

We have calculated from these results the empirical means over the 12 permutations j and
compared them with the means n2eﬁ calculated directly by means of formula (35). The two means

were naturally found to be equal in every case (for 10 different n). The variation among variances
n? sﬁj over j was also calculated.

The empirical means *El%, jover the ten different »n used for each permutation j as well as the variance
of n2eg ; about these means were also calculated. Finally an analysis of variance was made.

Table 1. An example about the quantities n2efu. in systematic sampling when N = 5

ne?

2, j=]1]2]|3]4 5167 |8 ]9 10|11 12| n2 sz(nze'z'/)

2.14(2.14] 2.14]| 2.14 | 2.14 | 2.14 | 2.14 | 2.14 | 2.14 | 2.14 | 2.14 | 2.14 | 2.138 | 0.000
1.81/0.89) 6.73/ 0.61 | 5.77(2.09 | 1.33 | 6.01 | 4.97| 0.77 | 1.93 | 1.45 | 2.865 | 5.275
2.72(1.24{2.12/ 2.12| 3.80 | 3.88 | 4.10| 2.12 | 4.36 | 1.66 | 3.40 | 2.44 | 2.831 | 1.081
1.85/0.89] 1.05| 1.05 | 1.61 | 1.37 [ 1.61 | 1.85(2.33 | 1.13 | 2.01 [ 1.29 | 1.500 | 0.199
3.55/1.05/3.85/1.15|3.55|2.25|1.45(1.45|1.85]| 1.85|3.45(1.95| 2.281 | 1.064
1.54|1.42{2.54/1.70| 2.02| 2.54 [ 2.62 [ 2.86| 2.06 | 1.34 | 1.42 | 1.70 | 1.984 | 0.291
0.88] 0.56 1.36/ 0.88 | 2.32| 1.68 | 1.60 [ 0.88 [ 2.32| 0.64 | 1.36 | 1.04 | 1.290 | 0.355
2.67)1.39/1.7111.71 | 1.95|2.35(2.43 | 1.71 | 2.03 | 1.79 | 2.67 | 1.95| 2.026 | 0.170
0.63( 1.09( 5.85/ 0.51|5.85|1.13|0.51|5.73[5.77| 0.55 [ 1.21 | 1.13 | 2.496 | 6.018
3.89(2.69| 3.09( 3.09 | 3.29 | 3.89 | 3.89 | 2.69 | 3.09 | 3.09 | 3.89 | 3.29 | 3.323 | 0.210

*E%U. 2.17| 1.34| 3.04( 1.50 | 3.23 ( 2.33 | 2.17 | 2.74 | 3.09 | 1.50 | 2.35 | 1.84 | 2.274 | 0.428
52 ("25,211') 1.12 0.41{ 3.63| 0.65 | 2.39 | 0.86 | 1.29 | 3.05 | 2.02 | 0.61 | 0.92 | 0.47 | 0.393 .
)';(Az'.j)*‘/IZ 2.00{ 1.17] 2.83| 1.33 [ 3.00| 2.17 [ 2.00| 2.50 | 2.83 | 1.33 | 2.17 | 1.67 | 2.083 | 0.391

X
I
OOV~ DWN~

=N

Table 2. Analysis of variance of the quantities n2¢2

j
Cause of variation dgr of fr Q2 S8 F
Between the permutations (j) 11 47.087 4.28 3.71xxx
Between the number of observations (1) 9 42.494 4.72 4.09xxx
Rest variance 99 114.209 1.15

Appendix 2. The construction of a master sample of local post and telegraph offices in Finland 1950

Population. The population was composed of 577 clusters of post and telegraph offices. The local
principal office and its suboffices formed a cluster. The clusters varied very much in both economic
and geographic size. For instance, the expenditures of the clusters ranged from 0.2 millions to
513.3 millions of marks. The distribution of expenditures, as well as many other economic quantities
relating to the offices, was found to be nearly lognormal, with standard deviation approximately
equal to the mean. Equidistant sampling was performed on the cumulative sums of the expenditures
of the offices belonging to clusters.
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Sampling. Among the largest offices there were many specialized ones, which only offered either
postal or telephone services. This was one reason to stratify the population into two strata. The size
of sample was then planned so that the 95 %-intervals would be at most +2 % of the estimates to be
made. In the following table we give some knowledge describing the population sampled:

Stratum Population Expenditures % of Sample
(clusters) total expenditures size
I 42 69% 42
11 535 31% 59
Total 577 100% 101

The first stratum was enumerated completely. The expenditures of the clusters in the first stratum
were more than 18 millions of marks. In the second stratum the mean of expenditures was 2.2 millions.
Clusters were listed according to the size of expenditures. Equidistant sampling was then performed
at the intervals of 20 millions of marks.

Results. The sample was used for economic investigations. In this appendix we only refer to
calculations, which were performed to be sure that the risk level stated was correct. We calculated
for three different years the estimates for quantities such as: revenues of stamps and franks, total
postal revenues, revenues of telephone calls, total revenues, expenditures, etc. The error of estimation
was found to be more than 2 % in only one case of the 20 cases actually investigated. The estimates
concerning only the second stratum, however, were not so exact. The greatest error of estimation
observed was 20%. In this stratum the mean value of quotients between the square of the actual
error of estimate and the corresponding variance according to the classical formula o}/n was 0.5.
When we in the same way instead of the variance c';’/n used the formulas (40)-(42), we obtained the
mean 0.7. If we would have used a simple random sample from a list of the clusters in the second
stratum we would have obtained an error variance about 40 times as large as that obtained by using
systematic sampling as described.

RESUME

La théorie de I’échantillonnage systématique en grappes, avec répétition, les origines étant choisies au
hasard. L’article traite de I’échantillonnage systématique en grappes, pour estimer, par exemple une
moyenne pondérée inconnue z, avec les poids connus pij = Pij-Pi-1,j, Zpij = 1.

En définissant, pour chaque nombre entier » 2>1 la fonction en escalier z (, n) par:

z(t,n) = Z; (oun P, <t < "Pil)’

le théoréme 1 montre que I'estimateur z; (| n), défini par
1 n-1
y(z|m) =5 I 5@ +am,

donne une estimation sans biais de z4 Le théoréme 2 donne la fonction de répartition cumulative de
cet estimateur, et le théoréme 3 établit diverses formules pour la variance 8,2, ; des estimations
zj (-rl n) de z4. Ces formules n'ont qu’un intérét limité si I’on désire obtenir des valeurs numériques
pour la variance e% ;3 Cest pourquoi on donne, dans le théoréme 4 quelques formules explicites pour
cette variance.

Le théoreme 5 définit ensuite la valeur moyenne de n2e}l. pour les différentes séries ordonnées
j=1,.... N!de la base, tandis que le théoréme 6 donne une formule pour le valeur moyenne de
n2 53 1 relative & la série ordonnée n = 1, ... ,00. Enfin des formules permettant 'estimation de la
variance d’échantillonnage sont établies. La premiére annexe donne une description compléte de
e}’, ., pour un exemple hypothétique avec N = S5etn = 1,...10. La deuxiéme annexe concerne
la construction d'un échantillon principal des bureaux locaux de poste et de télégraphe en Finlande
en 1950.
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CHAPTER 9
Minimaxing and Optimal Programming

By LEO TORNQUIST*

We shall study the following problems:

I. The minimaxing problem.
Find

)? == ()’eJ,)Z'I) = {ﬁl,...,)e",xvn+1,...,iN}
when

W(x) = max (min W(x , x1)).

Ty xr
II. The optimal programming problem.
Find %, when

U, =max U(xy); a7 Svxy) <aP foralliel
Ty

where (;) denotes the expression ‘“under the conditions . ..”. The upper
bounds a{* and the lower bounds a!~ are independent of x ;. The functions
v, are continuous for all x .

ITI. The minimax programming problem.
Find % when

W(x) = Ulxy) + 3 xa@ ™ — v(x,).
i€l

If # = (%, X,) is a solution to the minimax programming problem (III),
%7 is a solution to the optimal programming problem (II). When the con-
ditions of the optimal programming problem are fulfilled we have

x(@ " — v(x,)) 2 0
for all i € I and thus min W(x) = U(x,), while min W(x) = — o if some
of the conditions w1 1

X — 0(x,)) 2 0
are not fulfilled. If W(%) # — o we have W(%) = U(%,), where

U(xy) = max U(xp); af ’ < ofxy) < af”
foralliel w
The minimax programming problem is a special case of the minimaxing

problem (I). If we can find a method for solving the general mimimaxing
problem (I), this method will also give a solution to the optimal program-
ming problem (II).

* University of Helsinki.
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1I. MATHEMATICAL PROGRAMMING Tornquist

Definitions and assumptions.

DeriNiTION 1. We call the point X = (X, X;) a minimax point of W(x).
The value of W(x) for x = % we denote W.

DEerINITION 2. The function J(h) = 1 for heJ, J(h) = —1 for hel.
We define I(h) = —J(h). If h ¢ 1 + J we put J(h) = 0, I(h) = 0. We call
the functions J(k) and I(k) the partition functions of I 4 J.

DEerINITION 3. The function

U(XJ) = min W(x;, x;) = W(x,, ¥(x;))
xy

we call the preference function of the minimaxing problem (I).

The definition 1 can be stated more precisely as follows:

DEerINITION 1. The point x = & = (%, X;) is a minimax point of W(x)
if and only if
1) x; = ¥4(x;), that is if A, W(x) > 0 for every Ax; where

Ay W(x) = W(xy, x; + Axp) — W(x)

and if .
2) x; = %, thatis if A, U(x;) < 0 for every Ax; where

8,067 = Ulxs + Bxy) — U(x)
= W(x + Ax) — W(x),
Ax = (Ax,, A, Ar(xp).
We make the following regularity assumptions about the function W(x):
AssuMPTION 1. The function W (x) is a continuous real function of x

uniquely defined for all real x.
AssuMPTION 2. The partial derivatives

Wi(x ign z;
a—(—l)=a,(,Sgn M — p(x), hel+J
ox,

are uniquely determined and continuous for x, # 0. The real numbers
ait and a) can be equal and some of them may be =+ oco.
We make the convention:
oW (x) _
0x,,

X, 0 for x, = 0.

Under the regularity assumptions made we have

AW = 3 W gy,

h Xn
fulfilling 0 < |x, — x,] < |Ax,| whenever x,(x, + Ax,) > 0. This formula
remains valid for all Ax, if we in the case when x,(x, + Ax,) <0, let

1
for some x
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MINIMAXING AND OPTIMAL PROGRAMMING

OW(x)
ai‘h
values of this partial derivative for X, — 0, X, > 0 and for X, — 0, x, < 0.

In the following we restrict if not otherwise stated our studies to func-
tions W(x) fulfilling the regularity assumptions made above.

for X, = 0 denote some suitably chosen mean value of the limes

Theorems.

()

THEOREM 1.

Ax, <0 for
every h and Ax, and some x = x(x, Ax), |x, — x| < |A\,,| such that

AW =3 3W(t)
n xn

ProoF. To prove this theorem it is sufficient to show that x = X + AX,

|Ax,| < |Ax,| fulfills the conditions of Definition 1’. We consider sepa-

rately the cases J(h) = —1 and J(k) = 1. According to Definition 2 J(k) =

—1if h e I'and J(h) = 1 if h € J. We have according to our assumptions

aW(x) oW(x)
2 = T 2

for some x and all Ax; and thus A, W(x) > 0, that is the condition 1) of
Definition 1’ is fulfilled for x. For h e J we have J(h) = 1 and

AWU(xJ) = W(x + Ax) — W(x)
= A, W(x) + min (W(x; + Ax s, Xp) — W(xy + Bxg, x1).

W(x)
a'{.h
assumption of Theorem 1, while the second term < W(x, + Axy, x;) —
W(xy + Axj, x;) = 0. Thus the condition (2) of Definition 1" is fulfilled.

REMARK, A minimax point fulfilling the conditions of Theorem 1 we
call a strong minimax point. A minimax point which is not strong we call
a weak minimax point.

We can generalize the concept of a strong minimax point to all real
functions Wy(x) by defining a strong minimax point as a point x = X for
which A, Wg(x) < 0 and A, Wi(x) 2 0 for all Ax = (Ax,, Axp).

If a strong minimax point exists, such a point is thus a common solution
to the problem to find % for which

Ax,, then x is a minimax point of W(x).

Ax, = ~A, W(x) <0

z

1
d
The first term A, W(x) = Y J(h) Ax, < 0 according to the
heJ

W(%) = max min W(x , x;)
Ty Ty

and the problem to find X for which

W(X) = min max W(x, x,).
&ry xJ

When X = X and W(x) is uniquely defined, we have W(%) = W(X).
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II. MATHEMATICAL PROGRAMMING Tornquist

THEOREM 2. If X is a strong minimax point, we have for x = X, either

Wi oW
xy=0o0r i) = (), and thus x, ) = 0, whenever Assumption 2 is
Ox;,, 0x;,

valid. W)
Proor. According to the conditions of Theorem 1 o
h

W(x) . : G o
——— 18 continuous for x = %,

0%, W)

=0 for X = %, while a stepwise change in ——
0x;

and Ax,

change their signs simultancously. If
w(x)
0x,,
can occur only for X, = £, = 0. Theorem 2 is thus proved.

THEOREM 3.  For a strong minimax point we have when Assumption 2 is
valid

we must have

0" ™ < v,(%) < @™
and

% ign % i
Xh(“ﬁ;s e — v,(%)) = 0.

W(x aW
PrOOF. Substituting in J(h) —a—a}(i) Ax;, < 0 the expression of afx)
2 X

given in Assumption 2 and using the assumptions about the regularity of

v,(x) we obtain after some calculation the inequalities of Theorem 3.
THEOREM 4. If the function W(x) fulfills the assumptions required for the

mean value theorem, that is if

W (x)
I

X

A, W(x) =
Axox, > 0
for every Ax,, k € J + I, we have
J(k) Ay W(x) = J(k)

Sfor every k e Iif x; = Xi(x;)
and for every k €J zfx_, Xyand xp = X (% + A, x;).
REMARK. The minimax points

Foeh) = (£ %k}

where s, = sign Ax,; |Ax,| — 0 and

Ax, where x = x + d,.x, |0x;] < |Ax,),

aW(’c)

xk

Ax, <0

XB = limes (¥(x; + A,xy)); S = sign Ax,

| Axx| =0
will not necessarily be equal for s, = + and s, = —. For all minimax
points X*+® we have
W(x¢¥) = W = max min W(x, x;) = U(%))
and v
J(k)sk[aw—(x):' <0 forx = =M,
0x;,
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If 8 = %% : we have

i l:——aw(x)] =0 forx=F"*",

0x;.

For 38 £ (5" this equation need not be fulfilled.
For every & € I and every minimax point X we must as proved in connec-
tion with Theorem 2 have

%] [B_W(X_)} —o.
Bx n =%

Proor. For a minimax point (x, x;) we have according to Definition
1" and Definition 3 Ax,W(x) > 0 for ke I, J(k) = —1, x; = X;,(x;) and

A, U(x;) = A, min W(xy, x;) < 0.
xy

We always have for x = %, A, x; = X;(x; + A, x;5) — X1(x,),J(k) # +1

[AmkU(xJ)]xJ=£J = [W('QJ + Aka7 va + Azkxl)

— Wy, % + Ay xp)]
+ [W(%,, X, + Amkxl) - W(%,, %P1 L0,

where

WSy + Agx g, % + A, %) = URy + Ayxy) = min W(Ey + Axy, xp),
xr
and W(i;, X, + A, x)) — Wk, %) >0 since W(%,, %) = U(%,) =
min W(%;, x;). We thus have

! W(ty + Ay, Xp + A, xp) — Wiy, %1 + A, x7) <0.

Applying the mean value theorem to this result we obtain Theorem 4.
THEOREM 5. The point % is a minimax point of W(x) if and only if

W= W% > W(x)

whenever W(x;, x; + Ax;) > W(x) for every Axy.

This theorem is only a reformulation of Definition 1'.

THEOREM 6. If W(W(x;(y;), x,(y1, y0)) = W(yz, yp) where W(W) is a
strictly increasing function of W and yj, y; are such new independent
variables that to every x y corresponds some yj for which x; = x;(y;) and
to every xp and yj corresponds some y; for which x; = x(yy, yp), and
{9, ¥} is a minimax point of W(y;, yy), then {%; = x;(§5), %1 = x;(31, ¥1)
is a minimax point of W(x, xj).

ProoF. Since W is a strictly increasing function of W, both Wand W
must have the same minimax points. Thus if X is a minimax point of W
it is also a minimax point of W. Since the dependent variables {x, x;} take

109

381



Il. MATHEMATICAL PROGRAMMING Tornquist

all values when the new independent variables vary, we have

W(9j, ¥) = max min W(yj, y)

AR
= max min W(W(x (), x{( ¥, y1)))
Yr Ys

= ZV(W(XJ(ﬁj)’ xl(j)js yi)))
= W(W(Z,, X7)) = max min .W(W(x.b X7))-

Ty g
REMARK. By a suitable transformation (x; = x;(yp, x; = x;(y4 y1)
it is possible to simplify the problem of finding minimax points and avoid
difficulties connected with minimax points for which some coordinates of
x or W(x) are infinite.

General discussion of possibilities of finding minimax points.

In principle we could try to find the solutions of the system of equations
and inequalities mentioned in the Theorems 1-4. Every such solution
fulfilling the conditions of Definition 1" is then a solution to our minimax
problem. This method for finding the solution of our minimaxing problem
we call the direct method.

We could try to solve our problem also by making use of such trans-
formations of the minimaxing problem to another minimaxing problem
that the new minimaxing problem is easier to solve by means of the direct
method. If the transformation used fulfills the conditions of Theorem 6,
we can from the solution of the transformed problem obtain the solution
of the original problem. Methods using a finite number of transformations
we call transformation methods. If the method needs in principle an
infinite number of transformations for obtaining the solution we call it a
sequential approximation method. The rules required for choosing the
successive transformations are called transition rules. A method with
given transition rules usually leading to a minimax point we call a minimax
algorithm. In the following we suggest some minimax algorithms which
may be useful in practice.

Linear minimax algorithms.

Assuming that strong minimax points exist we can try to use linear
minimax algorithms for finding these points.
In such an algorithm the transform rules are of the following form

) ).
X = by + 2 bro Vo
PEPRy

where » is the ordering number of the last transition made and h €J + I.
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The function to be minimaxed is denoted by W(x;, x;) and the transformed

minimax function by

W\-(yffvz, ygv,.)) = W(xz, xp).

The transition » —» + 1 is defined by the formulas

y@ = x,
= 0+ 3 aldyee
€Qp
where al) = 0ifgeJ, and pel andal) #0,pe Q,..
These substitutions fulfill the conditions of Theorem 6. We obtain the
following transition rule for the coefficients 5¢") and (")

b = b + 3 bjagy
aEPpy
bi(l;+l) = z bi(;:;)af;:z): Ph,v+1 = th
@€ Py

To obtain a completely specified minimax algorithm we have to define the
numbers al}), af¥). The rules for determining these numbers must be some-
how related to the partial derivatives of first and second order of W,(y;., y;1,)
for y;, = y;, = 0. By constructing these rules the following guiding prin-
ciples may be useful.

PrincIPLE 1. If we can prove that in a minimax point of W (y;., y1,),
J, = 0 for some A, we put y, = 0 in the following steps thus reducing the
number of independent variables.

PrINCIPLE 2. If it seems to be likely that j{*» = 0 for some /, we use in
the following step the transform p{*) = p{*+1 for these 4.

PrincIPLE 3. If it seems to be likely or if it can be proved that j( 3 0,
X, # 0for h € H, and consequently according to the remark of Theorem 4

ow (y™
we expect or otherwise can prove that —‘(y——) = 0for he H, y" = 7,
oy W, o (y+D)
we have to use such a transform for » — » - 1 that —%W— ~ 0 for
h

h e H, when y{*V ~ 0.

PriNcIPLE 4. Taking into account Principles 1-3 we try to minimize
the work to be done in finding sufficiently good approximations (") for
the minimax values %, sought.

The crucial problem is to determine the sets H, mentioned in Principle
3. Algorithms for finding such sets for linear programming problems are
presented in my paper “Some New Principles for Solving Linear Program-
ming Problems” published in Bulletin de L’Institut International de
Statistique, Tome 36-3. Livraison (pp. 335-356).
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AN ATTEMPT TO ANALYZE THE PROBLEM OF AN
ECONOMICAL PRODUCTION OF STATISTICAL DATA

By Leo Tornquist*).

The problem of rationalizing the production of statistical data is one
of the most difficult of all the rationalization problems which anyone
who sets out to apply the basic principles of economics to various
undertakings can encounter. In such work it has to be determined what
investigations may be regarded as profitable, what degree of reliability
should be aimed at in the investigations decided upon, and in what
manner they are to be carried out in order that a reasonably estimated
net yield ot the work of statistical production may be as large as possible.
If we consider that the magnitudes of the figures required to solve this
problem satisfactorily are unknown except as a more or less subjectively
determined, approximate value, the difficulty is fully realized. But
although in practice any altogether satisfactory solution cannot be
hoped for, it appears to me to be worth the trouble of trying to analyze
the problem, to the extent that this is possible.

Let us first take the simple case in which it is desired, by means of
random samples, to find an approximate value x; for a figure « which
in some way characterizes a definite statistical parent population. The
utility value y, of this approximate value x;, depends on the form of
the distribution function which indicates the probability P (g, < u)
that the error in the rough value x,, i. e.

uy =x, —x, (1)

will be less than or equal to u. This probability distribution function
we will call

Fi (u) = P (u, < u). (2)

The suffix k in the formulae (1) and (2) we will interpret in the fol-
lowing as an indication of the growth of the costs K of the statistical
data production

k=4K (3)
xp

#) University of Helsinki, Finland.
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266 Leo Tornqvist:

caused and/or expecled lo be caused by the delerminalion of x;. The
figure Ik may be assessed with relative exactness at the time the rough
value x;, is made known. For an exact assessment of k there should
also be included an item which measures the value of the services
rendered without cash remuneration by the persons providing the in-
formation, also the interest on disbursements made prior to the date
of the evaluation and the discounted value of the future disbursements
causced by the determination of the rough value.

The utility value y; of the investigation result x; under consideration
denotes the increase 4 Y in the value Y of the available statistical data

Tk

as a result of the ascertaining of the figure x;. This figurc should be
evalued at the same lime and in the same measuring unit as the cor-
responding costs k.

Yk =f Y (dF, () = {y (u) dFy (u) +--- )
'k — ®© — 00
The figure y,, as we have tried to show in formula (4), is a function of
the form of the distribution function F (1) for the error u, = x, — x.
By developing y, serially according to the power of the growlhs dF, (u)
we find that y, in the first approximation may be calculated as the
average value as measured by the standards dF, (u) of a function

- 0y, .
v =5+ ) )

The figure y (1) may be interpreted as the utility value which may be
ascribed to an approximate value x, with the property x;, — x = u. The
evaluation function y (u) attains its maximum value when u = 0, {. e.
when x, = x.

The gain function whose maximization interests us we define as the
difference

Up =Y — k. (6)

In order to obtain an idea of the extent to which v, depends on k
we must study a few special assumptions concerning the function y (u).

Ex. 1. Assume that y (1) =y (0) (1 — u?¥/s?).

By calculating the mathematical expectancy of y (u), we find

or
v =y () (1 ——) (L)

where
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of = { u? dF, (u) (1,2)
u=—0o0
denotes the variance of the error w, = x, —x.

For further progress we must make the most plausible assumption
possible with regard to the manner in which the variance of may be
expected to depend on the costs k. In doing so we might rely on the
law of large figures, according to which the variance in an approximate
value which is calculated on the basis of random samples declines in
almosl inverse proportion to the size of random sample n,. The size
of the material depends in turn almostlinearly on the costs k=k,+h- n,.
It thus seems plausible that the variance o2 should be produced with re-
lative exactness as a broken linear function of k of the formula:

2_02+ 2__0_2_1l+ Bt DI 1— ) 2 __ 2 1.3
Uk_?k €0 _]C—]{‘O €o?;, o —O‘kﬁ_h( €); oL, =ec’ (1.3)

In this formula k, denotes the so-called fixed costs, which do not
depend on the bulk of the primary material, and h the supplementary
costs per studied statistical unit.

In theory, for random samples from an unlimited parent population, o2
is interpreted as the variance of the distribution function which denotes
how the units of the parent population are distributed according to the
variable x under consideration. The figure ¢ is mostly, in theory, set = 0.
If the parent population consists of a limited number N of units,e=-—~1/N.
In practical statistics it is simpler to regard the formula (1,3) as an
equalizing formula for the series of variances which would be obtained
if we calculated the variance in the figure x;, for a series of approximate
values x;,, calculated on the basis of various primary material whose
volume is determined by the fact that the determination of the rough
values x;, all call for equally large costs k. Thus it would usually prove
that the figure ¢ is a positive magnitude that is not altogether negligible.
For in practice, in the study of statistical units and the working up of
the primary material, it is not altogether possible to avoid a number of
errors creeping in, with the effect that not even an investigation which
in principle sets out to examine every unit in the parent population gives
a wholly reliable result. If we try to observe statistical populations
which change with time, the remainder term e o? (especially if the
attribute x in question may vary continually) may be a relatively large
figure. If a so-called complete investigation is carried out with the aid
of inadequately trained personnel, the variange in the final result may
even be greater than with a thoroughly executed examination of random
samples on a substantially smaller material.
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When we introduce the expression (1,3) inlo the [urmula (1,1), we
obtain for the net gain v, the expression

oft— (4 k (1,4)
= _— | — e|] — k. 5
v =Y ( si\k—ko '
This expression attains its maximum value with variations of ¥ when
du, ol h
1 0 ] 1 == 0. /1)5
3 AU B — ko) (1,5)

When we solve the equation (1,5) for k we obtain the optimal value £
for the costs k.

~ & —
b=k, + - V hy (0). (1,6)
The extent of the primary material when k = £ is obtained by the
formula
.21/ 1.7
T s l/ A G

The variance of is then obtained according to (1,3), and is thus
cl% =co®+ os y(.O.). (1,8)
h
The maximum attainable gain is thus, in this example,

G=yO—k—ey@—2 YR y©. (L9

The more rapidly the evaluation function y (u) approaches zero with
increasing errors u, the smaller is the figure s. The figure s denotes the
margin of error beginning with which the evaluation function y (u)
becomes negative; y (u) < 0 for u > s. As s diminishes, the optimal
costs increase. The optimal variance diminishes linearly with s. The
maximum attainable net gain declines with diminishing s, i. e. when the
demand for exactness rises.

Ex. 2. We assume in this example that y(u) = e " y (0). To
obtain a simple expression for y, we study only the special case where

u
the distribution function of the error is normal F, (u) = @ (A ) In this
case we get i
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_ - LA e | R ) P S
0=y 3 ® M(%) [2m o Le T B0
whereby the net gain
$ 1 012{ o®
”k_y(o)l/ 2-{—-2 — (O)V:;_h Kk=;j§=s—2<k_ko—|— e).(2,2)

By determining the value of k which renders this expression a max-
imum, we find that:

o — 1 30 h

=ko+ O —)hy(0); O =—— <1 (* )<1. 2,3
b=kt 0L VEY O 6= 1y s ot <t ey
i. e. the optimal costs in this case are less than in Example 1. The cor-
responding variance

1
oS ‘/L (2,4)
0% y(0)
is greater than in Ex. 1.

The maximum attainable net gain is also greater than in the example
first studied. The net gain

0;% = ec?+

2

v =y (O —ko— e —26,~hy(0) (25)

exceeds the corresponding gain in Ex. 1, on the assumption, of course,
that the figures y (0), ko, o, h and s have the same figure value in both
the cases under consideration. The result rests on the fact that in this
case the evaluation function y(u) diminishes to zero at a slower rate
than in Ex. 1.

We will now study an extreme, special case in regard to the form of
the evaluation function.

Ex. 3. We consider the case where the utility value y (u), of the rough
value x; is equal to y(0), if this approximate value x, is on the same side
of a critical value x as the figure x. If the figure x, lies between the figure
x;, and x, we assume that the utility value of the approximate value

obtained is negative = — gy (0) or that F,(u) = cb(—li\)
Ok

We introduce the term

y=y0O)d + 8 G.1)

for the value by which a ‘““correct answer” exceeds the value of an
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“incorrect answer”, to the question whether the figure x looked for
exceeds or falls short of the critical figure x,.
The figure value of the difference x;, — x, we will denote s,.

S =X, — x| (3,2)

The evaluation function y (u) in this case may be expressed by the
formula
(2 — o) (T — o — 1)
0

v =yo| B PTONECE>

For the mathematical expectancy of y (1) we find the express:
Sk
Ye =Yy P\—=]—By (0, (3.4)
k

and for the net gain v, the formula:

vk:yk—kzy-é(%)—ﬁy(0)~k. (3.5)

In this expression, s, is a statistical variable and not a constant, for
which reason an exact determination of the optimal costs is not possible
before the completion of the examination. The figure s, may, however,
be understood as being independent of the costs k in the sense that
there is no systematic fluctuation of s, with increasing k. We could

ds,
therefore maximize v, under the assumption that ()_IICC = 0. By partial

derivation in respect of the costs k we find as a condition of k being at
least approximately optimal:

oo ¢(Sk)sk 100},

sk

Sk —

- -y - - 0; = = —————, 2 (72 ”
Ok ol 20k ¢( ) ¢ 5 (56)

%
R : 0 of :
Calculating with the aid of formula (1,3) S e obtain the formula

dv, y (sk)" (sk) o? h
N iy [ i -*v.———1=0. 3’7
)k 2 oy (ﬁ o 312‘ (I\'——'ko)z ( )
From (3,7) follows
b=k + 6; - }/hy, (3.8)
Sk
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where the figure

2
1 %k
4 2
sg\d e % 1/ 217
O, ={— — < - = 0.48. 3,9
. apr & 8 7 e®
k I/S T )

The figure @, reaches its maximum value when o} = } s2. From (3,8)
and (3,9) follows

si (F—1ko)<0.48 - o)/hy. (3,10)

This formula may be employed to advantage to determine the point
at which the collection of new material may no longer be regarded as
profitable. In the event, however, of the figure s, = x;, — x, being very
small relative to o, another formula is of greater value. If we set down
the conditions for the determination of the optimal costs (3,6) in the
form

Sa2
Sk
%ys—“:ﬁ(f"-)'—z—-l —o, (3,11)
Tk Ok/ Y%
*h da? 2}
and introduce o} = = e, B ___o_l_,
k—k, 3k (k — ko)?

we find that the optimal costs £ also satisfies the equation

Gk + BBy (n),, (3.12)

I O

If we assume that ¢ > 0, it follows from (3,12) that

~ k —ky)? ~
k= ko+ @,;y——s% <ko+ 6;y, (3,13)
where the figure
- s sz 1
O = 3% (-")g )= ——— 0.121, 3,14
« “l?qs Ok LA 2)/2me ( )

If of = s§, we obtain from the formula

2
Bk, 0.1 y—0.0I% <hy+0121y; e>0, (3,15)

391



272 Leo Térnqgvist:

a good approximatc value for the optimal costs. By ulilising lhe for-
mula (3,10) and (3,15) it is possible to work out a relatively con-
venient and economically rational method (a form of sequential ana-
lysis) answering the question whether the unknown figure x is greater
or less than a critical figure x,.

In order to obtain a better general view of the contents of the figure
magnitudes and functions discussed here we have set out three special
cases of the discussed examples in diagram form.

y(0)

[
SCALE OF ™~
VALUES L=
1 \\\l \\‘ i
iy o @l 653) =|1-2(3 BEH-1 fEx. 3)
T~
} | I~ -
< B
it e KON 7
1 — F (Ex2)
l =
VT [ T
| N
Tl
||l
Raa ] I Y, BP0 1-26-ogl(ex. )
IR = 10 3
h d<th B u e L
Ko (]
! ' kgt
=
drl tdﬁ'a
e ~ S7  SCALE OF
00% Ed2-1/ 32 Sk % 41=0"1+€) 7K VARIANCES

R!

Space will not permit of a more detailed analysis of the case where
there is a simultaneous interest in obtaining a whole table of approximate
values. We merely point out that the formule here might easily be
varied so as to indicate how the problem can be solved even in more
complicated cases than the ones considered here. If the maximum net
gain vy = A4V =4(Y—K), which usually depends on what other

£ £
figures it is decided to include in the table, is negative, it is advantageous
to abstain from any idea of determining an approximate value x; for
the figure x.

To give some indication of the manner in which the formulz given
here, when the posing of the problem is generalized, yield to new,
similar formule, it may be said that the most important formula in the
theory of stratified sampling from the point of view of profitability (viz.
the formula which gives the amount of the primary material which
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should be collected from the various strata of the parent population), re-
presents a special case of the formula (1,7). If x= 2o)z,, and the only
motive for calculating the approximate value of the figure z, is to fa-
cilitate a calculation of the figure x, we should choose the number of
statistical units n,;, taken at random from the strata number A, so that:

a(z) /¥ _a-a(z))/yO0) . 0k
my = = ’ hA ] (7)
@i; *s h)‘ @ks h)‘ ) I'LA

i. e. proportionally with the product of the standard deviation for the
statistical variable zy and this figure’s measurement coefficient in sum
expression which determines the figure x wanted -—— and vice versa
proportionally with the square root of the supplementary costs per
statistical unit, if the number of studied units from the strata is
increased. The total number of units ngy = Zng, increases proportionally
with the square root of the value y (0) attributable to an exact deter-
mination of the figure .

It may be worth pointing out that the utility value y (0) of an exact
determination of a statistical magnitude varies with the time of the
result. This fact greatly complicates the problem of finding in practice
an optimal solution to the problem of rationalizing the production of
statistical data. For it has to be borne in mind that the figure y (0) may
very quickly diminish if the time of announcing the result is advanced.
If, on the other hand, an attempt is made to press forward with the
work, then the supplementary costs per studied statistical unit begin
to increase rapidly as we approach the shortest limit of time in which
it is at all possible to answer the statistical problems posed.

As it is a question of solving the method-technical problem of selecting
from several available methods the one which gives the maximum net
gain, it is clear that we can disqualify such methods as, with an equally
great or greater e, have both higher fixed costs k, and higher supple-
mentary costs h per studied unit than any other known method. In
order to make the right choice among the methods that are charac-
terized by having relatively greater fixed cosls k, counteracted by
relatively lower supplementary costs h (or vice versa), it is necessary
to estimate the corresponding net gains v; before it is possible to form
any well-founded idea as to which method may be regarded as the
best for the purpose in question.

The question of minimizing the variance with a constant n, and/or
k, that has been rather thoroughly treated in mathematical-statistical
literature (Cochran, Mahalanobis, Neyman, Wilks, Wald, Yates, et al.),
and the corresponding inverse question of minimizing k with a previously

393



9274 Leo Térnqvist: An Attempt to Analyze the Problem of an Economical Production.

fixed variance, might be regarded as extreme, special cases of the above-
mentioned problem of maximizing V = Y — K. The solution of these
problems might be utilized as a means to finding the solution of the
problem of maximizing V.

To carry out in practice an analysis of the profitability of the pro-
duction of statistical data, according to the principles sketched above,
is of course very difficult. It is not possible to avoid rather rough esti-
mates and subjective evaluations. But if the views set forward here can
contribute, at least in some cases, to increasing the probability that the
practical solutions to the problems obtained become approximately
optimal, then the object of this article will have been achieved.
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HOW T0 CCPE WITH THE URGENT NEED POR STATISTICAL

SERVICES IN DEVELOPING COUNTRIES.

by
Leo Térnqvist, Professor,

University of Helsinki, Pinland.

1. The dimportance of statistical services for developing countries.

When working as a UN-expert in Indonesia in the years 1960-61,
I saw that in developing countries; there really is an urgent need
for establishing and improving many kind of economic, cultural and
social statistics. Relevant ‘and reliable guantitative knowledge
about the development of the economic situation and the social and
cultural structure of the country are necessary, both for the
governmnent and for the public and private enterprises, in their
efferts to make more efficient plans for the Tuture; and for
observing if their pclicies really have influenced the developuwent
in the desired dirsction and for anticipating the consequencizs of
different competing plans.

To meet this urgent need for statistical information, we must
first educate a-sufficiently large number of statisticians who can
produce the information needed and can correctly interprete the
statistical information available. Further, the +trained statisti-
cians rust be effectively organised to 2l the new data needed as
rapidly as possible. This will require that a statislicsl reseavch
and development centre is built up, in which the best frained
statisticians work as a teaw aiming to function as a dynamic force,
doing the hard work to get the new activilies stoirtcd on a sound

base and analyzing the results obtained. This centre musd also ba

1 E/10
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responsible for the training of newcomers in the statistical field.
During the first five to ten years it will be necessary to get
experts from abroad to build up such a centre because the few out-
standing statisticians available in these countries are already
overloaded with administrative work. These statisticians will need
the centre as a brainstrust for working out the "blue prints" of the
new activities.

2. The organization plan for the Central Bureau of Statistics in
Indonesia.

The following organization chart shows how the Regearch anmd
Developnent Centre according to the request approved by U.N. Special
Fund has been related to the Central Burcau of Statistics in
Indonesia

l Director ]

| |

Operative Bureau Research and
of the C.B.S, Administration Developunent Centre
I ] | | | | ] 1
Statis-||Census Personel] [Finance|iData Mield |{Research |[Academy
tics Depari-| | Depart- [|Depart-{|Proces—|{Survey f|Depart-— of
Depart-||ment nent ment sing epart-liment Statis-
ments Depart~|ment tics
ment

This type of organization is, I thinl, a good model also for
other countries. It shows the main tasks of a statistical organi-
zation for a country. It was developed by a comitiee planning how
the organization of the Bureau could be strengthened so that it
would become an effective tool for producing the statistical in-
formation needed.

It can be mentioned that the Data Processing Department has to
assist the departments of the Operative Burcau and the Centre. The
experts in data processing will also have the duily to teach in the
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Acadeny.

The building of the Centre will require international
asslstance. ThHe need of foreign experts during the building of the
Centre is seen in the following scheme.

Area of specialization, duration and
timing of expert assistance.

Pirst second third fourth fifth
Statistical Actlvity year year year year year

1. Academy of Statis-

tics x x x x x
2., National Income x x x x
3. Trade and Industry X bd x x
4. Agriculture x X
5. Vital Statistics,

Labour and Manpower x x
6. Transportation and

Communication x S
7. Prices and Finance x b'd X x
8. Field Organization X x %
9. Data processing x x % X

Total number of ex—
perts engaged

O

9 6 5 1

The gqualification required from the experts is a thorough know-
ledge in the field of specialization. The senior advisors in
atatistical studies and research and the expert in national income
statlistics should have doctorates according to the job descriptions.
All the experts will have the duty of contributing to the training
progrgmmc of the Academy of Statistics.

. The iasks of the Statlstical Research and Development Centre in
Indonesia.

The Centre consists of three depariments called the Fleld Sur-

3 B/10

397



vey Department, the Research Department and the Academy of Stu..
tics. These names refer to the three main tasks of the Centre:

1) To plan how to obtain new data from ficlds not earlier covered
by statistical information. 2) To do research work to find out the
useful facts obtainable from existing data and 3) To train new
workers in the field who can really do the practical work needed
before valuable statistical information can be obtained. It should
be kept in mind that a member of the Centre has to make his cont-
ribution to solving these three tasks according to his abilities.
The big planning projects will require the united efforts ofall
members, The Centre as a whole will assist the director of the
Bureau as a staff for reaching the overall goal of developing the
statistical services of the country.

The Field Survey Department has to strengthen the existing
field organization for obtaining new statistical data by means of
National Sampling Surveys of a type well known in India, The main
task of the Research Department will be to develop a National In-
come Accounting system for the country. Before this task can be
done succesfully, many different branches of statistics must be
improved. A Census has slready been taken in Indonesia in 1961.
The results of this Census will form the starting point for demo-
graphic research to be done in this department,

The Akademi Ilmu Statistik has been workiﬁg since 1 Cctober
1958. The aim of the Academy is to provide a three year course in
theoretical and practical statistics with such supporting subjects
as English, economics, sociology and mathematics, necessary in
order to train technical and semi-technical personnel for the
development of public adminigtration. The Academy isg the only
educational institution in the whole of Indonesia giving
professional education to statisticians.

4. How to train the statisticians nceded.

During my stay in Indonesia, one of my main tasks besides
teéaching statistics was to establish standards for the requirements
for the certificate of merits in statistics and the new academic
degrees, Bachelor of Statistics and Bachelor of Science with
Honours in Statistics.

Every student of the third year class obtained a certificate
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of merits at the end of the obligatory courses. This certificate
showed how many lectures were given in the courses attended and the
relative standing of the student in the tests of these courses. At
most, one third of the students in the class got the highest mark 3,
at most one third the weakest mark 1, and the others the medium mark
2. o student .was failed because every pupil trained was considered
valuable for some kind of statistical work. For the choice of
suitable positions for these students such a certificate was
considered to be very useful.Most students continued the studies for
the Bachelor of Statistics degree after the obligatory courses, For
this. new degree, it was required that the student prepereé and
defended a seminar paper and read thoroughly about 1500 pages of
statistical textbooks. A standard choice was as follows:

Hald: Statistical Theory with Engineering Applications.

Snedecor: Statistical Methods.

Cochran: Sampling Techniques.

Many variants of this reading course were however possible, depend-
ing on the books available in the library, and the interest of the
student. Variety was considered to be useful For obtaining statis-
ticiaus with different special knowledges. A geood library in gtatis-
tics must be built up to make it possible for the statisticians to
obtain such further information which might be necessary in giffe-
rent applications,

The requirements for the Bachelor of Statistics degree corres—
ponds to &t least 2/3 of the efforts required in the University. of
Helsinki for a Master of Social Sciences majoring in statistics
(laudatur). The full course for a Master degree would still require
in Helsinki a master thesis (about 50-80 pages) and further reading
of advanced or special books of about 1000 pages.

The students were given an opporlunity every month to sit for
B.St. examination. To pass the examination 50% of the maximum
credites obtainable in the tests was required. After the written
examination an oral examination was held. Sometimes students on the
boarder line of failing were given six exercises to be golved as
home work before they were accepted Tfor the oral examination.

Students with more than 75% of the maximum credits in the
written test snd who had written good geminar papers and performed
well in the oral examination were given the honour remark: Magna
Cum laude. The *laudatur in statistice" is reserved for bachelors
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of statintics who continue their studies for Bachelor of Science,
with honours in Statistics or a master desree,

iy experience in attemping to produce good statisticians speaks
for a system of education, where the time is about evenly divided
into three parts: Hearing lectures, Reading books and Doing exer-
cises or performing research tasks. These means of learning should
be used at every stage of the development towards a degree. At the
Leginning, the lectures play a relatively larger role than in the
later stages when reading literature and research tasks become the
main tools. The lectures and seminars should put their main efforts
into making the studenls interested in the subject, researchminded,
and aware of the high quality requirements on reliable statistical
information to be produced.

The students should become selfcritical and obtain the habit
of trying to estimate the probability that a statement made is wrong.
They have to learn to think systcmatically and constructively.
ithout being succesful in developing their minds in this direction,
the pupils will not mester statistics and become really useful for
improving and enlarging the production of statistical information
needed. We have thus to remember that it is not enouvgh that the new
statisticians have a sufficiently wide knowledge of statistics, They
nust also become quality minded and accept the ethos of science
before good results of the training process can be expected in the
long run. The students should be encouraged to teach their assistants
the basic elements of statistical thinking and learn how to train
others who have not been taught statistics in the Academy.

The weaker the intellectual capabilities of the studentis are,
the more time they need for exercises and reading. To fulfill satis-
factorily the requirements for a "Bachelor of Statistics" degree,
the wealker students will need almost one year longer than the
brightest students who usually have already at the start a better
command of English and Kathematics. Some of the students will all-
ways be too weak to be able to reach a degree in a reasonable
period of time, but, if they have got a sufficient amount of
training in basic statistical work, they may, nevertheless, be very
useful in a statistical organization and deserve to get a certiflcate
telling the employer how well they have performed. The certificates
of merits should show their relative standing in the class,

The brightest students must be considercd as the most valuable
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assets for building up an etfective statiziical service organization
feor the country. It will pay off Lo cencourage them to continue thelr
studies up to the uoper limit ol their potentialitics. If the
teaching staff of the Academy had one fully competent professor in
charge of the further education of the Bachelors of Statistics, 1t
would be possible to prepare thew well before they go abroad for
postgraduate work on Ph.D. level. It muat be considered as a goal
for all statistically less develoned countries to have compctent
professors in statistics of their own, Wwho can take over the main
responsibility for makiag their countrices well developed in the
field of statistics. A couniry well developcd in the statistical
field has, in my opinion, good chances of making rapid progress

also in other fields needing planned efforts,
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About Different Kinds of Research Projects

illustrated by a search process for finding
new approximation formulas to the
normal distribution function and its inverse

by Leo Tornqvist

Dept of Statistics, University of Helsinki

When I was asked to write an article in honour of my old friend Herman Wold
about how scientific research is really done a sequence of odd feelings went
through me. Mostly these feelings were repulsive to the idea of exposing my-
self and my seemingly irrational working habits, which I know are in many
ways different to my good friend’s well organized methods. Nevertheless I ac-
cepted, in the hope that before the time for preparing the manuscript had
elapsed I would be able to say something of interest about the subject.

When this happened about a year ago my mind was occupied with the prob-
lem of finishing my book about decision making. It has now come out in a
first Finnish version: Pddtdntdtieteen keskeisid ongelmia; that is: “The Central
Problems of the Science of Decision Making”. This book is a result of a project
based on my deep interest in the wellbeing of mankind as a whole. The pre-
paration has been going on for about fifteen years. There has been no hurry
to get it finished. Parts of the results have reached the articulated stage during
lecturing on the subject. It has developed slowly, often seeming to stand
still for a year or two. This kind of synthetic scientific work uses the deep
“cellars of my brain”. The field of interest is of the broad type. In working
with synthesis the brain is satisfied with slow progress and most of the think-
ing is done unconsciously. The suggestions for explicite formulations of opi-
nions about the problems and how to attack them may rise from the cellar of
my brain when no other more precisely definable problem occupies the main
floor of my mind. On this floor my brain works when producing scientific
articles and attacking well defined problems. When the problems are hard
enough it may take about half a year of very intensive work before I am satis-
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fied with the results or in some few cases Iam prepared to accept the fact that I
am not able to produce any new interesting results valuable enough to make
it worth while to take the trouble connected with publishing them or even to
prepare a manuscript. Rarely, however, can my brain be persuaded to give up
a project; more often it happens that the projects require more and more
thinking energy until some progress is done or the interest takes a more fruit-
ful direction. After a project requiring a full mobilization of my brain power
a long rest seems to be needed. The “main floor” of my brain is then almost
closed down for a time comparable with the time it has worked hard. During
the resting time of the creative parts of my brain more energy is available for
actual living, for making observations about the outside world, paying atten-
tion to other people’s problems, lecturing, directing other researchers, and for
answering questions rapidly but often superficially. During such periods it
will however happen that an answer given does not satisfy a deeper more cri-
tical part of my brain. Then my brain will tell me after some hours or at least
the next morning that the answer was wrong. Sometimes it is then still possible
to correct the answers already given. But enough of preliminaries and general
remarks about myself as a “persistent regula di falsi”” type researcher. It is,
I think, more useful to present the results, with comments about how they were
obtained, of an actual research project still going on.

The first interest in this specific search process awakened for about 25 years
ago when I gave a lecture about the normal distribution function and found
that the quotient approximation

D(—x)=p(x)/(x+0)
where

2 1
p= V— and @(x)=-—e 2
- ot Voo

was a slight improvement (giving the correct value ®(0)=1/2) to a well-known
classical formula (correxponding to the case when we put v=0) applicable for
large values of x. Thereafter the scientific interest in this function has been
dormant until one of my assistants, working with a new kind of nonlinear
smoothing formulas useful in cost analysis, formulas, which could be inves-.
tigated by means of studying more precisely the properties of truncated nor-
mal distributions, suggested that we should make a program for calculating
this function on a new electronic desk top computer aquired to the Econo-
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metric Research Institute of the Post and Telegraph Administration of Fin-
land. This institute, which I am directing is organized in an unconventional
free form. It has slowly developed from a “gentlemen’s agreement” between
the late director general of the Post and Telegraph Administration S. J. Ahola
and me, made 20 years ago. I promised to help him with problems requir-
ing research work. From a small beginning with consultations once or twice
every month this cooperation has slowly grown into a research institute giv-
ing full time or part time work to about ten assistants most of them working
towards a master of Political Science or a Doctor’s Degree specilizing in statis-
tics. The new assistants are normally chosen among my most promising and
brilliant students at the University of Helsinki.

The question of how to enlarge the entrances to those parts of the human
brain where new ideas in science are produced and thus to make excellent
researchers out of almost perfect research assistants interests me very much.
A perfect research assistant can do all the checkings, calculations and other
time and patience consuming things required to obtain final results out of a
sample of promising ideas to attack a scientific problem. How to find a pro-
mising sample of ideas for attacking a new problem seems to be difficult to
teach and learn.

But now back to the question of finding approximation formulas for the
function ®(—x). The first idea was to make use of the Taylor expansion which
can be written in the following recursive form.

(Dv+1( —x)=D,(—x)+4A,(x),

O ~x) =3, Af)=—3-x
X 2¢-1
Ajr(x)= 2z 21 Mo*

O(—x)=limes O (—x).
g—>0

The formulas suit the desk top computer and work well for x2<2, but re-
quire a rapidly increasing number of steps g before |®(—x) —®,(x)| becomes
sufficiently small for x2>2, This idea was thus not good enough. The logic-
ally seen next step would have been to investigate formulas giving good ap-
proximations for x— oo such as the formula ®(—x)=¢(x)/(x +v) already men-
tioned. However research is rarely done along the logically most promising
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lines for reaching the final goals. After a long excursion in trials to use instead
of polynomials quotients between polynomials to get good enough interpola-
tion formulas to the tables of Hald and of Owen we came to the conclusion
that the formulas obtainable in this way were not good enough when we had
to take into acccount the stubborn fact that our desk-top computer was not
really prepared to handle programs with more than four given input constants
and pretty small number of orders in the same run. When this became clear
we were ready to investigate formulas of the type
d)(—x)=<p(x)(§—$+x%—§+ )

which we knew where good for sufficiently large values of x but had some well-
known drawbacks of beeing only restrictively convergent and clearly bad for
x<1. At this point I remembered the almost forgotten results from 25 years
ago, to use 1/x+l/27t instead of 1/x. An excursion in this direction lead to
promising formulas of the type

W H=pn (xo-(i—l a i (x Tza)"’ " (x faleaa)3 h (x :4(1)4 it )

but they were not really tested very carefully with respect to their usefulness
before I got the idea to try if it would be possible to express @(—x)/@(x) by
means of the method of continued fraction in a form useful for practical cal-
culations. Because I had almost forgotten how to change over from poly-
nomials to continued fraction a lot of time was spent in attempts to remem-
ber how to perform the trick—already the tempation was large to go to a large
library and try to find some book telling us how to do it—when my old me-
mories were revitalized. However we made a fantastic number of erroneous
calculations before it became clear that the result could be written in the ele-
gant form.

O(—x)

e =1/x+2[x+3[x+... +g/(x+ P s1(x))

where every new fraction P,(x) is connected with the next one by means of
the simple rules

P,(x)= g=1,2,3...

g
x+ Pyyqy(x)’
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PoiaX) =i =¥

O(x) = @(x)/(x + (Py(x)).

The discovery seemed too good to be true, but was repeatedly checked
and found to be correct. This type of recursion formulas fitted our desk-top
computer perfectly if only the continued fractions could be stopped for in-
stance for some given g <20 by making use of an approximately correct non-
recursive step giving a sufficiently good approximation to ®(—x)/¢(x) for
0<x<l.

How such a good final step was found is too long a story to be told com-
pletely. It can be mentioned that quite a number of more or less complex but
surprisingly accurate formulas have participated in the contest. The perti-
nent difficulty was to keep the number of coefficients to be used as computer
input below 5. The highlights on the way towards our target were the fol-
lowing findings:

If we develop P,(0)/P,(x) in a Taylor expansion (1.0)
1 PA0)
@,(x) = m= bx)+a,x=1+a,x+b,x2+c,x*+d,x*+... (1.1)
g

then the coefficients a,, b, etc. can be determined recursively by means of the
nice formulas:

Py, (0)= F%O_) P(0)=v= Vf—z 1.2)

2O _ a, a=v'-v (1.3)

g1~

byt =ag1—b, by=v"—}§ 1.4
Co+1 =1 (Bgr1— b)) —¢, €= U(U_4 =207 %+ 2 (1.5)
dv+1= _da+aa+1(ca+1—ca)_babv+l d1=v_4—%v_2+%i (1'6)

These formulas can easily be derived from the recursion formulas for P,(x).
Starting values are directly obtained by expanding

(M) o ( o(x) x) 1 200(—x)

v pO(—x) v)  2¢(x) —20(—x)
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The numerical values of the above-mentioned coefficients are presented in
Table 1.

2. The functions P,(x) and b,(x) can be written in many different forms which
might be useful in searching for nonrecursive approximation formulas.

Py(x) = Py(0) b,(x) 2.11)
__ P(0)
T a,x +by(x) 212
= P0) (by-1(x) — ay(x)) (2.13)
2
- (2.14)
2 a,x +b,(x)
e O
2g
- — = (2.15)
ST
28 (2.16)

TV A+ 1) 4P, 1) (Pyra) — Pora()

Similar identities are obtained for b,(x)

by(x) = @y X+ 0,11(x) @21)
1
=qg1 X + m (2.22)
= —a,x+(by-1(x) —a,x)7! (2.23)
1.2 e GenX+bhy(x)
Vaa+1x o XF B ) (2.24)
by(x) — by1(x)
) T Oo\X) ~ Dg+1(X)
Va,,“ x2+1+ s (2.25)
=V1+2b,x%+2¢,x* + (2d, + bZ) x4 + ... (2.26)

These formulas can easily be derived from the basic recursion formula for

- &
P =35p (2.0)

by solving equations of at most second degree.
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3. In actual search for useful approximation formulas, we have tried to combine
information in the Table 1 and the above-mentioned recursion formulas in
order to make use of information both from origo and infinity and thus to
get approximation formulas behaving asymptotically correctly and having
correct derivates of at most fourth order in origo. It might be mentioned that
rough approximations will be obtained by substituting P, ,(x)=P,(x) on the
right side of 2.15 or b,,,(x)=5,(x) on the right side of 2.25 Approximation
formulas thus obtained can again and again be substituted in the corre-
sponding formulas. If in 2.16 we put P, ,(x)=P,,,(x) we will get the upper
limit of P,(x) and if in 2.14 we put a,,;x+b,,.,(x) =a,x +b,(x) we will get the
lower limit of P,(x). Utilizing more efficiently the information in the Table
1 we get more accurate approximation formulas such as the following ones:

by(x)~ 1/ 25, x2=b,(x) (3.1
~ Qg1 X +_Bm(i)_

~ Va§+1 x2+a,+1;c+5,:1(x) 3.2
~ V(b (x))* + eby(x)) (3.3)

where

_{_ g 2a,4

8,(5,()6)) B (l g+ Aaxq) (aam ¥ aan G+ =2b ) 34

where
5= o1t 0ed) 57 | poy 030,004 (3.5)

2,14

Formulas 3.2 and 3.3 are asymptotically correct but they are already too
complicated for the memory of our desk-top computer. Quite a number of
formulas has participated in the contest of choosing the best approximation
formula but they are not valuable enought to be mentioned. Without further
comments we will also give a very efficient method for computation of the in-
verse function to the normal distribution function. The derivation of these
formulas will be left to the final report of the project. Before the final report
is published we will investigate the very accurate formulas (3.2) and (3.3) by
using a big memory computer and study the literature on the subject.

1 Note added while the manuscript was in print:
The basic continued fraction form of ®(— x) is according to Shenton (Biometrica 41, 1954)
derivable from a formula due to Laplace (1805). The formula (3.2) has been found to be
very accurate giving (when g =49) at least 15 significant figures compared with 13 significant
figures given by (3.1.).
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The research process illustrated above is in many respects a typical example
of a search process for obtaining an efficient work routine. Some difficulties
may arise in judging when the search has reached the point where the prob-
ability of finding any new significant improvements is sufficiently low. It
might be a wise policy to establish well defined goals and means in the begin-
ning of such a project. To judge the efficiency of the competing suggestions a
set of practical trials might be needed. The heavy burden of the practical trials
makes it desireable to make a preliminary elimination of final loosers by means
of whatever scant information is available ex ante actual trials. Usually it is
easy to decide which of many alternatives of a search project is the best if
only a sufficient number of trials is made.

In research projects of the analytic type no practical trials are needed be-
fore the results can be classified as correct or wrong. Thus the quality of ana-
lytic results can be determined by pure logic and critical thinking. Most ana-
lytic problems can be solved by relying on wellknown basic mathematical
facts but nevertheless there exist scientifically intersting cases which require
creative thinking. Challenging problems of this kind may require a formidable
amount of thinking energy before a solution to the problem is available or
the problem is given up. In order to obtain a solution to such a problem it is
usually necessary to build a new language of mathematical symbols and con-
cepts. Such an enlargement of our scientific terminology can lead to new
progresses in that domain to which the solved problem belongs.

According to my experience of scientific work all kinds of research projects
require a deep interest in the subject, scientific imagination and hard work. I
like to underline the importance of the art of asking such a sequence of rela-
tively simple questions that the answers to them lead towards the solution of
the main problem. During the idea producing phase of the process it might
be dangerous to let critical thinking play such an important role that it blocks
the flow of promisingideas, but some control is needed for avoiding the possi-
bility of being caught too early by one idea when another maybe clearly bet-
ter one still waits for being detected. Quality control of the final results should
be carefully done by checking the chain of thoughts and the formulations of
the findings over and over again.

Finally I like to emphasize the importance of having as myself an experienced
clerical staff and a team of efficient research assistants available for reaching
the targets of started research projects.

409



244 Leo Torngvist

Table 1. Input coefficients for program 1.

g PL0) a, by ¢ d,

1 0.7978845606  0.4554295770  0.0707963275  —0.0060039903  —0.0012563831

2 1.2533141376  0.3424543836  0.0464790882  —0.0023235694  —0.0007737872

3 1.5957691212  0.2842020852  0.0342917370  —0.0011401012  —0.000483717.

4 1.8799712064  0.2477209552  0.0270739346  —0.0006478997  —0.000322766.

5 21276921616  0.2222718464  0.0223308391  —0.0004063568  —0.000228129.

6 23499640080  0.2032665859  0.0189864658  —0.0002734425  —0.000168837.

7 25532305939  0.1883940821  0.0165058643  —0.0001938881  —0.000129563.

8 27416246760  0.1763531456  0.0145945676  —0.0001431750  —0.000102389.

9 29179778217  0.1663499389  0.0130777345  —0.0001091500  —0.000082814.
10 3.0843277605  0.1578698190  0.0118451452  —0.0000854386  —0.000068349,
11 3.2421975796  0.1505629570  0.0108240588  —0.000068299.  —0.000057282,
12 3.3927605366  0.1441822775  0.0099644703  —0.000055638.  —0.000048748.
13 3.5369428141  0.1385477672  0.0092310134  —0.000045980.  —0.000041896.
14 3.6754905813  0.1335247569  0.0085978473  —0.000038562.  —0.000036480.
15 3.8090153383  0.1290102846  0.0080458062  —0.000032656.  —0.000031934,
16 3.9380256228  0.1249240712  0.0075602173  —0.000028005.  —0.000028312.
17  4.0629496942  0.1212025302  0.0071298360  —0.000024157.  —0.000025124.
18  4.1841522242  0.1177945106  0.0067457107  —0.000021090.  —0.000022610.
19 43019467350  0.1146583907  0.0064008358  —0.000018452.  —0.00002026. .
20  4.4166051256  0.1117598585  0.0060894301  —0.000016349.  —0.00001847..
21  4.5283649842  0.1090703977  0.0058069215  —0.000014463.  —0.00001667. .
22 4.6374353819  0.1065660301  0.0055493972  —0.000012979.  —0.00001538. .
23 47440014120  0.1042264872  0.0053137634  —0.000011579.  —0.00001395. .
24  4.8482278993  0.1020344437  0.005097264.  —0.000010511.  —0.00001302..
25 4.9502623429  0.0999750521  0.004897746.  —0.000009435.  —0.00001183. .
26 5.0502373951  0.0980354416  0.004713201.  —0.000008656.  —0.00001117. .
27 5.1482728366  0.0962044582  0.004542096.  —0.000007804.  —0.00001015. .
28 5.2444772949  0.0944723135  0.004382921.  —0.000007232.  —0.00000970. .
29 53389496084  0.0928304470  0.004234570.  —0.000006538.  —0.00000879. .
30 5.4317800554  0.0912712636  0.004095873.  —0.000006120.  —0.00000851. .
Program 1
1. Task Computation of

-z v e——.t'lz
®(=) f o PO 5 )+ )
Given:
1 —zY2
x20,p(x)=—=e 1" = , Tablel
V2n 2
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Table 2. Values of P,(x), | Pgsy(x) — Py(x)| < 5-1077

x g=2 g=3 g=4 g=5 g=6 g=17

0.3 0.698165 0.698166 0.698166 0.698166 0.698166 0.698166
0.5 0.641070 0.64108. 0.641077 0.641078 0.641078 0.641078
1.0 0.52508. 0.52515. 0.525132 0.525136 0.525135 0.525135
1.6 0.4239.. 0.42415. 0.424123 0.424130 0.424129 0.424129
2.0 0.3730.. 0.37325. 0.37321. 0.373217 0.373215 0.373216
2.6 0.3138.. 0.31409. 0.314053 0.314058 0.314057 0.314057
3.0 0.2828.. 0.2831.. 0.283095 0.283099 0.283099 0.283099
3.6 0.2456. . 0.24583. 0.245811 0.245814 0.245813 0.245813
4.0 0.22559 0.22562, 0.225605 0.225607 0.225607 0.225607
4.4 0.20810. 0.20827 0.208270 0.208272 0.208271 0.208271

2. Choice of g for instance g= 10
3. Choice of approximation for P (x)
Py(x) ~ Py(0)/(a x + B(x)) =H r>o(X)

where

b, (x)=V2b,x* +1/(1 —2¢,x%)

4. Backward step
P anlX) =Hj (Pn-’h+1(x) +x)
h=g—1,g-2,...,1

5. Solution

ve—x'.z

=D Cor == 25 T

6. Evalution of error
&,(X) = | Ppsy(x) — Py(x)|< 1072 for g=>25

7. Values of P, (x) see Table 2
Findings on the way to the forward steps chosen in Program II
L
If 2_’.0 O0\(x)dx=L,x;~x, and y,=L—x;—2log(6,(x)/v)

186 —695610 Wold
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then

Xg — X ™ Yl Q1 (%) + VQ%(XJ:) +[Q10x) + 01 () (e, — X331y
and if

O1(x)=Py(x) +x
then

2 f 0,0 dx =+ 2108 QW)

and Qi(x)=Pi(x) + 1= P;(x) 0\(x)
01'(x) = — 01(x) + Py(x) @:(x) (Py(x) + Q1(x))

Program II
1. Task Computation of
x=x4 when @(—x,)=0<}
Given:
= —21log2®
xo=L/(0.21+ VL +2)

2. Forward step k—~k+1

(1 _pqu) )]
X1 =X+ +‘/ e+ (1—
= X ["" BT T T 0+ pege— 1)I6(1 —p) g

G = Xic T Dy

D= Pas1(:)

Ve=L—L,

L=} +210g (qu)
3. Solution

Xp=X1
4. Evalution of errorr

| %o — x| <0.015

[, —x4] <1072,
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