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1. JOHDANTO

Jakaumamallin sovittaminen havaintoaineistoon on tirked apuvdline
useilla tilastotieteen sovellutusaloilla kuten vakuutustoiminnas-
sa, laaduntarkkailussa ja luotettavuuslaskelmissa, joissa pddtdk-
set perustuvat usein laajoihin empiirisiin aineistoihin. Tdssd
tybssd tarkastellaan betajakaumaa ja sen parametrien estimointia
maximum likelihood-menetelmdlld. Tuloksilla on suoraan kdyttda
jirjestetyn otoksen havaintojen avulla formuloitujen jakaumamal-
lien analysoinnissa ja t&dltd pohjalta voidaan kehittdd mielen-
kiintoinen ja n&hddkseni huomattavan yleinen kehikko padtdsvaih-

toehtojen paremmuusjérjestyksen midrddmiseksi.

Betajakauma sis&dltdd raja- tai erikoistapauksenaan mm. normaali-
jakauman, gammajakauman ja tasajakauman, joten betajakaumalle
johdettuja tuloksia voidaan soveltaa likimdirdisinid myos ndille
jakaumille. Toisaalta betajakauman avulla voidaan tutkia, kuinka
tilastolliset menetelmit yleistyvdt siirryttdessd tavanomaisista
jakaumamalleista mutkikkaampaan malliin. Piitbsvaihtoehtojen pa-
remmuusjirjestyksen mddrdéminen tarjoaa tistid erddn konkreettisen

esimerkin.

Tutkimuksen nimi ei ehk#d anna oikeata kuvaa ké&siteltdvdstd ongel-

masta. Koska betajakauman tapauksessa ml-yht&dlot merkitsevdt



teoreettiset ja empiiriset geometriset keskiarvot yhtd suuriksi,
on matemaattisena ongelmana itse asiassa selvittéa erddn laajan
jakaumaperheen geometristen keskiarvojen f = Geom(x) ja

g = Geom(l-x) ja muiden parametrien vdliset riippuvuudet 1liki-
méddrédisessd, mutta eksplisiittisessd muodossa. Numeeristen rat-
kaisumenetelmien avulla voidaan nimi riippuvuudet aina tapaus
tapaukselta laskeé? mutta niin saadut numeeriset vastaavuudet
ovat teoreettisissa tarkasteluissa ja riippuvuuksien ymmdrtdmi-

sen kannalta tavallisesti kdyttdkelvottomia.

Laajennettaessa tulosten kdyttdad betajakauman rajajakaumiin,
havaitaan betajakauman ml-yhtdl&iden tédsmdllisen ratkaisun tur-
huus. Jokainen malli on kidytdnndssd vain likimddrdinen, joten
malliin liittyvid ongelmia ei yksittdisessa sovellutuksessa
tarvitse ratkaista’téydellé tarkkuudella. Liiallisella t&smdlli-
syydelld operoitaessa menetetddn usein tulosten yleisemmdt tul-
kinnat ja sovellutukset. Tutkimuskohteena eivdt useinkaan ole
yksityisen mallin tarkat ominaisuudet, vaan vaihtoehtoisten
mallien vidlisten erojen ja yhtdldisyyksien vertailu ja tdhédn

perustuva kdyttdkelpoisimman ratkaisutavan valinta.

Tyd on laajennus aihetta késittelevistad tilastotieteen laudatur-
tybstd, joka syntyi tySskennellessdni vuosina 1970-71 Posti- ja
lenndtinlaitoksen Liiketaloudellisessa tutkimuslaitoksessa. Eri-
Ityisesti luku 4.4. on kirjoitettu uudestaan uusien tutkimustulosten
pohjalta. Samoin kolmas, pddtdsvaihtoehtojen paremmuusjdrjestystd
kdsittelevd luku on lisdys aikaisempaan. Haluan kiitt&d&d prof.

Leo Tdrngvistid ohjauksesta, joka on avannut uusia ja

1) Niin on tehty artikkelissa Gnadesikon, Pinkham, Hughes (1).
Liitteessid 3 on esitetty toinen, tehokas ratkaisualgoritmi.



hyddyllisii n&kdaloja matemaattisten kysymysten ratkaisemiseen
sekd VTL, dipl.ins. Pentti L.I. Vartiaa useista keskusteluista,
jotka ovat selventédneet ja konkretisoineet tyOssd tarkasteltuja,

usein abstrakteilta tuntuvia kysymyksid.
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2. BETAJAKAUMAN OMINAISUUDET

2.1. YLEISTA

Pearsonin jakaumasysteemin I tyyppi sis&dltdd jakaumat, joi-
den parametreistd p > o ja q > o riippuva tiheysfunktio on

muotoa

(2.1.1) et (a

p-1l,. __\g-1,, .
(al+a2)p+q—1r(p)r(q) +x) (a2 X) ¢ ( a1<x<a2) ja

1

[}
ftx-le_tdt = Eulerin gammafunktio
0o

(2.1.2) I (x)

(2.1.3) ¢ (A) joukon A indikaattorifunktio

Tavallisesti havaintojen variaatiovdli (—al, az) muunnetaan

lineaarimuunnoksella v&liksi (0,1).

Seuraavassa sanotaankin satunnaismuuttujan X noudattavan
betajakaumaa parametrein (a,b), jos sen tiheysfunktio on

muotoa:

(2.1.4) B(x|a,b) = %%%%?%BT 21 (1-x)?" 150 < x < 1),

jossa a > o, b > o.

T&118in merkitddn x ~ Beta(a,b).
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Seuraavassa tarkastellaan betajakauman kdytt&d havaintojen
jakaumamallina ja erityisesti sen parametrien estimointia
maksimointimenetelmillsd. Ilmeisesti laskennallisista vaikeuk-
sista johtuen titd kysymystd on varsin niukasti tarkasteltu
alan julkaisuissa. Tavallisesti suositellaan yksinkertaisem-

paa, mutta epdluotettavampaa momenttimenetelméél).

Betajakauman sovellutuksista suurin osa liittyy jdrjestetyn
otoksen tarkasteluihin. Kuten tunnettua samaa jatkuvaa jakau-
maa noudattavien, riippumattomien muuttujien kertyméfunktiol-
la muunnetut jirjestetyt havaintoarvot noudattavat betajakau-
maa tunnetuin parametrein. T&hdn tulokseen perustuen hahmo-
tellaan luvussa 3 pididtdsvaihtoihin liittyvien kertymdfunktioi-

den arvostamiskehikko.

Muita kirjallisuudessa késiteltyjd betajakaumien sovellutus-
kohteita on esimerkiksi bet;jakauman kdyttd binomijakauman
parametrien priorijakaumana.(Katso Baldessari (4), Anscombe (5)
ja Rao (6)).

Hahmotellaan lyhyesti tilanteita, joissa betajakauman sovit-

taminen havaintoaineistoon voi osoittautua hy&dylliseksi.

1. Tarkastellaan ei-negatiivisia havaintoja

xl,lxz, ceer X4 joille voidaan asialoogisin perustein arvioida

riittdvdn suuri yldraja M. Esimerkiksi suhdeasteikon muuttujat

(ks. Vasama - Vartia (7) s. 49) ovat tavallisesti t&td tyyppid.

Soveltamalla muunnosta

1) Esimerkiksi Pearson (2) ja Elderton & Johnson (3). Kéytdn-
nén vaikeuksiin momenttimenetelmidi sovellettaessa viitataan
esimerkiksi teoksessa Elderton & Johnson (3) sivulla 95.
Kirjoittajat ovat kuitenkin tiukasti momenttimenetelmdn kan-
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=), ¢

(2.1.5) V. G(x,) =

saadaan vdlin (0,1) havaintoarvoja Yy joiden jakaumaa voi-
daan approksimoida betajakaumalla. Mik&li alkuperdisten havain-
tojen Xy jakauma on likimain normaali-, gémma- tai Xz—jakauma
on yhteensopivuus odotettavasti hyvd, koska ko. jakaumat ovat

betajakauman rajatapauksia.

2. Tarkastellaan edelleen vdlin (0, «) havaintoarvoja
xl, Xor eees X - Mik&1li ndiden jakauma on likimain F-jakauma

saadaan muunnoksella

X,
1

=X,
o 1

(2.1.6) Y. = G(xi) =

i ; Jjossa y; € (0,1)

likimain betajakaumaa noudattavia muuttujia, kun a > 0 vali-
taan sopivasti. Td@md johtuu betajakaumien ja F-jakaumien yk-
sikdsitteisestd vastaavuudesta. Tulokseen liittyvd tulojakau-

masovellutus on Vartia - vartia (8 ).

3. Mik&dli havaintoaineisto Xyr Xoy eeey X muodostuu

jonkin ilmidn tai ominaisuuden suhteellisista esiintymisfrek-

vensseistd (esim. mddrdtyn ikdryhmdn suhteellinen osuus eri

alueilla) on luontevaa kokeilla betajakaumaa havaintojen teo-
reettisena mallina. T&d1ll6in ei tarvitse ajatella havaintojen
X; syntyneen riippumattomien toistokokeiden realisaatioina,

jolloin niiden teoreettisena mallina k&ytettdisiin tunnettua

binomijakauman muunnosta, vaan niiden empiirinen jakauma voi

olla jopa U:n muotoinen.
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2.2. TIHEYSFUNKTION KAYTTAYTYMINEN

Tiheysfunktion

(2.2.1)  B(x|a,b) = HETRrey @ L (1-x3P7L 40 < x < 1)

yleinen kdyttdytyminen riippuu (kerrannoista vakiota

g(:+?)b = E%E;BT vaille) pisteen x
z ; z s 14

metrista a ja pisteen x = 1 ympdrist&ssad parametrista b:

= (0 ympdrist&ssd para-

(2.2.2) B(x|a,p) = x> 1, kun x %0

(2.2.3) Bx|a,b) = c(1-x)®7!, kun x %1

Symmetrian vuoksi riittd& tarkastella tiheysfunktiota origon

positiivisessa ympdristdssdl

(2.2.4) &= B (x|a,b) ® 5 ex

= c(a-:l.)xa-2

Havaitaan, ettd tiheysfunktion 'hdntd' oskuloi x-akselia
origossa, kun a > 2, l&hestyy origoa positiivisessa kulmassa,

kun a = 2 ja oskuloi yleensd y-akselia, kun a < 2, saaden kui-

tenkin tapauksessa a = 1 origossa arvon b.
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a>2 a=2 ac<?2

Yy A 4 Y

P2 .

x Y

Tarkastellaan asiaa tarkemmin, kun a < 2.

1. Jos1<a< 2on B8(0]a,b)] = 0 ja lausekkeesta

(2.2.4) nihdiin, etti B(x|a,b) oskuloi y-akselia

2. Jos a = 1 yksinkertaistuu tiheysfunktio muotoon

(2.2.5) B(x|1,b) = %{%}%%57 (1-x)P~1

b(1-x)P71,

joten origossa tiheysfunktio saa arvon b ja tiheysfunktion

derivaatta arvon -b(b-1). Kuviossa b > 1.

3. Jos 0 <a < 1on g(0]a,b) = » ja B(x|a,b) oskuloi

y-akselia. Betajakauman moodi saadaan midrdttyd tarkastele-

malla tiheysfunktion derivaattaa:
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_a xa-l(l_x)b-l

(2.2.6) B'(xla,b) = = 55

)

« (a-1)x® "2 (1-x1P 7L+ (b-1)x® "L (1-x) P72

Il
o
u.
o]

v

\4
[\

=0, kun x

=0, kun x 1 ja b > 2

, a-2 b-2
Kolmas mahdollinen nollakohta saadaan, kun x (1-x) # 0
sa lauseke (a-1)x® 2(1-x)° L+ (b-1)x®"1(1-x)P7% = 0, josta

ratkaisuna x saadaan moodin arvoksi

_ a-l

T5118in on oletettava, ettd a ja b > 1. Jos a tai b < 1 on
moodina 0 tai 1. Tapauksessa a = b = 1 (tasajakauma) ei moo-

dia ole.

Seuraavassa on esitetty tyypillisid tapauksia graafisesti.
Vasemman laidan kuvio osoittaa parametrien a ja b vaihtelu-
alueen; mikdli reuna on piirretty yhtendiselld viivalla kuu-
luvat reunapisteet mukaan. Keskelld olevassa kuviossa esite-
tddn tyypillisia tiheysfunktioita. Parametrin O mi&drittely

on suoritettu sivulla 19 .
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2.3. TUNNUSLUVUT
Seuraavassa esitelldidn luettelonomaisesti betajakauman
tavallisimmat tunnusluvut ja erditd@ niiden ominaisuuksiaj;

johtoja ei suoriteta, koska ne 18ytyvdt alan oppikirjoista.

(2.3.1) n:s origomomentti

- n _ I'(a+n)T (a+b)
a, = EX" = F{3)T (a+b+n)

Kiyttdmidlls merkintdjd x = a+b Jja (x)n SV

(ns. Pochammerin symboli) saadaan

(a)n _a(a+l)...(a+n-1)

(2.3.2) a, = x) T X (x+l) ... (%+n-1)

jossa jdlkimmiinen yhtdld pdtee vain kun n € N.

Erityisesti on

(2.3.3) odotusarvo

(2.3.4) 2. origomomentti
= 2 _ ala+l) _ a+l
@, = BEX" = ¥(x+1) o; (37

_ (a+n)

ja yleisesti O+l ~ %n'xn
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(2.3.5) Varianssi

D2§ = ab = B9 , jossa q = 1-p

(a+b)2(a+b+1) x+1

, , 2 o . e
vVarianssi D x on kitevi esittdd muodossa

2. _ , _ 1 _ 1
(2.3.6) D"x =pq 6 , jossa 0 = g = o7

Parametri 6 voidaan tulkita betajakauman ja binomijakauman
Bin(l,p) védlisen ‘'sukulaisuuden' mitaksi: binomijakauma
Bin(l,p) on singulaarinen betajakauma parametrien arvoilla

8 =1 ja p= lim (E%B). Parametrien p ja 6 k&yttd on
a,b >0

miellyttdvisd, koska molemmat kuuluvat vidliin [0,1]. Vastaavasti

a ja b voidaan lausua p:ssd ja 0O:ssa seuraavasti:

(2.3.7)

o
i
o)
’I‘H
[a]

(1-p) (352 = a(}52) -

(2.3.8) b

(2.3.9) Variaatiokerroin

b_1
a ‘atb+l

<
[

/e,

il

(2.3.10) Pearsonin vinouskerroin

u a T
V/E = - 2 (b-a) va+b+l
1 3 (a+b+2) Vab
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(2.3.11) Pearsonin huipukkuuskerroin

8. = a4 3(a+b+1)[2(a+b)2+ab(a+b-6)]
2 4 ab (a+tb+2) (a+b+3)

(2.3.12) Moodi

_a-l1
Mo = 3p-3 27 1

(2.3.13) Harmoninen keskiarvo

_ a-l
H = 35p5-1
o e 1 _ 1
Timi saadaan lausekkeesta - E(;).

(2.3.14) Geometrinen keskiarvo

5 ew(a)
f = Geom(x) =
= ew(x)

]
jossa ¥ (x) %— log T(x) = ET%%% (ns. psii-funktio).

il

Tami saadaan lausekkeesta

1

- = [ x .
(2.3.15) log £ = E log X 3.B(a,b) (l x) log x dx

1

kiyttimdlld tulosta 3% B(a,b) = Jx® Fa-x)P 1og x dx.
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Tunnuslukua f sanotaan mySs alhaalta lasketuksi geometriseksi
keskiarvoksi erotukseksi ylhd&dltd lasketulle geometriselle
keskiarvolle g = Geom(l-x), joka on myds jakauman Beta (b,a)

(alhaalta laskettu) geometrinen keskiarvo.

Seuraavassa tullaan kdyttédmdidn myds suureita

(2.3.16) u = g¢ E log(X) = log(§) = ¥(a+b)-y (a)

(2.3.17) v =  E 1og(T%§) = 1og(§) = ¥ (a+b) =y (b),

1)

joista esim. u ilmaisee montako senttidynid suurempi 1 on

geometrista keskiarvoa f.

1 s ¥k
Lause: v = log(=) = y(atb)-yp(b) = ¥ —
- g k=1
tod. Y (a+b)~y (b) = - E log(l-x)
. x
=E(I =)
k=1
x
=1 E(r—)

1) Suhteen % 100-kertainen luonnollinen logaritmi, 100 log(%),
ilmaisee montako dynid suurempi x on y:td. Pienilld erojen

arvoilla t&md dynimuutos vastaa prosenttimuutosta, koska

log ¥ = log(1+X=¥y= X=X
°g og (1+=25) " =
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. B
Vastaavasti log(%i =% (EE), jossa Bk = E(l—x)k on
: el x

Beta (b,a):n k:s origomomentti. Asettamalla a=1 psii-funktion

lisdyslausekkeessa

“k
(2.3.18) ¢ (at+b)-y(b) = -

I 18

saadaan klassinen tulos (katso esim. Abramowitz-Stegun ()

sivua 259)

(2.3.19) vrn-v) = E T

Lause: 0<f+gz<l
tod. koska 0 < £ < Ex Jja 0 < gzx E(1l-x)
on 0< £ +g < Ex+ E(l-x) = 1. ]

Koska geometrinen keskiarvo on aina aritmeettisen ja harmoni-

sen keskiarvon vidlissd, H < £ < EX, saadaan f:lle epdyhtdld

a-1 < £ a

(2.3.200 FpT = ¢ 2 @

Alaraja on mielekds vain kun a>1, tarkkaa f:n arviota ei

tidstd saada kuin suurilla a:n ja b:n arvoilla.
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2.4. MAXIMUM LIKELIHOOD-YHTELOT: KIRJOITUSTAPOJA JA

TULKINTOJA

Siirrytddn tarkastelemaan n-ulotteista riippumatonta otosta
X = (51, Koreoss §n), jossa X~ Beta(a,b). Likelihoodfunktion

logaritmi l(xla,b) saa kiintedssd otoksessa X = (xl, Koreser xn)

esityksen

nh~s

(2.4.1) 1l(x]a,b) = log £(x,|a,b)

i=1

n n i

+ - -
I log B(Xi[a,b) = I log Pr;?r?él X2 1(l—xi)b 1
i=1 i=1

n{log T(a+b)-log T'(a)-log TI'(b)}}

n n
+ (a-1) I log x; + (b~1) I log (l-xy)
i=1 i=1

Likelihood yhtdléiksi saadaan siis

n
a1l = n{o - 9 = Q.
(2.4.2) Ty = n{aa log T'(a+b)- == log r(a)}+i£llog X 0!
(2.4.3) o1 = n{=- lo F(a+b)?'iL-1o T (b) }+ g log (1-x,)=0
b 5b ~%9 3a 09 = i

i=1

Kdyttidmdlld hyvédksi alueella 0<X<e aidosti kasvavaa psii-

funktiotal)

(2.4.4)  ¥(x) = == log T(x) = Sy

1) Psii-funktiolle kédyteti&n mySs nimitystd ‘digammafunktio’
ja joskus symbolia ¥ (x). Valitettavaa sekaannusta syntyy,
kun erityisesti saksalaisessa kirjallisuiéessa sovelletaan
samaa symbolia ¥ funktiolle ¥ (x+1)=y (x)+g. Horjuvuus merkin-
ndissd palautuu vanhaan kiistaan I-funktion midrittelystd
(vrt. esim. Fulks (10) s. 452).
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ja seuraavia merkint&jad otoksesta lasketuille suureille

~ 1 B 1
(2.4.5) u== I log(=)220
n . X,
i=1 i
~ n
1 1
(2.4.6) v=x _Z log(l_x')z o ,
i=1 i

voidaan likelihood yhtdlst lausua seuraavassa symmetrisessa

muodossa

It
e >

(2.4.7) v (a+b) -y (a)

(2.4.8) ¥ (a+b) =y (b)

]
<

Misiritelldin ns. alhaalta laskettu geometrinen keskiarvo f

ja ylh&d&4itd laskettu geometrinen keskiarvo g yhtdloilld

R,
(2.4.9) £ = ( § x;)
i=1
. n L
(2.4.10) g = (1 (1-xi)) ’ 0<xi<l.
i=1

Otossuureiden u ja v sekd £ ja g vilills on seuraavat tésmdlz

liset yhteydet

co>
Il
rh>
[}
[ =]

(2.4.11) log () ’
£

>

Qo
u
o®

log(%) ’
g

(2.4.12) v
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On siis osoitettu, ettd betajakauman parametrien a ja b
~ ~
maximum likelihood-estimaattorit a ja b ovat otoksen
(xl, Koypreser xn) alhaalta ja ylh#idltd laskettujen geometristen

keskiarvojen £ ja g funktiota.

Maximum likelihood-menetelmid asettaa siis betajakauman tapauk-
sessa seuraavan vastaavuuden teoreettisten ja empiiristen

suureiden vdlille

e ik kS
(2.4,13) est u=u = N Zlog(xi)

- o _1 1
(2.4.14) estv=v=cx Zlog(l_xi)

Maximum likelihood-menetelmd voidaankin tulkita analogiamene-
telmidksi, jossa teoreettiset geometriset keskiarvot f=Geom(1‘:_)=e_u
ja g=Geom(1;§)=e'V asetetaan yhtd suuriksi vastaavien otos-

keskiarvojen lf\=(II(xi))I]i ja §=(H(l—xi)) kanssa ja ratkaistaan

parametrit a ja b n#in syntyvdstd yhtdldryhmésta:

>

(2.4.15) ¢ (a+b)-y(a)

il
o
Il
o

>

(2.4.16) y(a+b)-y(b)

Il
<
I
<

A "N

TH114 yhtdl6ryhm#ll4 on yksikdsitteinen ratkaisu, kun u ja v

ovat positiivisia (eli jokainen xi>0) ja

A Ea
AN

(2.4.17) f+g = e Y+e V<1 .
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Timd epdyhtdld pdtee aina teoreettisille geometrisille
keskiarvoille f ja g, kuten on sivulla 22 osoitettu. Mutta

se pdtee myOs empiirisille geometrisille keskiarvoille,

silla
(2.4.18) £ <% , g<l=-x , joten
(2.4.19) £ +g < x + (1-x) =1 .

Keskiarvon g epdyhtdld seuraa siitd, ettd

1
(2.4.20) g = (M(-x, )" < M(l-x) = lo(i-x;) =1-x.

Tami osoittaa, ettd havaittujen empiiristen geometristen
keskiarvojen f ja g suuruiset teoreettiset keskiarvot f ja g
ovat aina olemassa, joten ne voidaan merkitd yhtd suuriksi.

Nidin ollen aincana ongelmana on yht&dléryhmén (2.4.15-16)

ratkaiseminen.

Seuraavassa tulkitsemme ndmd yhtélé; ainoastaan teoreettisten
suureiden vidlisiksi yhteyksiksi, jolloin voimme puhua vain

parametreista tai teoreettisista tunnusluvuista otossuureiden
ja estimaattoreiden asemasta. Voimme tavallaan jéttd&d sivuun

varsinaisen estimointiongelman ja siirtyd tarkastelemaan

'betajakauman tunnuslukujen £ ja g (tai u ja v) ja parametrien

a ja b vdlistd k&&dntden yksikdsitteistd riippuvuutta. T&méd
kdytdntd selventdd esitystd ja antaa sille yleisemp&ddkin

kiinnostavuutta.

R
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Ratkaistavat yht#dldt, joita kuitenkin vield kutsumme maximum
likelihood yht&l&ksi, voidaan esittdd eri tavoilla kayttdkel-

poisissa muodoissa

I
o

(2.4.21) Perusmuoto Y (a+b) -y (a)

¥ (a+b) -y (b)

n
<

Kdyttdmédlld merkintdja

(2.4.22) x = atb ’ 0 < x < &
(2.4.23) y = ¥(x) =yp(ath) , - ® <y < =
(2.4.24) x = w_l(y) = psiin k&&nteisfunktio

saadaan seuraava ns. kddnteisfunktiomuoto.

(2.4.25) TKidnteisfunktiomuoto

v L) = v Hy-w + vy

Tamid esityksen etuna on ongelman palantuminen yhden tunte-
mattoman y=y (x) (tai sen sopivan funktion kuten z=e¥) yht&1lddn.

Kun yht#dlén (2.4.25) ratkaisu y tunnetaan saadaan a ja b

yhtdloista
T
(2.4.26) a =y ~(y-u)
-1
(2.4.27) b =1y ~(y-v)
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jotka ovat juuri (2.4.25):n termejd. Kdinteisfunktiomuodon
soveltamista varten on liitteessd 1 johdettu psiin k&dnteis-

funktion approksimaatickaavoja.

Kiinteisfunktiomuotoa sovelletaan, kun a ja b molemmat ovat
suuria. Kun a ja b ovat pienid, saadaan likelihood yht&dldille
seuraavanlaiset kiytt8kelpoiset esitykset. Kiaytt&mdlld psii-

funktion siirto-ominaisuutta

(2.4.28) Y(x+l) = v(x) + &

joka on seuraus gamma-funktion kertomaominaisuudesta

T'(x+l) = xT'(x) , Jja midrittelemdlld suureet

A\
o

(2.4.29) u'

¥ (a+b+l) - Y (a+l)

v
o

(2.4.30) v!

¥ (a+b+1l) = ¥ (b+l) s

saadaan likelihood yht&ldiden ns. siirtomuoto.

(2.4.31) Siirtomuoto

b

a(a+b) af
—L = - ' = v
by V7V ac v

Tunnusluku u' on jakauman Beta(a+l,b) alhaalta lasketun
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geometrisen keskiarvon logaritmi, u' = -log £' , ja v' on
vastaavasti Beta(a,b+l):n ylh&dltd lasketun geometrisen
keskiarvon logaritmi, v' = log g'. Tunnusluku au=u-u'=
log (£/f') ilmoittaa montako senttidynid alhaalta laskettu
geometrinen keskiarvo muuttuu kun b pysyy vakiona ja a kasvaa
yhdelld; samoin v =v - v' = log(g/g') kertoo saman sentti-
dynimuutoksen ylh&d&dltd lasketulle geometriselle keskiarvolle,

kun a on vakio ja b kasvaa yhdelld.

Kertomalla ja jakamalla siirtomuodon yht&lot keskenddn ja
ottamalla nelidjuuret saadaan suureiden x = a+b ja p/q = a/b

miidrddmisend kdyttdkelpoiset yhtdldt

qu -u')(v - v') =Vuv

"l
1

(2.4.32)

(2.4.33)

o'lo
=1

]
c

Koska u’ - 0 ja v' - 0, kun a ja b +~ 0, saadaan seuraavat arviot,

jotka my8s perustelevat kédytettyjéd merkintdji

1 _ 1 4 /o
(2.4.34) §_5+_b uv

(2.4.35)

=R =xV¥
q

u

oo

Perusmuoto voidaan kirjoittaa myds muotoon

(2.4.36) v(&2) - v(pEF) = u
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(2.4.37) v - vadg®) = v

_j'—— =__a_ ja
aorr ' P T @ % 4

kiyttidm&lld suureita 0 =
Tdmin esityksen avulla on laskettu liitetaulukko 4, joka

sisiltid parametrin © arvoja 0.1, 0.2,..., 0.9 ja parametrin
p arvoja 0.1, 0.2,..., 0.5 vastaavat parametrien a, b, u, v,

f, g arvot. Taulukon avulla on k&tevd tutkia kehitettédvien

approksimaatioiden tarkkuuksia.



2.5. BETAJAKAUMAN JA ERAIDEN MUIDEN JAKAUMIEN VALISIA
YHTEYKSIA
Jos betajakaumassa Beta(a,b) pidetddn odotusarvo p = 5%5
vakiona, kun a ja b kasvavat, ldhestyy jakaumaa Beta (a,b)
noudattava satunnaismuuttuja x vakiota p. Témi ldhestyminen
X - P
o

tapahtuu siten, ettd normeeratun muuttujan z =
jakauma lihestyy normaalijakaumaa N(0,1). Vditteen todistus
on 1l8ydettdvissd useista alan oppikirjoista. Edelld on jo
viitattu siihen, ettd Beta(a,b) 1ldhenee binomijakaumaa
Bin(n=1, p= E%S),kun a ja b ldhestyvdt nollaa.

Jos parametria a pidetddn kiinte&dnd ja b kasvaa rajatta,
ldhestyy muuttujan y = bx jakauma gammajakaumaa parametrein
(1,a). Esimerkiksi Cramér (11) soveltaa t&dtd seikkaa jdrjes-
tettyyn otokseen liittyvien satunnaismuuttujien tutkimisessa.
Tédm&n perusteella voidaan hyvin vinojen betajakaumien para-
metrien estimoinnissa k&iytt#d gammajakauman ominaisuuksia

tai kdyttdd gammajakaumaa sopivasti muunnettujen havaintojen

teoreettisena jakaumamallina.
Esitellddn betajakauman yhteydet %2 , gamma- ja F-jakaumiin.
Seuraavassa luetellaan ko. jakaumien tiheysfunktiot; merkintd

@ (A) tarkoittaa joukon A indikaattorifunktiota.

Betajakauma parametrein (a,b):

(2.5.1) B(x|a,b) = ﬁ%xa"l(l-x)b*g(w:{qh

31
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%z—jakauma vapausasteella ki

2
k
2 7 1
(2.5.2) 2°(x|k) = 44— € X @(0 < x<®).

L]y
|
N %

2 T3

Timid on erikoistapaus gammajakaumasta parametrein (a,A):

A
(2.5.3)  y(x[|a,N) = 5757 e 0¥ A1y 0 < x < »).

F-jakauma vapausastein (m,n) :

P(E%El m -1 -

(2.5.4) F(x|m,n) = ————— (=) (1+2x)
PEHriz " B

m+n
—5—)
F(0<x<®™),

(N )=
N

Esimerkiksi Rao (6) ja Cramér (1ll)esittavét seuraavat yhteydet

niiden jakaumien v&dlilla:

1. Jos x ja y ovat riippumattomia gammamuuttujia para-
metrein (a,xl) ja (a,xz) on

d

(2.5.5) 9= g3y

¥

betamuuttuja parametrein (Al,xz).

L 2. Olkoon X F-muuttuja vapausastein (m,n). Td116in on
X.
(2.5.6) g =
() +x
. . m n
betamuuttuja parametrein (5-, 5).
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Vastaava tulos on g:n ja x:n vdlisen yksikédsitteiden yhtey-

den vuoksi voimassa myds toiseen suuntaan. Olkoon g beta-

muuttuja parametrein (%—, %). T&4116in on

(2.5.7)

g
x = () (=%

1-g°

F-muuttuja vapausastein (m,n). T&mdn nojalla betajakaumat ja

F-jakaumat vastaavat yksikdsitteisesti toisiaan, mik&li

F-jakauman vapausasteiden ajatellaan saavan kaikki positiivi-

set reaaliarvot.

(2.5.8)

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan u tiheysfuntio
f(u) ja kertymdifunktio F(u). Jos u:lle suoritetaan

seuraava todennikdisyysintegraalimuuanos

%
It
8— IQ

£(t)dt = F(u),

eli jos u:ta muunnetaan sen omalla kertymd&funktiolla,
saadaan generoitua tasaisesti v&alilld (0,1) jakautunut

satunnaismuuttuja x eli x ~ Beta(l,l).

Olkoon nyt Elf Koreees X riippumattomia tasaisesti vdlilla

(0,1) jakautuneita muuttujia. Td11l%in noudattavat muuttujat

(2.5.9)

¥; < -2log .9

gammajakaumaa parametrein (% ¢ 1) eldi ﬂz—jakaumaa vapausasteella
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2 ja ovat mySs riippumattomia. %Z-jakauman yhteenlaskuominai-

suuden nojalla
(2.5.10) Y = ¥ t Yy, feet Y, = -2log X -2log §2—...-210g X,

on ﬂz-muuttuja vapausasteella 2n. Tédmdn tuloksen perusteella
voidaan kombinoida useita riippumattomia testej&, kuten esim.

Rao (6) siwvulla 137 mainitsee.
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3. ERAS SOVELLUTUSALUE: PEATOSVAIHTOEHTOJEN

PAREMMUUSJARJESTYKSEN MAARAZMINEN

Tarkastellaan kertymidfunktioperhettd, jonka elementit voidaan

esittdd muodossa

(3.1) cx) = f Fx)2 T a-Fe)P e (x)

Timi merkitsee, ettd tarkastellaan satunnaismuuttujaa x, joka

kantafunktiolla F (x) muunnettuna noudattaa betajakaumaa:
(3.2) F(x) ~ Beta(a,b)

Niiden satunnaismuuttujien x joukko, joiden kertymdfunktio
G(x) voidaan esittdd muodossa (3.1) tai vaihtoehtoisesti, joi-
den muunnoksille F(x) pédtee (3.2), on erittdin laaja ja sis&l-
td3 hyvin eri tavalla jakautuneita muuttujia. Ndin ollen mene-
telmid, joita kehitet&dn tdlle muuttujajoukolle, voidaan so-
veltaa miti erilaisimpiin ongelmiin. Kdytdnntssd ei ole tar-
peen, ettd oletukset (3.1) tai (3.2) ovat tarkasti voimassa,
vaan kehitettivien menetelmien soveltamiseksi riittdd oletuk-

sien likimidrdinen toteutuminen.

Esimerkkind tarkasteltavan muuttujajoukon laajuudesta esite-

t44n seuraava tidrked tapaus, jossa oletukset ovat tdsmédlleen
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voimassa. Olkoot muuttujat

B2 L(1)” L2)* ' L(n)

jakaumasta F(x) poimitun n:n suuruisen otoksen havainnot suu-
ruusjidrjestyksessd (pienimmdstd suurimpaan) . Mik&dli alkuperdi-
sen perusjoukon kertymdfunktio F(x) on jatkuva, on jokaisen
jérjestetyn otoksen (3.3) havainnon kertymdfunktio tyyppid (3.1)

kaikilla otoskoon arvoilla. (Hyvd esitys on Wilks (12) s. 234).

Tarkemmin ilmaistuna on n:n suuruisen otoksen k:nnen havain-
non x = ¥ () jakauma tyyppid (3.1) parametrien ollessa a = k
ja b = n-k+l. T&m& on yhtdpitdvédd sen kanssa, ettd kertyma-
funktiolla F(x) v&lille (0,1) muunnetun havainnon X = ¥y,

jakauma on betajakauma parametrein a = k ja b = n-k+l eli
Tarkasteltava muuttujien x joukko muodostuu tdssd tapauksessa
kaikkien eri otoskokojen n otoksista médr&dtyistd jdrjestet-

tyistd havainnoista.

Voimmekin pit&& tulosta (3.4) betajakauman oleellisena sisdl-

téni: Beta(a, b) on tietyn kokoisesta otoksesta mddrdtyn to-

dennik8isyysasteikolle muunnetun jédrjestetyn havainnon jakau-
ma, jos a ja b ovat kokonaislukuja. Kokonaisluvuista poikkea-
viin parametriarvoihin liittyvét jakaumat saadaan ns. analyyt-

tisen jatkuvuuden periaatteella.
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On hyddyllistd tulkita betajakaumaan liittymdt kdsitteet ja
operaatiot tuloksen (3.4) avulla, jolloin jakaumasta saadaan

ilmeikk&dmpi ja jos mahdollista konkreettinen kdsitys.

Esimerkiksi parametrien summa x = a+b vastaa otoskokoa lisd&t-
tynd yhdelld eli x = k+(n-k+l1) = n+l. Parametrit a ja b vas-
taavat jdrjestetyn otoksen havainnon jarjestyslukuja lasket-

tuna toisaalta alhaalta ja ylh&d&ltd eli a = k Jja b = n-k+l.

On mielenkiintoista, ettd ndmd tulkinnat voidaan suorittaa
vain kun k ja n ovat molemmat vdhint&&n yksi, jolloin myGs
a ja b ovat vdhintddn yksi. T&m& sulkee pois kaikki U:n muo-
toiset betajakaumat, joihin liittyvédt tarkastelut ovatkin

aivan omalaatuisia.

Kehitettdvit menetelmidt ovat siind mielessd jakaumista vapai-
ta, ettd kantafunktio F(x) saa olla mikd tahansa kiinted,
mutta mielivaltainen jatkuva kertymédfunktio. Mik&li tarkas-
tellaan vain vilille (0,1) muunnettuja havaintoja, joka hyvin
monissa ongelmissa on mahdollista, tarvitaan kertymdfunktiota
F(x) vain muunnoksessa x » F(x), jonka jédlkeen tarkastelu on

siitd riippumaton.

Térnqvistin ja Nordbergin (13) tarkastelema arvostustulosten
jakaumaperhe, ns. kantafunktion omaava arvostuskenttd, muodos-

tui tyyppiéa

(3.5) G(x) = F(x)3, a >0
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olevista kertymdfunktioista, joissa kantafunktio F(x) on
jatkuva kertymdfunktio. Tarkastellulla kentdlld on useita
mielenkiintoisia ominaisuuksia. Esimerkiksi se on suhde-

stabiili.
Osoitamme, ettd (3.5) on erikoistapaus (3.1l):std.

Lause l: Jos x:n kertymdfunktio G(x) on yhtdldn (3.5) ilmai-
semaa tyyppid, niin F(x) ~ Beta(a,l).
Fx) l ., a-1

Tod. P(x <x) =F(x)% = / (Zpy" dy
(o]

<=> F(x) v Beta(a,l) 0O

Lauseen perusteella x:n jakauma (3.5) voidaan tulkita a:n
suuruisesta otoksesta m#&r&tyn suurimman (eli a:nnen) havain-

non X(a) jakaumaksi, jos a € N.

T&dssid on syytd olla tarkkana jdrjestyksen suunnasta. Jos suu-
ria arvostustuloksia pidetd&dn hyvind on suurin arvostustulos
paras. Tdtd havaintoa voitaisiin kutsua voittajaksi tai (hie-
man epdmidrdisesti) "ensimmédiseksi". Tavallisesti kuitenkin
jérjestettyjen otosten tarkasteluissa "ensimmédiseksi" sano-
taan pienint& havaintoa, jolloin suurin havainto n:n suurui-
sessa otoksessa on n:s havainto. Tdmd n:s havainto on siis

viimeinen havainto suuruusjdrjestyksessd pienimmédstd suurim-

aan. Td116in havainnon jdrjestysluku ja arvostustulos kas-

vavat samaan suuntaan. Kiddntdmdlld jdrjestys suurimmasta pie-~

nimpdin kasvavat jidrjestysluvut ja arvostustulokset eri suun-

tiin.
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Kumpaakin kdytdntdd sovelletaan esim. urheilukilpailuissa.

Timd on ehkid kehittynein instituutio, jossa jidrjestyksen mdd-
ri&minen on perusongelmana. Toinen hyvd esimerkki on dédnestys-
tilanne, jossa usein syntyy sekavuutta eri kdytintdjen vuoksi:
ovatko ehdokkaille annettavat pisteet jédrjestyslukuja vai ar-

vostuspisteitd (&&nid)?

Térnqvistin ja Nordbergin (13) tarkastelemassa tilanteessa
voidaan siis havaintojen jakaumat tulkita n:n suuruisen otok-
sen suurimman havainnon jakaumaksi. On ilmeist&d, ettd ndiden
jakaumien v&lill4 on yksikdsitteinen ja luonnollinen prefe-
renssijdrjestys: aina suuremmasta otoksesta saatua suurinta
havaintoa pidetdin parempana kuin pienemméstd otoksesta saa-
tua. Varsinaisia punnitus- tai arvostusongelmia ei siis té&lla

tasolla (3.5):n tapauksessa esiinny.

Yleisempi betajakaumaan liittyv&d arvostuskenttd, jossa

(3.6) F(E)AfBeta(a,b)

on tidssd suhteessa huomattavasti rikkaampi ja mielenkiintoi-

sempi.

Betajakauma voidaan luontevalla tavalla liittda pdédtésvaihto-
ehtojen paremmuusjirjestyksen middrddmisen yleiseen ja tdrkeddn
ongelmaan. Tdmd ongelma on erdédnlainen pddtdntdtieteen "viisas-
ten kivi": sen ratkaiseminen poistaisi p#itdksentekijdn ehkd
suurimman huolen aiheen. Siksi on ongelman ratkaisuyrityksiin

suhdauduttava vain alustavina ratkaisuina, joiden avulla
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ongelman monitahoisuuden ja tavanomaisten ratkaisujen vdlistd

epdsuhtaa voidaan pienenté&d.

Tarkastellaan kysymystd kaavamaisen esimerkin avulla.

Tennispelaajien paremmuus. Olkoon ongelmana valita toiminta-

vaihtoehto &4&rellisestd vaihtoehtojen joukosta. Havainnollis-

tamme tilannetta olettamalla, ettd vaihtoehtoja on vain kaksi:

valitaan vaihtoehto, jonka tiedetddn olevan 10. pa-

1
ras tutkittujen 10 000 satunnaisesti valitun tapauk-
sen joukossa.
a: valitaan vaihtoehto, jonka tiedetd&n olleen paras

tutkittujen 1 000 tapauksen joukossa.
Ajatellaan vaikkapa, ett&d vaihtoehto a, vastaa 10. parasta
tennispelaajaa (kuinka se sitten saataisiinkin selville)
10 000 pelaajan joukossa ja vaihtoehto a, parasta pelaajaa
satunnaisesti valitun 1 000 pelaajan joukossa.

Kumpaa vaihtoehtoa pidetd&dn parempana?

Kysymykseen ei tietenkddn voida antaa selv&d vastausta ellei

‘valinnan seurauksia ja siis valintatilannetta kuvata tarkem-

min. Jos tarkoituksena on 18ytdd varma ja tasaisen hyvd pe-
laaja, joka suurella varmuudella voittaa tavalliset helpot

kyldkilpailut, kannattaa valita 1. vaihtoehto.
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Jos sen sijaan pelaaja on lshetettdvd tenniksen maailmanmes-
taruuskilpailuihin Wimbledoniin ja ainoastaan etusijojen suo-
ritukseen kiinnitet#din huomiota, ei varmastikaan 1. vaihto-
ehto ole hyvid, vaan kannattaa riskeerata ja valita 2. vaihto-

ehto.

Silld jos huippupelaajia on paikalla ei 10. paras 10 000:sta
varmastikaan voita. Sen sijaan sitd, ettd pelaaja on paras
1 000:sta pelaajasta, ei voida laskea aivan raskauttavaksi

heikkoudeksi.

Yleisemmin: promillemiehend oleminen pienessd otoksessa ei ole
vield raskas vika, mutta suurten otosten promillemiehid parem-
pia varmasti 18ytyy. Ei paraskaan pienessd otoksessa voi olla
muuta kuin paras ja maailmanmestarikin on "vain paras" kyléd-

kilpailuissa.

Esimerkiksi yhden havainnon otoksessa paras on myds huonoin
eli vain oma itsensd. Td118in ei ole mitd&dn vertailua suori-
tettu. Matemaattisesti tdtd tilannetta vastaan seuraava tulos:
Jos muuttujan x kertym&funktio F(x) on jatkuva, on muuttujan

F(x) jakauma Beta(l,l) eli (0,1)-vdlin tasajakauma.

Molemmat mainitut pelaajat ovat keskim#ddrin "yhtd hyvi&d",
mutta 2-pelaaja voi olla paljon parempi tai huonompi kuin
l-pelaaja, jonka ominaisuudet tunnetaan tarkasti. Ndin ollen
valintaongelma poikkeaa oleellisesti R.A. Fisherin tarkaste-
lemasta vaihtoehtojen valintaongelmasta, jossa eri vaihtoeh-

tojen ominaisuuksia kuvaavat normaaliset ja vakiovarianssiset
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satunnaismuuttujat. T&118in vaihtoehtojen vertailu suorite-
taan varianssianalyysilli. Fisherin tutkimassa pddtdstilan-
teessa ei varsinaisesti eri vaihtoehtojen ominaisuuksia tar-
vitse punnita, silld esitetty ratkaisu on kaikissa valintati-
lanteissa paras menettely. Td&m& johtuu siitd, ettd eri vaihto-
ehtoihin liittyvdt normaalijakaumat saadaan pelk&dlld siirrol-

la yhtymdén:

Fisherildinen pddtdstilanne

1.0 1.0
05}
0.0 _ 0.0

M #2
Jakaumat N(ul, 02) ja N(uz, 02), joissa 02 on sama.

Pelkidstiin vakiovarianssioletuksen muuttaminen mutkistaa ongel¥
man "ratkaisemattomaksi", kuten esim. Fisher-Behrens-testiin
liittyvd keskustelu osoittaa. T4118in nimittdin eri vaihtoeh-
toihin liittyvdt kertymdfunktiot leikkaavat toisensa, jolloin
vaihtoehtojen keskindisid etuja ja haittoja on todella punnit-

tava vastakkain.
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Sen sijaan "tennispelaajien valintaongelmassa" vaihtoehtoi-
hin a; ja a, liittyvdt kertymdfunktiot ovat seuraavaa tyyp-

pid:

Tennispelaajaongelman pddtdstilanne

1.0

0.5

0.0
Md

Jakaumien sijainti on l&hes sama, mutta hajonnat ovat eri

suuret.

Jos vield jakaumien sijainnit poikkeavat joudutaan seuraavan

kuvion esittidmiddn pddtostilanteeseen.

1.0

1.0

05

0.0 0.0
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Niissi paitdstilanteissa pddtdksen on perustuttava vaihtoeh-
toihin liittyvien jakaumien ja valinnan mahdollisten seurauk-

sien vilisten yhteyksien analysointiin.

Kuinka hyvd on k:s pelaaja n:sti? Kuinka voidaan nédin valitun

pelaajan hyvyyttd (ominaisuuksia) kuvailla?

Jo se, ettd on mahdollista selvittdd edelld esitettyjé asioi-
ta matematiikasta tietimattomillekin henkildille osoittaa,
ettd tarkasteltavana ovat yleisesti kdytetyt vertailuperiaat-

teet.

Peruskisitteet vertailussa ovat: kuinka suuresta joukosta ha-
vainto on saatu, monesko havainto oli suuruusjidrjestyksessd

ja kuinka tarkasteltava muuttuja jakaantuu perusjoukossa.

Viimeksi mainitun perusjoukon jakauman on koko ajan oletettu
olevan kiinted, mutta tuntematon: itse asiassa vertailun kannal-
ta sen tunteminen ei olekaan tarpeellista. (Vasta kdytettdessd
eo. kehikkoa deskriptiivisesti, jolloin perusjoukon jakaumas-
ta ei tarvitse olla tietoa tai perusjoukkoa ei asiallisesti

ole olemassa, tulee perusjoukon jakauman valinta oleelliseksi
kysymykseksi.Eri perusjoukon jakauman valinnoilla saavat ka-

sittelyt, esim. pelaajat, erilaiset luonnehdinnat.)

Seuraava tulos on matemaattisesti triviaali, mutta tulkinnal-

lisesti hyvin té&rke&:
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Olkoon xp perusjoukon 100p prosenttipiste eli F(xp) = p.
T4118in todenndkdisyys, ettd k:s havainto n:std gk(n) on
pienempi kuin xp (eli voittaa 100p prosentin miehen perus-

joukossa) on

(3.7) P(xy (n) ixp) P(F(%, (n) < F(xp))

= P(y (n) < P)

Jidlkimmdinen todenndkéisyys voidaan lukea suoraan

Beta (k, n-k+1)-jakauman kertymidfunktiosta.

Muunnos x, (n) + y, (n) = F(x, (n)) muuntaa siis alkuperdisen
x-muuttujan vaihtelualueen vdliksi (0,1). Tdmdn vdlin pis-
teet ovat tulkittavissa todenndkdisyyksiksi tai prosenteik-
si, jotka vastaavat perusjoukon tiettyj&d 100p-prosentin ha-
vaintoja. Muunnos on analoginen erityisesti tulojakaumien

tarkastelussa yleisen Lorenz-kdyréesityksen kanssa.

T&éhdn tulokseen perustuu, ettd on jdrkevdd poistaa kanta-
funktion F(x) vaikutus ja siirtyd eo. muunnoksen avulla yksik-
k8nelidn tarkasteluihin. Tarkastelemalla yksikk&nelidn kerty-
m&funktioita saadaan konkreettinen k&dsitys n:std valitusta
havainnosta k:nneksi parhaimman mahdollisuuksista verrattuna
satunnaisesti valittuun perusjoukon havaintoon (toisin sanoen
perusjoukon "todellisiin" prosenttipisteisiin tai prosentti-

miehiin verrattuna).
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Seuraavassa esitetdin erditd yleisid jakauman arvostamista

koskevia tuloksia ja sovelletaan niitd betajakaumiin.

Lause 2: Olkoon F ja G kertymdfunktioita. Jos kertyméfunkti-
oon F liittyvd satunnaismuuttuja on kertymdfunktioon G liit-

tyvdd muuttujaa stokastisesti pienempi eli
¥x : F(x) > G(x)

niin kaikilla jatkuvilla, rajoitetuilla ja kasvavilla funkti-

oilla g : R+ R

f g(x)dF(x) < [ g(x)dG(x)

=00

ja kdantéden.

Siis jos G on F:n oikealla puolella niin jokaisen kasvavan
funktion g odotusarvo jakauman G suhteen on suurempi kuin
g:n odotusarvo F:n suhteen. Tami merkitsee sitd, ettd kaikki
arvostusfunktiot antavat stokastisesti pienemmdlle vaihto-
ehdolle pienemmdn arvostustuloksen kuin stokastisesti suu-

remmalle.
Tod. fgdF - fgdG = [fgd (F-G)

Koska g on jatkuva ja (F-G):n variaatio on rajoitettu voidaan

suorittaa osittaisintegrointi (Katso Rudin (14) s. 122):
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b b b
fgd (f-g) = /g(F-G) - [(F-G)dg
a a a

o0

+ g(e) [1-1] - g(-=) 0-0 =~ [(F-G)dg, kun a>-®, b>=

o]

= - [(F-G)dg < O

- 00

Viimeinen yhtdsuuruus pitee ainakin jos g on rajoitettu 1

Lauseen soveltamista voidaan useiden jakaumaperheiden tapauk-
sessa yksinkertaistaa valitsemalla g-funktiot jostain em.

ehdot tdyttédvdstd funktiojonosta gn(x) (ns. testifunktiot).

T§118in saadaan seuraavan tyyppisid lauseita:

Lause 3: Olkoot F ja G jakaumaperheen ¥ kertymdfunktioita.

T4118in seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:
1. vn : fg dF < fg dG
2. ¥x : F(x) > G(x)

Jos esimerkiksi ¥ on betajakaumien Beta(a,b) joukko riitta-

nee valita
(3.8) g, (x) = <", x ¢ [0,1]

Johdetaan testifunktiojonon (3.8) avulla perustulokset beta-

jakaumien arvostamisesta.
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Lause 4: Olkoon x ~ Beta (a,b) ja v(a,B) = Egn(i) = Ex" =

muuttujan §P odotusarvo a:n ja b:n funktiona. Td1lldin

_ o.h _ TI'(a+n) T (atb)
1. v(a,b) = EX" = T3} T (a+b+n)

_ T (a+n) T (atb+l) _ a+b
2 v(a,b+l) = Gy 1 (a+btntl) v(a,b) (357
< v(a,b)
E v@a1, b+1) = HERECER) - viem) G
< v(a,b), kun a > 1
4. v(a+l, b) = I (a+n+l) T(a+b+l) _ ,(5,p) (a+n) (a+b)

T T(a+l) T (a+b+n+l) a (at+b+n)

< v(a,b)
Jos pienid x:n arvoja pidetdsn suuria parempina (eli arvos-
tustuloksien ja sijalukujen jirjestykset vastaavat toisiaan)
voidaan betajakaumien vdlille miiritelld seuraava osittais-
jarjestys:
Beta(a,b) 2 Beta(a,b) joss ¥x : F(x) > F(x)
Lauseen 4 mukaan pdtee

2. Beta(a, b+l) X2 Beta(a,b)

3. Beta(a-1, b+l) 2 Beta(a,b)

|
gi
|

g g
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4. Beta(a,b) 2 Beta(a+l, b)

Kun jakauman Beta(a,b) parametrit a ja b tulkitaan jérjestys-
juvuiksi laskettuna toisaalta paremmuus- ja huonommuusjédrjes-

tyksessd atb-1 = n suuruisessa otoksessa saadaan seuraavat

tulkinnat:
2. a:s paras (n+l):std 2 a:s paras n:stéd
(b+1) :s huonoin (n+l):std 2 b:s huonoin n:stéd
3. (a-1):s paras n:std 2 a:s paras n:std
(b+1):s huonoin n:std 2 b:s huonoin n:std
4. a:s paras n:std 2 (a+l):s paras (n+l):stad

b:s huonoin n:std 2 b:s huonoin (n+l):stéd

Samalla jdrjestyssijalla olevista havainnoista suuremman
otoksen havaintoa pidetd&n parempana. Saman kokoisten otos-
ten havainnoista paremmalla jédrjestyssijalla olevaa pidetddn
parempana. Neljidnness&d kohdassa intuitiivinen tulkinta saa-
daan huonommuusjirjestyksen avulla: samalla huonommuussijal-
la olevista havainnoista suuremman otoksen havainto on huo-

nompi.

Jos kuvataan betajakaumat tason pisteind siten, ettd pysty-
akselillid on "otoskoko" n = a+b-1 ja vaaka-akselilla on "si-
jaluku" a saadaan eo. osittaisjédrjestykselle havainnollinen

esitys
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Vieressi oleva kuvio muistuttaa, ettd preferenssi kasvaa
pystyriveittdin ylos, vaakariveittdin vasemmalle ja vino-
riveittdin alas ja ylds. Katkoviivoilla osoitetut preferens-
sisuhteet seuraavat jatkuvilla viivoilla osoitetuista prefe-
rensseisti. Ndin ollen jakauman A vasemmalla puolella olevan
viivoitetun alueen jakaumia on aina preferoitava A:han n3h-

den.

Huomautettakoon, ettd jokaista pistettd voidaan edellisen
nojalla verrata myds neljddn muuhun ldhipisteeseen, joiden
koordinaatit poikkeavat vertailupisteestd korkeintaan ykko-
selli. Namd lihipisteet jddvat preferenssijidrjestyksessa
heikommalle sijalle kuten oheinen kuva osoittaa. Tadstd
seuraa, ettd jakaumaa A on preferoitava sen oikealla puolel-

la olevan viivoitetun alueen jakaumiin n&hden.

Vaikkakin l3ihipisteistd voidaan vertailla toisiinsa riidat-

tomasti, l8ytyy pisteitd, joiden kesken ei préferenssié voida

niin miiriti. Esimerkiksi jakaumien Beta(a,b) ja Beta(a+l,b+1)

|
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vertailu ei ole riidattomasti suoritettavissa, koska niiden
kertymdfunktiot leikkaavat; jakaumien edut on siis punnitta-

va vastakkain.

Ndin mddridytyvd epdmddrdisyysalue on kuviossa erds viivotta-
mattoman alueen osajoukko. Tdmdn osajoukon jakaumien ja A:n
vdlinen jirjestys on pddtdksentekijén midrdttdvissd ja perus-
tuu siis p#dtdksentekijdn harkintaan. Tilanne on vastaava
kuin Einsteinin erikoisessa suhteellisuusteoriassa, jossa
ajallisen epidmddrdisyysalueen pisteiden jdrjestys mddrdytyy
tarkkailijan liiketilan perusteella. (Katso esim. Nevanlinna

(15) ss. 142-151 tai Laurikainen (16) ss. 45-47.)
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4. BETAJAKAUMAN ML-YHTALOIDEN RATKAISEMINEN ELI
BIJEKTION (a,b) + (f£,g) KAANTEISFUNKTION

APPROKSIMOINTI

4.1. YLEISTA

Betajakauman parametrien ml-estimointi on tiivistynyt

yhtédldpariin

I
=

(4.1.1) y(a+b) - ¥ (a)

(4.1.2) Y (a+b) - Y (b)

i
c
~

jossa u ja v riippuvat geometrisista keskiarvoista

f = Geom(x) ja g = Geom(l-Xx) seuraavasti

-u

(4.1.3) u=E log(%) = log(%) eli £ = e

E log(T%g) = log(%) eli g = e V.

(4.1.4) v

Yhtdlot (4.1.1 - 2) mddrittelevidt kdidntden yksikdsitteisen
kuvauksen joukolta B = {(a,b)}a > 0, b > 0} joukolle

C = {(u,v)|u1> 0, v > 0, e Yte V < 1}. TAtE kuvausta on tosin
vaikea havainnollistaa, koska joukot B ja C eivdt ole rajoi-
tettuja eikd tunnusluvuilla (a,b) ja (u,v) ole suoraa tilas-
tollista tulkintaa. T&m&n vuoksi tarkastelemmg usein yhtdldén-

parin




1-

@15 1S - vipdsdn = 109

1-0 - 1=0 B 1 e
(4.1.6) V(=) - bla(==)) = 109(5): q=1-p

midrittelemi3d bijektiota yksikkoOnelidltd

e
n

{(p,0)|0 < p<1, 0 <0 <1} kolmiolle

{os)
it

{(£,9)]0 < £ <1, 0 <g <1, f+g<l}.

Timid bijektio muodostuu kolmen bijektion 91 91 O3
kompositiona 930 9,0 91 « kun bijektiot mddritelldédn

seuraavasti:

(4.1.7) : A+ B, jolle

?1

o - -
(,0) 3 (a,0) = (AN, a5

(4.1.8) 9y B+ C , jolle

@
(a,b) -2 (u,v) = (p(a+b) - Pp(a), ¥(a+b) - Y(b))

(4.1.9) : C+ D, jolle

3

@ - -
(w,v) 3 (£,9) = (%, e

53
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Bijektiot ¢, ja 4 ovat helposti kiinnettdvissd, joten
voimme ¢2:n ominaisuuksia selvitettdessa siirtya muuttujista
(a,b) haluttaessa muuttujiin (p,0) tai joihinkin niiden
yksinkertaisiin muunnoksiin. Samoin voidaan u:n ja vin

sijaan kdyttda f:44 ja g:té.

Ongelman hahmottamisen kannalta on edullista yrittéda ensin
kiintdid suoraan bijektiota ¢3 0.9, ° 94 (kiinnittémétté
huomiota sen kompositioluonteeseen) eli lausua p ja O suoraan

muuttujista £ ja 9. N&din saadut ensimmiiset arviot

. 1-
(4.1.10) p = E:?%a
0y =L - o2(1-£-
(4.1.11) (l_@) = = S 2(1-£-9)

toimivat hyvin, kun £+g % 1 ja £ = g, jolloin o0 3japs= %.

Toisaalta alueella © = 1 kannattaa tarkastella kuvausta
9, © 9 parilta (p,0) parille (u,v) . Taman kiinteiskuvaus

on likimain muotoa

1

1+ V2
=

(4.1.12) p *

2 =

(4.1.13) (7% = = Vv

Kuitenkin varsinaiset tarkkuuskaavat kehiteté&n kuvauksien

P
3 (£,9) kidnteiskuvauksille.

?2
(a,b) — (u,v) tai (a,b)

IR—
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Kun (a,b) on lausuttu joko (u,v):n tai (f,g):n funktiona,

saadaan a:n Jja b:n lausekkeet kuten p = E%B r O = E:%;T ’

« = a+b jne. sijoituksella.

vaikka tutkimuksen pddtarkoituksena on approksimoida para-
metreja a ja b yksinkertaisilla geometristen keskiarvojen
f ja g funktioilla on liitteessi 3 esitetty Newtonin
iterointimenetelmddn perustuva algoritmi, joka laskee a:n
ja b:n arvot, kun u ja v ovat annettuja. Tdtd algoritmia
voidaan kdyttdd haluttaessa otossuureiden u ja u havainto-

arvoja vastaavat maximum likelihood-estimaatit a ja b.

Liitteend oleva tietokoneohjelma on laadittu GE 600 BASIC-

kielelle.

Liitteend 4 olevan taulukon avulla on ljaadittu sivuilla 56-57
esitetyt diagrammat I ja II, joiden avulla saa havainnol-
lisen kdsityksen kuvauksien (f£,9) > (p,0) Ja (f£,9) - (a,b)

ominaisuuksista.

Eris huomionarvoinen diagrammoista ilmenevi seikka on, etta
geometristen keskiarvojen £ ja g summa on korkeintaan yksi,
kuten aiemmin todistettiin. Nédin ollen kuvaukset (f,g) + (p,0)
ja (£,g9) + (a,b) ovat misdritellyt vain kolmiossa

p={(£,q9)|f >0, g >0, f+g <1}, jonka reunoilla kuvaukset

tulevat epimdidrdisiksi.
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Diagonaalilla f+g = 1 vastaava betajakauma oOn kokonaan
keskittynyt odotusarvossa p kohdalle. T4118in kaavojen
(4.1.10 - 11) mukaan p = 1-g = £ ja © = 0. Mik&dli a ja b
molemmat ovat suuria on Beta(a,b) likimain normaalijakauman
muotoinen, jolloin f:n ja g:n summa on 1ikimain yksi Jja
arviot (4.1.10) sekd (4.1.11) toimivat hyvin. T4td tilan-

netta tarkastellaan luvussa 4.2.

Diagramma I : Parametrien 6 ja p nivookdyrid geometristen

keskiarvojen £ ja g misriimissid koordinaa-

tistossa

1.0 1.0

8 p=.2 8

6 < p=.4 6

| S,
Q%'O
%4
/ N
4 = p=.8 4
G‘b
4
Sy
8.
. \ s,
S
p=.8
2 / < 2
S{
&
O\
D>
e R—




Diagramma II: Parametrien a ja b nivookdyrid geometristen

keskiarvojen f ja g mddrddméssd koordinaa-

tistossa

1.0 1.0

f

Mik#li geometrisista keskiarvoista £ =e 1 ja g =e

-u
toinen on ldhelld nollaa (eli u tai v on suuri), ollaan
diagrammoissa ldhelld toista koordinaattiakselia. T&116in

a ja b molemmat ovat pieniél), joten Beta(a,b) on U:n

muotoinen. Tissid tapauksessa arviot ovat tyyppid (4.1.12) ja

1) Paitsi jos f+g = 1, jolloin ollaan toisen kolmion
nurkkapisteen 1#hist6lld. T&td tapausta tarkastellaan
seuraavaksi.
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(4.1.13). Koska p ja © sekd a ja b muuttuvat ldhelld koordi-
naattiakseleita hyvin nopeasti, eivédt diagrammat I ja II
anna tarkkaa kuvaa tilanteesta. Diagramma IIT on diagrammaa I
vastaava kuvio, jossa f:n ja g:n sijaan on kdytetty muuttu-
jina (0,1)-valin suureita 1/(l+u) ja 1/(1+v). T4118in p:n ja
O:n nivookdyrédt saadaan selvemmin esiin. U-muotoisten beta-

jakaumien tapausta tarkastellaan luvussa 4.3.

Diagramma III: Parametrien p ja © nivookdyrid suureiden 1/(1+u)

Jja 1/(1+v) médrddmdssad koordinaatistossa

1.0 1.0
.
1+v
N, =0.
08 \\\ 0.2 0.8
N
0.6
OAI
0.2
0‘
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Edelld kdsitellyisséd tapauksissa laajennettiin likelihood
yvhtdloiden ratkaisut singulaarisista tapauksista f+g = 1
ja £ = 0 tai g = 0 ldhtien. Tami merkitsee (diagrammojen
avulla ilmaistuna) kolmion reunoilla tarkkojen kaavojen

yleistdmistd kohti kolmion keskustaa.

Reunalla f+g = 1 on estimoitujen betajakaumien todenndkdisyys-
massa keskittynyt kokonaan painopisteeseensd. Mikdli ollaan
f-akselilla, on © = 1 ja p = 1, mikd merkitsee estimoidun
betajakauman keskittyneen x-akselin pisteeseen 1 ja yhtyvédn
singulaariseen binomijakaumaan Bin(n = 1, p = 1). Vastaavasti
g-akselin tapauksessa estimoitu betajakauma yhtyy binomija-
kaumaan Bin(n = 1, p = 0). Kuten diagrammasta I havaitaan,
ovat kolmion kaikki nurkkapisteet erikoispisteitd p:n tai

O:n kannalta. Nurkissa (f,g) = (0,1) ja (£,9) = (1,0) on

0 epidmidrdinen. Tdmd voidaan tulkita siten, ettd betajakauma
voi keskittyid esimerkiksi x-akselin pisteeseen 0 ddrettdmdn
monella tavalla: normaalijakauman, gammajakauman tai U:n
muotoisten betajakaumien vdlitykselld, kun nididen painopiste

ldhenee origoa.

Vastaavasti piste (f£,g) = (0,0) on erikoispiste p:n suhteen,
samalla kun 0 = 1. Kyseinen nurkkapiste sisdltdd kailkki
singulaariset U:n muotoiset betajakaumat eli binomijakaumat

Bin(n = 1, p).
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Lukijan on hyédyllistad havainnollistaa itselleen kahden muut-
tujan funktioiden 0O = o(f,g) jap = p(f,q) kiyttdytymistad
diagramman I nivookdyrien avulla, jolloin 1ikelihood yhtéa-

16iden transsendenttinen luonne selvédsti ilmenee.

Edellisen nojalla hallitaan singulaarisen pisteen (£,9) = (0,0)
ympdristd kaavojen (4.1.12 - 13) avulla. Sen sijaan nurkka-
pisteet (f,9) = (0,1) ja (£,9) = (1,0) ovat huomattavasti
vaikeammin kisiteltdvissd. Yksinkertaiset ratkaisut, jotka
ovat hyvia normaalityyppisille tai U-muotoisille jakaumille
eivit sellaisenaan toimi ndissd nurkkapisteissé, joihin
1liittyy l&hinnd J-muotoisia betajakaumia. Niitd gammajakauman

tyyppisid betajakaumia tarkastellaan luvussa 4.4.




4.2. NORMAALIJAKAUMAN MUOTOISTEN BETAJAKAUMIEN

TAPAUS: a > 2 JA b 2 2 SERA a/b z 1

Tissd luvussa tarkastellaan likelihood yht&dldiden ratkaise-
mista, kun a ja b molemmat ovat suuria. T4118in Beta(a,b)
on normaalijakauman muotoinen yksihuippuinen jakauma,

jossa f+g ® 1. Diagrammassa I siis ollaan ldhelld kolmion
reunaa f+g = 1. Etdisyyttd tdstd reunasta mitataan yksin-

kertaisesti positiivisella suureella

(4.2.1) 4= g 1-f-g ,

jonka avulla edellisen luvun kaavat (4.1.10 - 11) voidaan

esittdd muodossa

. 1l-g _ f+d

(4.2.2) P * 375 T I+

. 1-f _ g+d

(4.2.3)  q % 355 = 134
(4.2.4) x = a+b = ==
. 2d

Niiden arvioiden tarkkuus ilmenee liitteestd 6 . Huomatta-
koon, ettd p:n ja g:n arviot ovat tdysin symmetrisid ja
niiden summa

£f+d g+d

(4.2.5) J3g *17a =
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kuten pitd&kin. Yhtdldn (4.2.4) mukaan a+b on likimain
kiintdien verrannollinen diagonaalista laskettuun etdisyy-

teen d = 1-f-g.

Vastaavat arviot a:lle ja b:lle ovat

_ . ,f+d, 1
(4.2.6) a = px = (T:E)Ea

e . (gtdy 1
(4.2.7) b =ax = ({5z)3g

Oleellista approksimaatioissa on, ettd suurilla a:n ja b:n
arvoilla x = a+b on likimain vain etdisyyden d = 1-f-g
funktio, joten ‘'vinouden' vaikutus on hyvin pieni. Vasta

kun f ja g ovat aivan eri suuruusluokkaa alkavat arviot
(4.2.2 - 4) pettdsd ja f:n ja g:n yksilSlliset vaikutukset

on otettava huomioon. Diagrammassa IV olevat kdyrdt ovat %:n
nivookdyrid p:n ja d:n midrd&mdssd koordinaatistossa. Kun d
pienenee, pienenee (jokaisella kiintedlld p:11d) myds suure
%. Samalla %:n nivookdyrit suoristuvat, mikd merkitsee, ettd
N on yhi tarkemmin vain d:n funktio. Jos %:n nivookdyrét

.. . , . 1 . A
olisivat suoria, olisi 5 vain d:n funktio.



piagramma IV: Suureen 1/x nivookdyrdt p:n ja din midrddméssd

koordinaatistossa

d= d=
1-f-g

%=1no

<

N

%s A1

1NN

0 1 .2 3 A4 .5 .6 7 .8 9 10
a
pP=-

Voimmekin todeta, ettd symmetrisessd tapauksessa p = 3
(eli a = b) tarkat %:n arviot toimivat hyvin myds, kun
p ~ % erityisesti pienilld d:n arvoilla. Tdmdn tuloksen
avulla saadaan symmetrisen tapauksen avulla johdettua
yleisemminkin kdyttdkelpoisia tuloksia. Johdetaan ensin

x:n arvio (4.2.4) k&dyttimilld ml-yht&ldiden esitysmuotoa
_ =l -1
(4.2.8) x = at+tb = ¢ (P(x)-u) + ¢ “(P(x)-u).

Koska suurilla y:n arvoilla

vy, 1
t 3

r

(4.2.9) v iy T e

63



64

saadaan esimerkiksi

sVt Ll g vl L

(4.2.10) v (v (x)-uw) e 5 .

MyShemmin johdettavissa x:n tarkkuuskaavoissa ratkaistaan

Y (%)

(4.2.8):aa vastaava yhtdld ensin x:n funktion e suhteen

ja t&mid edelleen x:n suhteen. Tdssd sijoitetaan sen sijaan

(4.2.11y ¥ = x -

r

1
2

jolloin saadaan seuraavat yhtdpitdvdt arviot:

N
+
Nof =

(4.2.12) x = £(x - %) + % + g(x -

(N )

(4.2.13) (x - 3) % (£+g) (x - 3) +

>, d=1-f-g

14

(4.2.14) d(x - )

L

2da T

=

(4.2.15) x =

Arviossa (4.2.15)kuitenkin luku % on "virheellinen": pienilld

d:n arvoilla % tulee korvata %:llé kuten liitteessd 2 sym-
metrisen tapauksen a = b avulla osoitetaan. Joka tapauksessa
x on likimain k&d4ntden verrannollinen d:n kanssa, kun a ja b

ovat suuria.




Odotusarvon p %-arvioon (4.2.2) pddstédn esimerkiksi

yhtdldstd

v(a) Y (b)
e _ & - e
(4.2.16) f-g T

kiyttdamilld (4.2.10):td vastaavia arvioita:

1 1
(a - 5) - (b - 5)

m——
2

el

(4.2.17) £-g
1, .

(4.2.18) (f-g)(x - 3) = a=b

(4.2.19) (£-9)(1 - %x) ~pPq-

Kiyttdmills vasemmalla puolella geometrisen sarjan summa-

kaavaa ja arviota x = %E saadaan

f-g . -
(4.2.20) 174 = P4 -

joka on yhtédpitdvd p:n arvion (4.2.2) kanssa. Parametrin x

arvioon (4.2.15) pddstddn myls 15htemilld yhtd1d (4.2.16)

vastaavasta (f+g):n yhtdldstd.

Liitteessi 2 symmetrisen tapauksen avulla johdettu x:n
arvio (19) eli
. 1-a?

2d

(4.2.21) x
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on huomattava parannus arvioon (4.2.15) nihden. Kombinoi-

malla timi yksinkertaisiin p:n ja g:n arvioihin, saadaan

kaavat
2
£+ 1-d (£+d) (1-d)
(4.2.22) a = (y¢3) ) = =
I+ (2d—d2 d(2-d)
2
(4.2.23) b = (& ) = (ggﬁéié)d) .

2d-d°

Arvioiden (4.2.21-23) tarkkuudet ilmenevit seuraavasta

taulukosta.
N o 1-a2  |(£+d) (1-@) | (g+d) (1-d)

raaZ | (D 3(2-d)

9.0 0.1 10.134 1.020 9.114
0.2 9.297 1.863 7.433

0.3 9.100 2.732 6.367

0.4 9.029 3.612 5.416

0.5 9.009 4.505 4.505

4.0 0.1 5.679 0.590 5.088
0.2 1.427 0.898 3.529

0.3 4.144 1.251 2.893

0.4 4.046 1.622 2.424

0.5 4.020 2.010 2.010

2.333| 0.1 4.425 0.491 3.934
0.2 2.885 0.604 2.281

0.3 2.521 0.772 1.749

0.4 2.394 0.965 1.429

0.5 2.361 1.180 1.180

1.5 0.1 3.797 0.466 3.331
0.2 2.153 0.479 1.674

0.3 1.722 0.544 1.178

0.4 1.566 0.639 0.927

0.5 1.524 0.762 0.762

1.000{ 0.1 3.256 0.456 2.800
0.2 1.711 0.419 1.292

0.3 1.239 0.414 0.826

0.4 1.052 0.439 0.613

0.5 1.000 0.500 0.500
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vertailemalla taulukkoa liitteen 4 parametrien a ja b
arvoihin havaitaan arvioiden (4.2.22-23) virheiden olevan
korkeintaan 2 %, kun a = b 2 0.5. Johtuen pddasiassa x:n
arvion (4.2.21) heikkenemisestd kasvavat a:n ja b:n arvioi-
den virheet, kun p poikkeaa 0.5:sti. Tdmid taipumus kuiten-—
kin hidvidd x:n kasvaessa. Esimerkiksi kun x = 9, p > 0.3

ja q > 0.3 ovat virheet alle 2 %. Suuremmilla x:n arvoilla,
jotka ovat tavanomaisissa sovellutuksissa odotettavasti

yleisempid, ovat arvioiden kdyttdalueet vield laajempia.

Siirrymme varsinaisten tarkkuuskaavojen johtamiseen. Suurilla

a:n ja b:n arvoilla yksinkertainen ratkaisumenetelmd perus-
tuu kidinteisfunktiomuotoon (2.4.25). Arvioiden yleispiirteet
saadaan esitettyd kdyttdmdlla psiin kisinteisfunktion approksi-
maatiota

Y

(4.2.24) x =y T(y) Tz + 1

> E%E , jJossa z = e

Approksimaation virhe on pienempi kuin 3 10_2, kun

y > -1 eli x > 0.78 ja virhe hdvi&id nopeasti y:n (ja x:n)
kasvaessa.
Sijoittamalla ml-yhtdldiden kdinteisfunktiomuotoon

(4.2.25) w_l(y) = w—l(y-u) + w_l(y-v)

arvio (4.2.24) saadaan
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1.1 . 1_ 1 11

joka sievenee muotoon

(4.2.27) 2dz = 1 - I%E (% + % - 1), jossa
d = 1-f-g ja z = ef = ew(x)-

Seuraavat tulokset voidaan pi&telld vdlittOmésti:

A, Jos d * 0 ja £ ja g ovat selvésti nollasta eroavia,
on 2dz =~ 1 eli z = 1/2d. T&mi on tilanne, kun a ja
b ovat molemmat suuria.

B. Jos f tai g lihenee nollaa (eli fg -+ 0), antaa
(4.2.27) tdysin virheellisid arvioita z:lle.
T§118in on a tai b pienempi kuin 0.78 ja kaytetty
psiin k&dnteisfunktion approksimaatio (4.2.24) ei
toimi. Arviota (4.2.27) on siis korjattava, kun

fg - 0.

Ratkaisemalla arvio (4.2.27) kvadraattisesti muuttujan z

suhteen saadaan

. L

L
(4.2.28) z = 73 =

1+ V1- %? (% + 2 - 1)) = .. z

df "1

Tdmin jdlkeen voidaan a ja b arvioida kaavoilla

(N o
!
|
o

(4.2.29) a = ¢ T(y-u) % fz, +




- - ~ L _ _
(4.2.30) b =y “(y-v) = gz, + 3 = b

Tarkastuksen vuoksi voidaan x arvioida paitsi summana

a, + bl myds suoraan z,:n funktiona

1

1 - fs -
t 3 74z, | df N

(4.2.31) x = ¥ T (y) Tz

Sseuraavasta taulukosta ilmenee arvioiden tarkkuus niiden

sovellutusalueella.

X P z, Xy a; b1
9.0 0.1 8.0325 8.5273 0.8501 7.6772
.2 8.4739 8.9689 1.7935 7.1755
.3 8.4974 8.9925 2.6976 6.2948
.4 8.5015 8.9967 3.5987 5.3981
.5 8.5025 8.9976 4.4988 4.4988
4.0 0.1 - - = -
72 3.1673 3.6541 0.7223 2.9318
.3 3.4485 3.9364 1.1788 2.7576
.4 3.4871 3.9752 1.5894 2.3858
«5 3.4942 3.9822 1.9911 1.9911
2.333 0.1 - — = -
.2 - = - =
.3 1.3805 1.8503 0.5300 1.3203
.4 1.7352 2.2112 0.8789 1.3323
.5 1.7742 2.2508 1.1254 1.1254

Havaitaan, ettd arviot ovat hyvin tarkkoja, kun a ja b ovat
molemmat vdhintdin kaksi. Virhe on t&lldin alle 0.5 %. Jos
vihintdin toinen parametreista a ja b on alle kahden, kasvaa
virhe nopeasti, kuten kdytettyjen approksimaatiokaavojen

mukaan oli odotettavissakin. Lopulta kaava antaa mielettSmid
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tuloksia juurrettavan muuttuessa negatiiviseksi (taulukossa

olevat viivat osoittavat nditd tapauksia).

Tarkastelemalla yksityiskohtaisemmin arvioita Zys Xy, 34 ja

bl havaitaan suhteista (zl/z), (xl/X), (al/a), (bl/b), ettd

virhelihde sisdltyy z:n arvioon. Tdmdn jdlkeen sovelletut
arviointimenetelmdt vain sdilyttavdt zy:n suhteellisen
virheen. T&td varmentaa mySs se, ettd a, + bl on hyvin 1&-

helld x,:td, joka on laskettu suoraan z,:n funktiona.

1

Arvioita zZyr @ ja b1 voidaan tarkentaa ja niiden sovellutus-

aluetta laajentaa seuraavasti. Kdytet&d&dn psiin kdd&nteisfunk-

tion arvion (4.2.24) sijalla arviota

jossa z = ey .

=
|

(4.2.32) x =V T(y) 2 z + >

24z + 23T

Kun jatketaan vastaavalla tavalla kuin arviota (4.2.27)

johdettaessa, saadaan sille seuraava tarkennus:

(4.2.33) 2dz = 1 - 1%z( - + 11 _ ll
T Ee ) 9tiZz(gzrn)  TiZz(z+D)

"Ratkaisemalla" 2. asteen yhtdld kuten arviota (4.2.28) joh-

dettaessa pdiddytddn z:n approksimaatioon z,

(4.2.34) z, = L Vi-Za@) +a@ - am)l, jossa
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(4.2.35) A(v) = - i ja
v o+
lZzO(sz + 1)

2
(4.2.36) 1z, = gg td ]
fg . 2d + d°[exp(——=)"1
p\/uv+l.2

Arvio 4 voidaan tulkita z:n arvioiden 1/2d ja

uv
uv+1l.2 2
painojen ollessa fg ja d¢. Titi voidaan pitdd globaalisen

1/ exp( )-1 painotetuksi harmoniseksi keskiarvoksi
z:n arviona, kuten liitteestd 8 havaitaan. Kun a ja b
ovat vdhintd&n 2, on z,:n suhteellinen virhe pienempi kuin

0.5 % ja virhe h&vidid nopeasti a:n ja b:n kasvaessa.

Kdyttdamdlld zzzta ja liitteen 1 approksimaatiota (27)
saadaan arviot

(4.2.37) a, = H(fzz)

2

(4.2.38) b2 = H(gzz) , Jjoissa

(4.2.39) H(z) =z + %-— 1 5 o ¢_l(log z)
24z + ——=
z+1

Laskettuja a,:n ja b2:n arvoja on liitetaulukossa 9.
Taulukosta havaitaan esimerkiksi, ettdi arvioiden a, ja b2
suhteellinen virhe on pienempi kuin 3 %, kun a,b >1 ja
pienempi kuin 0.3 %, kun a,b > 2; sekd suhteellinen ettd ab-

soluuttinen virhe ldhenevdt nollaa, kun a ja b kasvavat.



72

Sen sijaan a,:n ja b2:n tarkkuus pienenee, jos a tai b on
pienempi kuin 1 (jolloin le < 0.5 tai gz, < 0.5); ndissd
tapauksissa k&ytetddn kappaleissa 6.3 tai 6.4 esitettdvdd
menettelyd. Mainittakoon tédssd, ettd Pearsonin taulukoista
(2) 18ytyy vain parametrien a ja b arvoja 0.5 < a £ 50,

a < b < 50 vastaavia betajakauman kertymidfunktioita, joten
arviot ovat tarkkoja melkein kaikkien Pearsonin tarkastele-

mien jakaumien tapauksessa.



4.3. U-MUOTOISTEN BETAJAKAUMIEN TAPAUS: a < 1 JAb <1

Tarkasteltavan tapauksen kédsittelu perustuu likelihood

yhtdldiden siirtomuotoon (2.4.31), josta seuraavat yhtdloét

(4.3.1)

(4.3.2)

(4.3.3)

.
X

o=

o+

[
+
tl L

<
+
t L

Niissd yhtdldissd pyritédédn arvioimaan suureet

(4.3.4) u=u-u
(4.3.5) v=v-v'=
Korvaamalla u

malla u' = 0 ja v!'

ja ¥V vastaavasti suureilla u ja v (eli arvioi-

' =y - [P(atb+l) - Y(a+l)]

v - [V (a+b+l) - Y (b+l)]

(4.1.12 - 13) kanssa yhtdpitdvit arviot

(4.3.6)

(4.3.7)

(4.3.8)

1
X

R o

ol

b4

R

24

v

Vv

+

v uv

Vav .

73

0) saadaan aiemmin mainittujen arvioiden
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Arvion (4.3.6) mukaan 1/x on pienilld a:n ja b:in arvoilla
vain uv:n funktio. T&mi riippuvuus sdilyy vastaavana,

vaikka a ja b kasvavat, kuten seuraavasta kuviosta havai-

taan.

Diagramma V : Suureen 1/x nivookdyrid p:n ja yuv:n

misirdamissid koordinaatistossa

Virw Vav
12 12
10 10

1-9.0

) 8

8 ]
1=40

4 [—————— 4
%:zsﬂ

2 — 4 2

o b 2 .3 ¥ ) 5 .6 N .8 .9 1.0

Havaitaan, ettd 1/x:n nivookdyrat ovat likimain horisontaa-
lisia suoria, joten symmetrisen tilanteen a = b (eli p = 0.5)

arvioita voidaan soveltaa laajemminkin.

Kuten liitteessd 2 symmetrisen tapauksen a = b avulla osoite-

taan, on arviota (4.3.6) syytd korjata seuraavasti

= vu - >
vuv + 1.5

(4.3.9)

Ll L



Kiyttdmdllsi identiteettid 1/a = (1/p)-(1/x) ja pin arviota

(4.1.12) saadaan (4.3.9):n avulla

1. /g 1
(4.3.10) Lz (1 + VY (v - )
a b4 yuv 1.5
(4.3.11) L= (1 + VY (aw - L )
L ] - b ~ u .

vuv + 1.5

Jilkimmidinen arvio seuraa symmetrian nojalla.

Kun a,b < 0.5 ja p,9 > 0.3 on approksimaatioiden suhteelli-
nen virhe alle 4 %, mikid merkitsee pahimmillaan parin sadas-
osan absoluuttista virhettd. Kun a ja b lihestyvdt nollaa
hiviii suhteellinen virhe nopeasti. Esimerkiksi kun
a=0.050 ja b = 0.2000 saadaan arvioiksi vastaavasti

0.0511 ja 0.2002 suhteellisten virheiden ollessa 2.2 % ja

0.1 %.

Siirrytddn symmetriseen tapaukseen perustuvasta menetelmds-
ti yleisen tapauksen tarkasteluun. Valitussa tarkastelu-
tavassa pyritddn arvioimaan suureet

(4.3.12) u' = Y(atb+l) - y(a+l)

(4.3.13) v' = Y (atb+l) - P (b+l).

75
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Liitteen 1 arvio (32) voidaan kirjoittaa muotoon

0.877-)

(4.3.14) ¢ (x+1) = log(l + ¥ - ,
47&¥ + 2

Koska perusmuodon (2.4.21) perusteella on parametreille a ja

b voimassa yhtdlodt

(4.3.15) V(@) = ge¥(ath) _ ¢,

- gelb(a+b) - w(a+b)’

(4.3.16) ew(b) gz , Jossa z = e

saadaan kdyttidmillid arviota (4.3.14) u':lle ja v':lle

approksimaatiot

L+ g 0.877
a7 z + 2
Llog( 0BT
1+ £z - gz 73

1]

(4.3.17) u

0.877
+
log 57T

gz +

(4.3.18) v!

113

Kun z:n arviona kdytet#ddn jo edellisessd kappaleessa mainit-

tua globaalista arviota 2z,

fg + d2

fg - 2d + d2[exp(—m—ay—) - 1]

vuv + 1.2

’

(4.3.19) zy =

saadaan u':lle ja v':lle arviot u'3 ja v'3 H
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. B(zl}
(4.3.20) u 3 = lOg[B—(EEETI

B(zl)
(4.3.21) V3=10g[§'GZ—lT|r

0.877

joissa B(z) =1+ 2~ g5 775 -

Tdmdn jdlkeen mddrdtddn seuraavassa jirjestyksesséd suureet
= 1 e .
§g sekd aj ja b3 :

(4.3.22)

o

I

c

1

o
w-

(4.3.23) v, =v - V!

1 _ /==
(4.3.24) ol .,
!
(4.3.25) ay = ——
us * -
3
(4.3.26) by = 1 - -
V3 * 1o
3

Arviot aj ja b3 ovat kaikkialla tarkkoja likiarvoja para-

metreille a ja b. Laskettuja arvoja on liitteessd 10.

Approksimaatioiden ag ja b3 suhteellinen virhe l&dhestyy nollaa,
kun a ja b pienenevdt. Kun a ja b ovat pienempid kuin 0.1, on

aj:in ja b3:n suhteellinen virhe alle 2 &. Suhteellinen virhe
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on suurimmillaan (n. 9 %), kun x = a + b on likimain 0.5;
timi merkitsee pahimmassa tapauksessa ajissa ja b3:ssa

kahden sadasosan absoluuttista virhettd. Kun x = a + b =x 1,

on suhteellinen virhe alle 4 % ja absoluuttinen virhe alle
kaksi sadasosaa. Approksimaatioiden 3, ja b3 suhteellinen
virhe pysyy alle 5 %:n, vaikka x = a + b kasvaal). Huomautet-
takoon, ettd parametrien a ja b ollessa alle yhden, riittda
tavallisesti tietty absoluuttinen tarkkuus. Kdyttdmdlla

liitteen 3 iterointiohjelmaa voidaan a ja b tarvittaessa

kylldkin arvioida mielivaltaisella tarkkuudella.

Arviota azs b3 huomattavasti tarkempia arvioita alueella
a >2, b >2 ovat edellisessd luvussa esitetyt arviot
aj bl tai ayr b2. Vastaavasti alueella a < 1, b > 3 on

edullista kdyttdd seuraavassa luvussa johdettuja arvioita.

1) Ndin on tilanne ainakin tdssd ty®ssd taulukoiduissa
pisteissa.



4.4, GAMMA-JAKAUMAN MUOTOISTEN BETA~JAKAUMIEN TAPAUS:

a/b *~ 0 TAI b/a = 0

Aiemmin on jo viitattu vaikeuksiin, jotka johtuvat para-=

metrien a ja b suuruusluokista. Koska ml-yhtdlodissa

(4.4.1) Y (atb) - v(a)

il
o

(4.4.2) ¥ (atb) - Y (b)

]
<

esiintyvidt a, b ja a+b jokainen psii-funktion argumenttina,
tdytyy nyt tarkasteltavassa tapauksessa kidyttdd eri alueiden
psii-funktion arvioita. T&11ldin joudutaan tavallisesti han-
kaliin lausekkeisiin. Seuraavassa esitetdin arviointimene-
telmi, jossa kuitenkin paddytédan selvidpiirteiseen tulokseen.

vhtilst (4.4.1 - 2) on syytd kirjoittaa muotoonl)

(4.4.3) Y(b) - y(a) = u-v, jossa

ol

S _ ) b .
(4.4.4) P (at+b) p(b) = v , Jossa 7f * 1
ja edelleen

(4.4.5) log a - ¥(a) = u-v + [log a = ¥ (b)]

(4.4.6) v = (a+tb) - ¥(b) T Y'(b¥5) a

1) Tissd tarkastelemme tapausta a/b = 0; kddnteinen tapaus
kisitelldsn vastaavasti.



Seuraavassa ei tarkemmin perustella niitd vaiheita, joiden
kautta tihin menetelmddn lopulta padddyttiin vaan esitetddn

lyhyesti tirkeimmdt tuloksetl).

psii-funktion derivaatalle voidaan johtaa seuraavat asym~

toottiset kehitelmdt

(4.4.7)  b'(x) ==+ AL A (klassinen)
X 2 3
2x 6x
(4.4.8) ¥'(x) = 1 .
x - = + 1, =2
2 12x 2

Suorittamalla jako havaitaan (4.4.8):n kehitelmdn vastaavan

klassista arviota merkitylld tarkkuudella.

Kayttdmdlla (4.4.8):n 3 ensimmiistd termid saadaan

(4.4.9) Vv = a .

b + —%—+ -
12 (b+5)

IR

Timidn nojalla v on likipitden suoraan verrannollinen a:han

ja kéd&dntden verrannollinen b:hen.

Samalla alueella ja vastaavalla tarkkuudella pédtee

a )

‘(4.4.10) log a -~ p(b) = log( T T
b -3+ 55
2 24b

—————————

1) Johto perustuu betajakauman ja gammajakauman vidliseen
vastaavuuteen ja sen kehittdmiseen tarvittiin yli 2
vuotta:



Logaritmoitavan lausekkeen ja yhtdldn (4.4.9) vasemman
puolen yhdenkaltaisuus on huomionarvoinen. Kertomalla

(4.4.9) auki saadaan

(4.4.11) a = v(%) + vib - % + "*—l—g—l
12 (b+3)
(4.4.12) a[l—%]z v[b_%+ la
12(b+§)
a ~ 2v
(4.4.13) = r (L)
2 12(b+%)

Ainoa ero yhtdldn (4.4.10) logaritmoitavassa ja (4.4.13):n
oikeassa puolessa on termien 1/24b ja 1/12(b+%) ero.
Emme nyt kiinnitd tdhén huomiota vaan arvioimme

(4.4.14) 1log a = Y(b) = log(é?%) .

Kun tdmi sijoitetaan yhtd160n (4.4.5), saadaan a:n madrdda-

miseksi yht&dld
(4.4.15) log a - y(a) =M, jossa

(4.4.16) M

u-v + [log a - Y (b)]

1]

_ 2V
u-v + 1og(§:v)
_ 1 2v
= log(§) + log g + log(z=)

= 105(%) + 1og(§¥%)
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Gammajakauman parametrien estimoinnissa ml-menetelmdlla
1)

joudutaan samaa tyyppid olevaan yhtdlddén™ . Suureen M

suuruusluokan, kun a/b < 0, mddrdd termi log(%).

Arvioimalla M yhtdléstd (4.4.16), saadaan a yhtdldstd (4.4.15)
ja b edelleen yhtdléstd
2=-v

(4.4.17) b = a(jay) +

1 _ 1
2 a
6+12(;)

Yhtildn (4.4.15) likimddrdistd ratkaisua ei tédssd yhteydessd
johdeta, vaan tyydytddn esittédmédn erditd k&yttdkelpoisia

arvioita.

Yksinkertaiset ja suhteellisen tarkat yld- ja alarajat

a:lle ovat

1 il 1 L
(4.4.18) 75+ goam < 2 < W * &M

Yliraja on asymptoottisesti tarkka sekd pienilld ettd suurilla

a:n arvoilla ja sen maksimivirhe on pienempi kuin 2-10-2.

Tarkempi arvio on

1 1

(4.4.19) a = + 3
6+2M+log (1+M7)

r

Z2M

1) Ks. Vasama - Vartia (7) s. 509.



jonka suhteellinen virhe on suurimmillaan 1 %:n luokkaa

(kun a ~ 0,5), jolloin myds absoluuttinen virhe saavuttaa

maksimiarvonsa. Tdmid on pienempi kuin 3-10—3. Absoluuttinen

virhe hiviii nopeasti, jos a kasvaa tai lihenee nollaa;

suhteellinen virhe jidlkimmdisessd tapauksessa pySYyY noin

puolessa prosentissa.

Jos esimerkiksi M = 0.5, on a = 1.1377 ja arvio (4.4.19)

antaa a ~ 1.1384, joten virhe on alle promillen.

Kiytettavat approksimaatiokaavat voidaan esittdd seuraa-

vasti.

Ensin lasketaan suure
(4.4.20) M, = u-v-1og (3%
ja mddrdtddn yhtdldn
(4.4.21) log(a) - ¥(a) =M,

likimiirdinen ratkaisu a4 muodossa

(4.4.22) a, = A(M4) , Jjossa

(4.4.23) A(M) = = + 1 5
6+2M+10g (1+M°)

2M

83



84

Tdmin jdlkeen mddrdytyy b:n arvio b4 rekursiivisesti

yhtdldstd

2=V 1 1

(4.4.24) Dby = 3,55 * 37 §¥12(a,/V)

4

Nimi arviot toimivat erinomaisesti gammajakauman tyyppisten
betajakaumien tapauksessa, jolloin a on pieni verrattuna
b:hen. Kun a < 1 ja b > 3 ovat arvioiden virheet alle 1 %
ja virheet hdvi&vdt nopeasti, kun a pienenee ja b kasvaa.
Esimerkiksi hankalan vinossa tapauksessa p = 0.1, x =19,
jolloin a = 0.9 ja b = 8.1 saadaan arviot a, = 0.89987 ja

b, = 8.091. Niiden virheet ovat vastaavasti 0.01 % ja 0.1 %.

4
Arviot toimivat yll&dtt&vdn hyvin vaikka b olisi vain yli
yhden, kun samalla p < 0.3. Erityisesti p:lle saadut
arviot ovat vield t#118in hyvin tarkkoja. Odotusarvon

p virhe on pienempi kuin 1 %, mutta x:n arviolla a4+b4 on
taipumus heikentyd a:n 13hetessd b:td. Kuitenkin myds x:n
virhe on pienempi kuin 2 %, jos ehdon p < 0.3 lisé&ksi

a < 1.

Liitetaulukon 11 avulla saadaan tdsmdllisempi kdsitys

arvioiden tarkkuudesta.

Huomautetaan vield varmuuden vuoksi, etti toiseen suuntaan
vinossa tapauksessa b < 1 ja a > 3 on sopivat muuttujat

vaihdettava keskendidn. Td116in kdytetddn kaavoja
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2
(4.4.25) M, v-u-log(1ﬁ%)

(4.4.26) b4 = A(M4) r Jossa

(4.4.27) A(M) = o + —
6+2M+1log (1+M°)
- 2-u, 1 X

(4.4.28) ay = b, (550 + 7 7 e¥12(p,/0)

Voidaan siis todeta, ettd saatujen kaavojen avulla pystytddn
arvioimaan hyvin tarkasti gammajakauman tyyppisten
betajakaumien parametrit. Ndin ollen luvussa 4 esitet-
tyjen approksimaatiokaavojen avulla voidaan arvioida

mm. betajakauman parametrien a ja b ja geometristen kes-
kiarvojen f ja g vdliset yhteydet riippumatta a:n ja b:n

suuruusluokista.
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LIITE 1: PSII-FUNKTION JA PSII-FUNKTION KAANTEISFUNKTION

APPROKSIMOINTI

Maximum likelihood-yht&l®iden ratkaisemiseksi tdytyy hallita
psii-funktion k&ytt&ytyminen, jonka vuoksi tdssd johdetaan
erityisesti kyseiseen ongelmaan soveltuvia uusia psii-
funktion approksimointikaavoja. Psii-funktion k&&nteisfunktioon
perustuva ml-yht#dl&iden kirjoitustapa osoittautuu my8s hyvin
kdyttokelpoiseksitehtivdsd ratkaistaessa. Tdlldin joudutaan
johtamaan ilmeisesti uusia psii-funktion kddnteisfunktiota
koskevia tuloksia. Psiin k##nteisfunktiota ei tiet&d&dkseni ole

aikaisemmin tarkasteltu itsendisend funktiona.

Maximum likelihood-yht#dl&iden ratkaisemisessa joudutaan
oleellisesti erilaisiin ratkaisuihin suurilla ja pienilla

a:n ja b:n arvoilla. T&m# johtuu pohjimmiltaan psii-funktion
eri tyyppisestd k&yttdytymisestd pienilld ja suurilla argumen-—
tinsa arvoilla. Nimittdin ¥ (x}x log x, kun x on suuri, kun taas
pienilli positiivisilla x:n arvoilla ¢ (x)* —(%). Ndiden tie-
tojen samanaikainen huomioonottaminen on yllédttdvdn hankalaa;
voi jopa sanoa, ettd t&md on tutkimuksen perusongelma.

Psii-funktio midiritell&ddn seuraavasti:

-4 _ I''(x) .
_(l) ¥ (x) = gz log T'(x) = =gy r Jossa
(2) rx) = f tx_le_tdt = Eulerin gammafunktio.
o
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Diagramma 1. Psii-funktio positiivisilla argumentin arvoilla

¥ (x) ' P (x)
2 /7"’ 2
~ -1
,r”"" ~ log x = 7%
0 0
-2 -2
-4 -4
1
~ - -}E - 'Y
0 2 4 6 8 10 X

Taulukko 1. Psii-funktion arvoja

"

y = ¥ (x)

o

-100.5609
- 10.4238 () = - v
- 5.2890

- 3.5025

- 2.5614

- 1.963510

- 0.577216

0.036490

0.422784

0.922784

1.256118

1.506118

1.706118

v1(0) = 1.4616

+
+

AU WNODHEFOOOOOO

o0ocoounmounkWNHEHO




Erityisesti on syytd mainita psii-funktion tdrked.siirto-
ominaisuus

1
(3) P(x+l) = v(x}+ =

X

joka seuraa gammafunktion kertomaominaisuudesta
(4) I'(x+l) = T'(x)-x

Psii-funktiosta on syytd todeta seuraavat klassiset tulokset:

(5) P(x) = log X - 5 - —2p + —E + 0
12x 120x b4
m B
2 2 1

jossa B2n:t ovat Bernoullin lukuja.

(6) P(x+l) = -y - b3 ;(n+11(—xln , kun [x[<1 , jossa
n=1
(7) vy = Eulerin vakio = -y (1)}~ 0.577216 ja
(8) c(z) = ¥ J; = Riemannin zetafunktio
k=1 k
- - v - (L ® X
(9) lp(x) - (x) il n(x+n) L
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Bateman (17) esittdd ndiden 1isdksi useita muitakin mielen-—
kiintoisia tuloksia. Hyvd taulukko on 1dydettdvissd teoksesta

Abramowitz & Stegun (9).

Seuraavat uudet approksimointikaavat on johdettu kaavan (5)

1)

avulla. Siirt&mdlléd termejé logaritmin siséén saadaan

suurilla x:i114 kdyttSkelpoiset kaavat:

1.1 1 23 -4
(10) P (x) = log(x - 5 + + + + o(x 7))
27 28X 4g4?  5740%°
(11) y(x) = log(x - 5 + L +olx ) -
24 (x - 5)

Kehittimilli kaavassa (5) %:n potenssisarja ketjumurtoluvuksi

saadaan esimerkiksi tietokonekdyttddn hyvin soveltuva uusi

kaava:
N
(12) ¢2(x) = log x - —é%l 7
. _ 1
jossa A{x) =1 + .
6x + 6

6
10x + (5 T172879%

1) Yliopistollisissa ja tieteellisissd julkaisuissa on tapana
kdyttda per soonattomia ilmaisuja (esim. passiivia) myos
sellaisissa tilanteissa, joissa kirjoittajan henkildkohtai-
nen panos on ilmeinen. Esimerkiksi eo. ilmaisu 'saadaan
suurilla x:ill& kdyttokelpoiset kaavat' tulisi paremminkin
olla 'mini olen pohdittuani eri vaihtoehtoja pddtynyt
seuraaviin suurilla x:illa kdyttskelpoisiin kaavoihin'.
Tulen jatkossakin noudattamaan vallitsevaa vaikkakin epé-
tismallistd kdytédntda.
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Kaava on sovitettu kun x=1 ja se antaa oikean asymptoottisen

kehitelmdn termiin

7 saakka. Lisdksi kaava kdyttdytyy
120x

likimain kuin - (%), kun x -+ 0. Tarkkuus on suurempi kuin 6

desimaalia, kun x > 1 ja vihintdidn 2 merkitsevdd numeroa,

kun 0 < x < 1. Kiyttdm&dlld siirto-ominaisuutta ¥ (x)} = ¢ (x+1l)- %

saadaan erinomainen kaava myds alueella 0 < x ¢ 1. Joitakin

laskettuja arvoja on sivulla 94.

Arvio (12) on parempi kuin sovellutuksissa aikaisemmin kdytetyt
arviot. Esimerkiksi artikkelissa (1) kdytetyssd y(x):n approksi-
maatiokaavassa jouduttiin vastaavan tarkkuuden saavuttamiseksi
kdyttdmédan siirto-ominaisudtta (5.2) 12 kertaa, mikd itse

asiassa merkitsee funktion ¥ (x+13) approksimointia, kun x > 0.

Edellisii epidtarkempi, mutta hyvin yksinkertainen globaalinen

psii-funktion approksimaatiokaava on

(13)  yy(x) = log x - & (Tou) -

Timi on kahden merkitsevdn numeron tarkkuudella oikea, kun
0 < x < 2 ja tarkentuvasti oikea, kun x > «. Laskettuja arvoja

on sivulla 94.

Psii-funktion globaalinen approksimointikaava

(14) v, (x) = log(

- L
|_l

e



on kaikessa kummallisuudessaan hyvin paljastava: se sisdltda
useita erilaisia v&#nts8jd ja vastavddntsjéd, joita kuvaavat

erilaiset funktiot ja niiden kddnteisfunktiot kombinoituina

eri jdrjestyksiin.
Midritelldidn seuraavat merkinndt:

1 _...-1
-E = 1nv (t)

(15) inv(t)
(16) exp(t) = et = log t(t) .

T#118in voidaan (1) kirjoittaa operatiiviseen muotoon
(17) ¥y (x) = log{inv(exp [inv (x)] -1)},

josta ndkyy eri viintdjen mutkikas yhteispeli.

Tamd kaava johdetaan yvksikertaisimmin kdidnteisfunktiokaavan
(33) avulla. Sivulla 94 olevasta taulukosta havaitaan, ettd

w4(x) on kaikilla x:n arvoilla lievd yliampuja.
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Erididen psii-funktion approksimaatiokaavojen tarkkuudet

X Y (x) b, (x) ¥y (x) by (%)

0.1 -10.4238 -10.5 -1 -10.428 -| -10.0 +
0.2 - 5.28904 - 5.31 -1 -5.25 +| - 5.0 +
0.3 - 3.50253 3.507 - | - 3.47 +| - 3.3 +
0.4 - 2.56139 2.563 -1 - 2.53 +| - 2.4 +
0.5 - 1.96351 1.9639 -| - 1.94 +| - 1.85 +
0.6 ~ 1.54062 1.5407 -] - 1.53 +| - 1.46 +
0.7 - 1.22003 1.2206 -| - 1.21 +| - 1.15 +
0.8 - 0.965017 1.965017 - 0.956 +| - 0.91 +
0.9 - 0.754929 0.754929 - 0.748 +| - 0.71 +
1.0 - 0.577216 0.577216 - 0.571 +| - 0.54 +
1.1 - 0.423755 - 0.419 +| - 0.39 +
1.2 - 0.289041 tarkkuus - 0.285 +| - 0.26 +
1.3 - 0.169192 yli 6 - 0.166 +| - 0.14 +
1.4 - 0.061386 desimaalia - 0.059 +| - 0.04 +
1.5 + 0.036489 + 0.039 +| + 0.05 +
2.0 + 0.422784 + 0.424 +| + 0.43 +
2.5 0.703156 0.7038 +

3.0 0.922784 0.9232 + 0.927 +
3.5 1.10316 1.1034 +

4.0 1.25612 1..2563 + 1.259 +
4.5 1.38887 1.3890 +

5.0 1.50612 1.5062 + 1.508 +
5.5 1.61109 1.6112 +

6.0 1.70612 1.70617 + 1.707 +

lJJz(x)=logx-%{l+ > i
6x +
6

"1

log x - (

V3 (x)

log (—TJL——)

by (x)

ex - 1

1l 1+3x
x 'l+6x

10x + (4T 7879 x

)

)

Sarakkeissa on tarkkuuden havainnollistamiseksi merkitty oikeat
desimaalit sekid 1. vdidri desimaali pybristettynd. Lukuarvojen
jdlkeen on merkitty, onko approksimaatio yliampuja (+) vai ali-

ampuja (-) kyseisessd pisteessd.



Diagramma 2. Psii-funktion kddnteisfunktio

...l -
(¥) vy
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P 4 1
e + 3
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= (y+Y)
0 el 0
-4 -2 0 2 Yy

Taulukko 2. Psii-funktion k&&nteisfunktion arvoja

y v iy)

-100 0.0100563
0.0202202
0.051271
0.104357
0.131231
0.211614
0.26392
0.34689
0.49270
0.78500
1.46163
3.2032
7.88343

20.58347
55.09739
148.91288
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Koska psii-funktio on kaikkialla monotonisesti kasvava, on

silld mySs monotonisesti kasvava kidnteisfunktio. Merkitddn

(18) y = y(x) , jolloin siis

-1

(19) x =9y " (y).

Muuttujan x vaihtelualue on positiivinen reaaliakseli, kun
taas y voi saada mielivaltaisen reaalisen arvon. Psii-funktion
kisnteisfunktion approksimointia negatiivisilla y:n arvoilla
ei tissd yhteydessd ole syytd tarkastellal), joten siirrytddn

psiin kiinteisfunktion tarkasteluun, kun y on positiivinen ja

x siis melkoisen suuri.

Korotetaan (11) puolittain e:n potenssiin:

(20) ef = x - % + 1 T~ °
24(X"'2')
Tistd saadaan sijoittamalla e¥ » x - % ja sieventdmdlla
(21) x =yt zeY i - ==
24e¥

—— e

1) Perustulokset tdlta alueelta 16ytyvédt tilastotieteen pro-
gradu tutkimuksestani "Betajakauman parametrien maximum
1ikelihood estimaattoreiden approksimoinnista",

Helsingin yliopisto, 1971.

B ]
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Tamin arvion tarkkuudesta saa kuvan sivun 101 taulukosta.
Vastaavaa menetelmidd edelleen soveltamalla saadaan johdetuksi
lisdd termejd psiin kiinteisfunktion Laurent-kehitelmédn

ey:ssé:

(22) w_l(y) = e + % - %T e ¥ + 0-,e-zy + e 3 4 o(e_4y),

jossa A = 0.00467359 .

Nimi kaavat kdyttdytyvdt virheellisesti negatiivisilla y:n
arvoilla. Seuraavissa arvioissa on nditd virheitd korjattu
muuttamatta oleellisesti kdyttdytymistd positiivisilla y:n
arvoilla. Jos kdytet8dn kaavan (22) kolmea ensimmiisti termia
ja pakotetaan arvio ehtoon w_l(—w)=0, saadaan erddksi mahdol-

liseksi arvioksi

(23) vl =¥+ 3 - — ;

24e* + 2
Timi#n tarkkuus on yli 3 desimaalia, kun y > 0. Toinen
mahdollisuus on yhdist&dd kaavan (22) toinen ja kolmas termi

yhdeksi geometrisen sarjan avulla, jolloin saadaan

_ '
24y vl ze¥ 42— =l
12¢¥ + 1 12¢Y + 1

) B
Arvion (24) kehitelmd e¥:ssd yhtyy (22):een termiin - ;i e ¥
saakka ja sen tarkkuus on kaikkialla samaa suuruusluokkaa

kuin kaavan (23).
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Kdyttdmdlld hyvidksi approksimoinnissa usein hyvin kaytto-
kelpoisia ketjumurtokehitelmid, saadaan kaavaa (22) vastaavia
kehitelmisd. Seuraava kehitelmi antaa lisdinformaatiota arvicn
(23) asymptoottisista ominaisuuksista:

25y 3l =¥ 41—t soe™),

24ey + ==
eY

jossa xl = 5761 = 2.691988 .

Kaavan pditermin arvoja on sivulla 101.

Vastaavasti seuraava kaava kertoo arvion (24) asymptoottisesta

kdyttdytymisestd:
(26) v lg) = ¥ + =t + o(e”¥Y)
2+ 1 .
6eY + e
o
Y -
l2ey + 1
A
1+ %
6e<Y

‘jossa XZ = 144} = 0.672997 .

Kaavasta (25) saadaan jatkon kannalta erittédin kdyttékelpoinen

globaalinen kaava korjaamalla sitd seuraavasti:
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- - -y 1 _
(27) Y (y)~x5—e + 5

Tissd arviossa yhdistyvdt arvioiden (23) ja (25) hyvdt puolet;
sen arvoja on laskettu sivulla 101l. Saatu kaava on erinomainen,
kun y > 1. T&ll6in se antaa vdhintddn 3 oikeata desimaalia ja

virhe h&vidi nopeasti y:n kasvaessa.

Globaalinen psiin k#dnteisfunktion kaava voidaan kehitt&dd
seuraavasti. Psii-funktion approksimaintikaavan (10) perusteella
suurilla x:n arvoilla

y 1 1 . 1

X -5 + .
2 24x 48x2

(28) VX = o

Saman kaavan (10) ja geometrisen sarjan summakaavan perusteella

saadaan
1 1 1
(29) P(x+l) = log(x + 5 + : +
2 24 (x+1) 48(x+l)§
. L.y, 1 oL
2 logl+(x - 5 + 535) + —3 — (3],
48x b 4
. = 1.2
jossa a = (24) i

Kun t#hin sijoitetaan (28) ja ndin saatu arvio sijoitetaan

identiteettiin (30)

1

=y T (I , saadaan

(30) X =
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1

(31) x =<
-y + log(l + Y - —-—l~———)
(24) %Y
T&min arvion virhe on pieni vain, kun y on positiivinen.
Korjaamalla arvion kdyttdytymistd, kun y+- « ja pakotta-
malla se pisteiden y = 0 ja y = -2 l1ihistblle, pdddyin
seuraavaan melkoisen tarkkaan ja yksinkertaiseen globaaliseen

kaavaan:

1

(32) X = ;
-y + log(l + ¥ - —-24§11-)

47e¥ + 2

ey YT
ja sen maksimivirhe on noin 1 - 10_2, jonka se saa kun

Saatu lauseke kdyttdytyy samoin kuin _(1
x =~ 0.2 tai x * 3.2,

Yksinkertaistamalla kaavaa (32) saadaan mielenkiintoinen

globaalinen kaava (33), jonka virhe on aina pienempi kuin

3 . 107%:
(33) x = 1
-y + log(l + &¥)
_ 1
1 L ]
1 1 + —
og ( y)

e

Saatu lauseke on aina lievd aliampuja. Arvion avulla saadaan
johdettua psii-funktion approksimaatiokaava (14) ratkaise-
malla se muuttujan y = y(x) suhteen, jolloin saadaan vastaa-

vasti psii-funktiolle yliampuja.
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Erdiden psii-funktion kdédnteisfunktion approksimaatiokaavojen

tarkkuudet
y X = w-l(y) X X X
4 5 6
=100 0.0100563
- 50 0.0202202
- 20 0.051271
- 10 0.104357
-~ 8 0.131231 0. -
- 4 0.26392 -2.0 - 0.1 -
- 3 0.34689 -0.3 - 0.2 -
- 2 0.49270 +0.3 - 0.44 -
- 1 0.78500 +0.75 - 0.77 -
0 1.461l63 1.458 - 1.460 - 1.463 +
1 3.2032 3.2030 - 3.2031 - 3.2032 +
2 7.88343 7.88342 - 7.88343 - 7.883429
3 20.58347 20.58343 - 20.58347 - 20.583466
4 55.09739 55.09739 - 55.09739 - 55.097387
5 148.91288 148.91288 - 148.91288 - 148.912884
_ .Y 1 1
x, =ef + 3 -
: 2 24ey
x5=ey+%- L
24 &Y 4 —2
ey + 1
1
x6=ey+%--
24 &Y + 2.601988
oY

Sarakkeissa on tarkkuuden havainnollistamiseksi merkitty
cikeat desimaalit sekd 1 vdirid desimaali pybristettynd. Luku-
arvojen jdlkeen on merkitty, onko approksimaatio yliampuja (+)

vai aliampuja (-) kyseisessd pisteessd.
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LIITE 2. ML-YHTALOIDEN RATKAISU SYMMETRISESSA TAPAUKSESSA a

Tarkastellaan ensin tapausta x=a+b on pieni, jolloin on

syytd ldhted yhtdléstd
(1) Y-y =u= Vuv
T&m& voidaan kirjoittaa yht#dl®d (2.4.31) vastaavaan muotoon

(2) —a(§+b) = % = yuv - u' , jossa

(3) u' = ¥ (x+1)-y (5+1)

~ 1 x. 1
< log(x+7) log(§+7)

Arvio ei ole erityisen tarkka, mutta on kdyttdkelpoinen.

Soveltamalla logaritmien erotukseen véliarvolauseesta saatavaa

arviota f(x+h)-f(x) =~ f’(x+%)' h saadaan

133

(4) u'

b [
e
21
<
[}

"

)

(5)

2

e

(6)

b
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1 - 1
(7) - ~ yvuv =
vuv + 1.5

"

Arviossa (6) on x:33 arvioitu 1/ uv:lld. Arvion (7)

tarkkuus ilmenee seuraavasta taulukosta

(8)

1 tapa?s tapaus
X P=3 p =0.1
9 8.988 8.986

4 3.981 3.972
2.333 | 2.326 2.304
1.5 1.513 1.468
1.0 1.040 0.969

Havaitaan, ettd (7) on huomattava parannus karkealle arviolle

% ¥ Vuv. Kombinoimalla (7) yksinkertaisiin p:n ja g:n ar-

vioihin saadaan kaavat

(9) g = (V2 (/o - )
v Jav + 1.5

1 ~ VV 1
(10) b (1+Va) (Vuv - )

vuv + 1.5

Seuraavaksi tarkastellaan tapausta X = a+b on suuri, jolloin

on syytd l&hted yht&ldstd

¥

(11) e 5 .



104

Kidytetddn arviota

(12) V) oy - 24
x _ 1 1 ~ (g P S
(13) 237 2 &) () (x -3+ 7%
X ~ 1 _ 1 _ f+g, 1 1
(14) 3 (1-£-9g) 2 12x +(-5i)( 5 * 71%)

Kiyttémilli merkintdd d = 1-f-g saadaan

= . - 1, .1
(15) xd 1 ex +(1-d) ( 5 + 24x)
~ 1. 3 1__1
- 7x 4G T e
Sijoittamalla vasemmalle puolelle x = %3 ja jakamalla d:l1l&
saadaan
: . A _ 6 41 _2d

(16} x % 38~ 33%v3 7722

= 1 .1_ 4

= |a*t7" 12 °

Vastaavien, mutta mutkikkaampien laskelmien avulla, jossa

(12):n tilalla kdytetddn tarkempaa arviota

(x) 1 1 1
(17) ew ~ x - = + + ,
2 24x 48x2

voidaan osoittaa, ettd (16):ssa oleva d:n kerroin on vdéra.



Asymptoottisesti oikea arvio on

(18)

jonka

10 -,

sempi

(19)

jonka

(20)

ei tosin ole t#dysin 'oikea'.

. L
2d

X + '

d
2

FNI™

virhe symmetrisessa tapauksessa on pienempi kuin

kun x > 4 tai d4d g 6 ° 10
arvio on
T
x =~ 5
2d-d

asymptoottinen kehitelmd

1-a®> . 1 ,1_3d
28-82 2d "7 8

tapauksessa tarkka, kun x = 1

kuin

3 . 1072,

-2

. Tdtikin kdyttdkelpoi-

Arvio (19) on symmetrisessa
ja sen virhe on pienempi

kun x > l. Kombinoimalla (19) yksinkertai-

siin p:n ja g:n arvioihin saadaan kaavat

(21)

L = (frd, 1-d% ) _ (£+4) (1-d)
T+ g2 3(z-d)

b o= @y (1mdd (gt a-d)
iva C 2 3(2-a)

Symmetrisen tapauksen ratkaisuista saadaan mielenkiintoista

lisdvalaistusta tarkastelemalla likelihoodfunktiota ehdolla

a = b. Likelihoodfunktion logaritmille

l(a,b) pédtee

105
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1

(23) = l1(a,b) = logl(a+b)-logl (a)-logl (b)

1 1
(a-1) T Ilog x, +(b-1) = rlog(l x.),
josta spesifioimalla a = b saadaan
(24) % l(a,a) = logl'(2a)-2 logl(a)-(a-1) (u+v) ,

Derivoimalla a:n suhteen

S|

(25) l(a,a) = 2y (2a)-2y (a)-(u+v)

a
da

ja merkitsemdlld x = 2a saadaan symmetrisen tapauksen

likelihood-yht&ld
(26) v -vd = &Y.

Havaitaan, ettd (26) saadaan myds yleisen tapauksen likelihood-

yhtdldistd
(27) p(x)l-yp(a) = u
(28) p(x)-y(b) = v

yhteenlaskemalla ja spesifioimalla a = b. Toinen kirjoitus-

muoto symmetrisen tapauksen likelihood-yht&dl&lle on

w(g) Y (x)
(29) e ° /e = Vfg
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Havaitaan, etti symmetriseen tapaukseen sovellettu (sidottu)
maximum likelihood-menetelmd ehdottaa, ettd tapauksessa

a=b tulisi x = a+b lausua seuraavien suureiden

funktiona:
u+v, _ . ) . . .
(30) (—5—) = u:n ja v:n aritmeettinen keskiarvo
(pienet x:t)
(31) vVfg = f:n ja g:n geometrinen keskiarvo

(suuret x:t)

Voimmekin todeta, ettd sidottu maximum likelihood—menetelméd
johtaa harhaan, silla (E%Z) tai \/EE eividt ole edes likimain
vakioita kiinteilld x:n arvoilla mik&li ehto a = b ei ole
voimassa. T&mi osoittaa, ettd sidotussa tapauksessa a = b
hyvit kaavat (26) ja (29) eivat ole yleisesti kdyttodkelpoisia.
Tulos on osoitus siitd, ettd maximum likelihood-menetelmd
luottaa tosikkomaisesti tehtyihin oletuksiin ja voi antaa
aivan virheellisii ja omituisia tuloksia, miké&li oletukset

ovat vdarid.

Yleisen tapauksen tarkastelujen nojalla tiedetddn, ettd (30):n
ja (31):n aritmeettiset ja geometriset keskiarvot pitdd kdan-

ti4: pienillid x:n arvoilla tulee suorittaa korvaus

(32) G - Vv
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ja suurilla x:n arvoilla korvaus
(33) VEg - (Ef = (Y.

Symmetrisen tilanteen 'maximum likelihood-yhtdl&ksi' tulee
valita (spesifioimalla yleisen tapauksen ml-yht&ldistd)

yhtdléiden (26) ja (29) sijaan yhtdlot

(34) ¢(X)'¢(§) = y/uv , kun x on pieni
VL) |+
(35) e /e e (—55) , kun x on suuri.

Juuri ndiden yhtdldiden avulla on edelld johdettu erityisesti

symmetrisessa tapauksessa tarkat kaavat.

Yhteenveto: Ongelmana on valita aritmeettisen ja geometrisen
keskiarvon vdlilti. PHditSstd ei saa perustaa sidottuun ml-
yhtd166n (jota ei t&ssd pyritd ratkaisemaan) vaan ongelman

laajempaan tarkasteluun.



LIITE 3. ML-YHTALOIDEN ITERATIIVINEN RATKAISU JA SIIHEN

LIITTYVA TIETOKONEOHJELMA

Kdyttdmdlld Newtonin iterointimenetelmdd saadaan likelihood-

yhtédléille
(1) p(atb) - y(a) =u
(2) yp(atb) = ¢y(b) = v

numeerinen ratkaisu jokaiselle parille u > 0 ja v > 0.

Kdytimme samoja merkint&jd kuin Henrici (19) s. 105.

Ratkaistavat yhtdldét ovat

I
o

(3) F(a,b) = ¢(a+b) - Y(a) - u

I
o
.

(4) G(a,b) y(at+b) - y(b) - v

Arvioimme F:34 ja G:td Taylor-polynomilla pisteessd (a,b):

[ &3

(5) F(a+8, b+e) F(a,b) + Fa(a,b)d + Fb(a,b)e

(6) G(a+s8, b+e) < G(a,b) + Ga(a,b)é + Gb(a,b)e

josta saadaan yhtdlopari 'korjaukselle' (§,e): ,

(7) Fa-6+Fb-e=-F

(8) Ga’6+Gb'e=-G.

109
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Tdssd osittaisderivaatat ovat

(10)  F_(a,b) = y'(ath) - y'(a)
(11) F, (a,b) = y'(a+b)
(12) Ga(a,b) = y' (a+b)
(13) Gb(a,b) = ¢'(a+b) - ¢'(b)

Kdyttdmdllsd matriisimerkintdjd

(14) vl = [5} ,H=|Fa Fp| , v = [' E]

saadaan yhtdldt (8) - (9) ratkaistua muodossa

(15) v1 = B ly .

Varsinainen algoritmi on muotoa

w0 LBl L,

Oheisessa tietokoneohjelmassa on sovellettu psii-funktion ja

sen derivaatan approksimaatiota

Aéz) , Jjossa

(17) P(x) = log x =



(18) A(x) =1 +

(19) y'(x) = .
1

Ensin on tosin kdytetty funktioiden siirto-ominaisuuksia

(20) P(x) = p(x+l) -

b

(21) Prx) = ¥ (xHL) +
X
Algoritmi konvergoi kaikkialla nopeasti ainakin jos alku-
arvot poikkeavat ratkaisuista alle 10 &%. Tietokoneohjelma
on kirjoitettu GE 600 BASIC-kielelld. Ohjelman jdljessd
on esimerkkiasjo, joka ratkaisee arvoihin u = 36.3093,

v = 0.4748 liittyvdt ml-yhtdlSt, alkuarvoina on kéytetty

ag = 0.03 , bo = 0.3 .
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19 REM THE PROGRAM CALELATES THE ML ESTTIMATFS NF ARETA DISTRTRITIA
20 RFW YRJD.OLVARTTA  16.7.1973

25 DIM Y(2,1) 1H(202) 1K (29 2)

26 NIM Y1(2s1)

30 PRINT "CHARACTERTISTICS 1JeV"i

35 PRINT

4@ INPUT UV

5@ DEE APL(X)Z 141/ (6%X46/(10*X+6/(141,2879+X)))
55 DEF FNA(X)=I_06 (X)=APU(X) / (2%X)

62 DEF PST(X)= FNA(X+1)=1/X

78 DEF FNB(X)T 1/(X+.5+1/¢12%X+10))+1/%X"2

88 PRINT "FIRST ESTIMATESOF ArB"i

82 PRINT '

85 INPUT A8
91 1=&

g2 I=1T+1

95 PRINT

<

100 X=A+B
112 Y(1+1)=UPST(AY=PST(X)
128 Y125 1)2v+PST(B)=-PST(X)
130 H(1e1)= FNB(X)=FNB(A)
140 H(1s2)= FNB(X)
152 H(2:1)2H(102)
-168 H(2+2)2 FNBIX)=FNB(B)
170 MATK = INV(H)
175 MAT YI1=Kx*Y
190 A=A+Y1(1,1)
200 B=R4+Y1(2s1)
210 PRINT (ISING 299,A8
220 1F 1¢<6 THEN 92
225 PRINT
238 PRINTWSTOP 2 NO=G"}
240 INPUT S
25¢ 1IF S=0 THEM o1
299 ML =ESTIMATES A = HHH.HHHHH B = HHH HHAHEH
330 END

. CHARACTIERISTICS UaV
. T T A R TR P 4748 .
FIRST ESTIMATES OF AsB .

- ? .033_.3 :
Egggggégggg;;gg__ A= .B2396 B = ~19793
ML-ESTIMATES A = 22495 B = 22117
- ME-ESTIMATES AT Josee B .= .22491
ML-ESTIMATES A = 02508 B = .22500
ME-ESTIMATES . A = 02508 B = . 22500
ML-ESTTMATES A = 02500 B = . 22500

TSTOP ?» NO=O ? 1
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LIITE 4. LIKELIHOOD YHTALOIDEN RATKAISUJA Q0 = 0.1,0.2, ese, 0. 9
JA p = 0.1,0.2,... ;0.5 VASTAAVAT HAVAINTOARVOT u JA Vv
SEKA £ JA g
© p a b u v f=e ” g= e’
0.1 | 0.1 | o.9 8.1 2.8956 | o0.1118 | 0.05527 | 0.8942
2| 1.8 7.2 1.855 | 0.2376 | 0.1564 0.7885
3l 2.7 6.3 1.3439 | 0.3816 | 0.2608 0.6828
4| 3.6 5.4 1.0050 | 0.5497 | 0.3661 0.5771
5| 4.5 4.5 0.7518 | 0.7518 | 0.4715 0.4715
02 0.7 0.4 3.6 38175 | 0.1205 | 0.02198 | 0.8865
2| o.s 3.2 2.2211 | 0.2573 | 0.1085 0.7732
3| 1.2 2.8 1.5452 | 0.4156 | 0.2133 0.6600
4| 1.6 2.4 1.1301 | 0.6032 | 0.3230 0.5470
51 2.0 2.0 0.8333 | 0.8333 | 0.4346 0.4346
03 101 0.2333 | 2.1000 51513 | 0.1326 [ 0.005/9 | 0.8758
2| o0.4667 | 1.8667 27560 | 0.2850 | 0.06355 | 0.7520
3| o0.7000 | 1.6333 1.8380 | 0.4637 | 0.1591 0.6290
4| 0.9333 | 1.4000 1.3105 | 0.6794 | 0.2697 0.5069
5| 1.1667 | 1.1667 0.9501 | 0.9501 | 0.3867 0.3867
0.4 | 0.1 | 0.15 1.35 70575 | 0.1504 | 860.107% | 0.8603
2| 0.3 1.20 35390 | 0.3255 | 0.02904 | 0.7221
3| 0.45 1.05 22700 | 0.5343 | 0.1033 0.5861
4| 0,60 0.90 1.5771 | 0.7914 | 0.2066 0. 5432
5| 0.75 0.75 1.1224 | 1.1223 | 0.3255 0.3255
0.5 | 0.1 | 0.10 0.90 9.8465 | 0.1777 | 529.1077 | o0.8372
2| o0.20 0.80 47118 | o0.3878 | 0.00899 | 0.6786
3| 0.3 0.70 2.9253 | 0.6428 |0.05365 | 0.5258
4| 0.40 0.60 1.9842 | 0.9634 | 0.1375 0.3816
5| 0.5 0.50 1.3863 | 1.3863 | 0.2500 0.2500
55 lo1 | o.o0s6r | 0.6000 | 14.1544 | 0.2224 |713.107 | 0.8006
2| o0.1333 | 0.5333 6.5588 | 0.4896 | 0.00142 | 0.6129
3| 0.2000 | 0.4667 3.9708 | 0.8198 | 0.01886 | 0.4405
4| 0.2667 | 0.4000 2.6394 | 1.2432 | 0.07140 | 0.2885
‘5| 0.3333 | 0.3333 18138 | 1.8138 | 0.16303 | 0.1630
0.7 | 0.1 | o.0420 | 0.3857 | 21.4764 | 0.3029 471.10_172 0.7387
‘2| o.0857 | 0.3429 9.7453 | 0.6725 | 586-10 0.5104
3| o0.1286 | 0.3000 57955 | 1.1367 | 0.00304 | 0.3209
‘4| o0.1714 | o0.2571 37934 | 1.7420 | 0.02252 | 0.1752
‘5 | 0.2143 | 0.2143 25719 | 2.5719 | 0.07639 | 0.07639
0.8 0.1 | o.0250 | 0.2250 | 36.3094 | 0.4748 170.10:13 0.6220
2| o0.0500 | 0.2000 | 16.2704 | 1.0616 | 859.10_."| 0.3459
3| o.o7s0 | o0.1750 | 9.5661 | 1.8080 | 701.107% | 0.1640
‘4| o0.1000 | 0.1500 6.1963 | 2.7935 | 204.10 0.06120
‘5| o0.1250 | 0.1250 41610 | 4.1610 | 0.0155 | 0.01559
0.9 |o.1 | o.0111 | o.1000 | s1.1511 | 1.0158 571-10_?2 0.36211
2| olo222 | o.0889 | 36.1333 | 2.2819 |203.10_ .| 0.10209
3| o0.0333 | o0.0778 | 21.1157 | 3.9053 | 675.1075°| 0.02014
‘4| 0.0444 | 0.0667 | 13.5984 | 6.0646 | 124.10 0.00232
s | 00555 | 0.055 | 9.0814 | 9.0814 | 0.00011 | 0.00011,
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LIITE 5. JOITAKIN TARKEITA VAKIOITA

Y - —y(1) = 0.577 215 664 901 533
el = 1.781 072
e ¥ = 0.561 460
v 1) = 1.461 632 144 968 362
v l-1) = 0.785 00
v l-2) = 0.492 70
v (-3) = 0.346 89
12
= = £(2) - 1.644 934 067
z(3) -~ 1.202 056 903
4
I =z (4) - 1.082 323 234
90
z(5) -  1.036 927 1755
£ (6) -  1.017 343 062
12 - 9.869 604 401 089 358
2
%T - 2.467 401 100 272 339

) -1.963 510 026 021 423

o=

-Y=-log 4 = ¥(
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LIITE 6. ARVIOIDEN 1l/x =~ 2d JA p = -]f_—:g TARKKUUDET
8 l— = ]—(_% P 2d %}g_
0.1 0.11M 0.1 0.1010 0. 1007

. .1103 . 2004
.3 1127 .3003
4 1136 . 4001
.5 . 1139 . 5000
0.2 0.25 0.1 -} 0.1830 0.1040
.2 . 2367 .2028
.3 .2535 .3018
4 .2599 . 4009
.5 .2616 . 5000
0.3 0.4286 0.1 0.2368 0.11M
.2 . 3688 .2094
.3 ., 4238 . 3062
.4 4468 .4030
.5 . 4532 . 5000
0.4 0. 6667 0.1 0.2776 0.1226
.2 . 4976 .2225
.3 .6213 .3158
4 . 6805 . 4080
.5 L6979 . 5000
0.5 1.0 0.1 0.3255 0. 1400
.2 . 6249 . 2449
.3 . 8411 . 3338
.4 .9618 .A176
.5 1. 0000 . 5000




l/(l+x/%) TARKKUUDET

LIITE 7. ARVIOIDEN 1/x uv ja p
1

o ::' =.T%7; VG;; 1+1§@§

0.5 1.0 0.1 . 3228 .1184
.2 .3517 . 2229
.3 .3713 . 3192
.4 . 3826 . 4107
.5 . 3863 . 5000

0.6 1.5 .1 7742 L1114
.2 L7919 .2146
.3 . 8042 .3124
4 .8114 . 4070
D .8138 . 5000

0.7 2,3333 .1 . 5506 . 1062
.2 . 5600 . 2080
.3 . 5667 . 3069
4 . 5706 . 4039
) .5719 . 5000

0.8 4.0 .1 .1521 . 1026
.2 . 1560 .2035
.3 . 1588 . 3030
.4 . 1605 .4017
.5 .1610 . 5000

0.9 9.0 .1 .0793 . 10062
.2 . 0802 .20083
.3 . 0809 . 30073
.4 .0813 . 40041
.5 .0814 . 50000




LIITE 8. ARVIOIDEN Zo JA z2 TARKKUUDET
0 p z=e ) Zo Z2
0.1 0.1 8. 5049 9.0316 8.2665
1, 8.5099 8. 4900
.3 8.3926 8.5017
.4 8.3533 8.5036
.5 8.3431 8. 5040
0.2 0.1 3.5118 3.8925 7. 6062
.2 3.5767 3.3571
3 3. 4539 3.4813
.4 3.4088 3. 5004
.5 3.3969 3. 5039
0.3 0.1 1.8552 1.8632 3.7304
.2 1.9023 2.0148
.3 1.8372 1.7000
.4 1.8022 1.8009
.5 1.7919 1.8176
0.4 0.1 1.0372 T.0020 2.4135
.2 1.0393 1.7885
.3 1.0345 1.2474
4 1.0214 0.9081
.5 1.0164 0.8217
0.5 0.1 0.56146 0.5658 2.2993
.2 0.5600 1.3068
.3 0.5646 1.0572
.4 0.5644 0.8919
.5 0.5637 0.8361
0.6 0.1 0.26761 0.2837
.2 0.2781
.3 0.2775
.4 0.2781
.5 0.2784
0.7 0.1 0.09387 0.1062
.2 0.1050
.3 0.1044
.4 0.1042
.5 0.1042
0.8 0.1 0.01459 0.01838
.2 0.01830
.3 0.01825
.4 0.01822
.5 0.01821
0.9 0.1 8.207 .10°° 12.17.10_2
.2 12,16-10_;
.3 12.15.107
.4 12.15.1025
.5 12.15.10

Arviot z
o

ja

zZ

2

on esitetty sivulla 70 ja 71.

1 7
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LIITE 9. ARVIOIDEN a2 JA b2 TARKKUUDET
e p a b a, b2
0.1 0.1 0.9 8.1 0.8758 7.8867
.2 1.8 7.2 1.7969 7.1882
.3 2.7 6.3 2.6990 6.2978
.4 3.6 5.4 3.5995 5.3993
.5 4.5 4.5 4.4995 4.4995
0.2 0.1 0.4 3.6 0.3658 4.5733
.2 0.8 3.2 0.7662 3.0796
.3 1.2 2.8 1.1898 2.7796
.4 1.6 2.4 1.5950 2.3935
.5 2.0 2.0 1.9960 1.9960
0.3 0.1 0.2333 2.1000 0.1178 3.7544
52 0. 4667 1.8667 0.4217 1.9883
.3 0.7000 1.6333 0.6466 1.5316
A4 0.9333 1.4000 0.9088 1.3694
.5 1. 1667 1.1667 1.1475 1.1475
0.4 0.1 0.15 1.35 0.0133 2.5566
.2 0.30 1.20 0.2343 1.7602
.3 0.45 1.05 0.4233 1.1776
L4 0.60 0.90 0.5259 0.8230
.5 0.75 0.75 0.6424 0.6424
0.5 0.1 0.10 0.90 0.0008 2.4036
.2 0.20 0.80 0.0690 1.3420
.3 0.30 0.70 0.2494 0.9876
.4 0.40 0.60 0.4110 0.7368
.5 0.50 0.50 0.5591 0.5591
0.6 0.1 0.0667 0.6000
.2 0.1333 0.5333
o3 0.2000 0.4667
.4 0.2667 0.4000
&5 0.3333 0.3333
0.7 0.1 0.0429 0.3857
.2 0.0857 0.3429
.3 0.1286 0,3000
.4 0.1714 0.2571
e 0.2143 0.2143
0.8 0.1 0.0250 0.2250
.2 0.0500 0.2000
.3 0.0750 0.1750
.4 0.1000 0.1500
.5 0. 1250 0.1250
0.9 0.1 0.0111 0.1000
.2 0.0222 0.0889
.3 0.0333 0.0778
.4 0.0444 0.0667
a3 0.0555 0.0555

Arviot a, ja b

2

on esitetty sivulla 71.
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LIITE 10. ARVIOIDEN a3 JA b3 TARKKUUDET
& p a b ag b3
0.1 0.1 0.9 8.1 0.9275 8.4626
.2 1.8 7.2 1.8030 7.2188
.3 2.7 6.3 2.6787 6.2478
.4 3.6 5.4 3.5576 5.3346
.5 4.5 4.5 4.4415 4,4415
0.2 0.1 0.4 3.6 0.4159 3.8283
.2 0.8 3.2 0.8031 3.2345
.3 1.2 2.8 1.1856 2,7699
.4 1.6 2.4 1.5693 2.3541
50 2.0 2.0 1.9573 1.9573
0.3 0.1 0.2333 2.1000 0.2435 2,1448
.2 0.4667 1.8667 0.4707 1.8881
o 0.7000 1.6333 0.6926 1.6186
4 0.9333 1.4000 0.9150 1.3729
29 1,1667 1.1667 1.1405 1.1405
0.4 0.1 0.15 1.35 0.1544 1.3524
.2 0.30 1.20 0.3090 1.2113
.3 0.45 1.05 0.4507 1.0447
.4 0.60 0.90 0.5931 0.8877
.5 0.75 0.75 0.7382 0.7382
0.5 0.1 0.10 0.90 0.1017 0.9031
.2 0.20 0.80 0.2093 0.8115
.3 0.30 0.70 0.3101 0.7066
.4 0.40 0.60 0. 4049 0.6012
.5 0,50 0.50 0.5012 0.5012
0.6 0.1 0.0667 0.6000 0.0673 0.6062
.2 0.1333 0.5333 0.1378 0.5450
.3 0.2000 0.4667 0.2116 0.4831
.4 0.2667 0.4000 0.2821 0.4164
o5 0.3333 0.3333 0.3491 0.3491
0.7 0.1 0.0429 0,3857 0.04315 0.39989
. 0.0857 0.3429 0.08754 0.36019
.3 0.1286 0.3000 0.13429 0.32047
4 0.1714 0.2571 0.18361 0.27875
.5 0.2143 0.2143 0.23293 0.23293
0.8 0.1 0.0250 0.2250 0.02506 0.23577
:2 0.0500 0.2000 0.05026 0.20856
.3 0.0750 0.1750 0.07561 0.18109
.4 0. 1000 0.1500 0.10120 0.15385
.5 0.1250 0.1250 0.12721 0.12721
0.9 0.1 0.0111 0. 1000 0.01108 0.09914
.2 0.0222 0.0889 0.02212 0.08807
.3 0.0333 0.0778 0.03312 0.07704
.4 0.0444 0.0667 0.04410 0.06605
.5 0.0555 0.0555 0.05507 0.05507

Arviot a, ja b3 on esitetty sivulla 77.
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LIITE 11. ARVIOIDEN a, JA b4 TARKKUUDET

0 p a b ay b4
0.1 0.1 0.9 8.1 0.8999 8§.0911
.2 1.8 7.2 1.7757 7.0750
3 2.7 6.3 2.5303 5.8547
.4 3.6 5.4 2.9616 4.3929
.5 4.5 4.5 2.8429 2.8407
0.2 0.1 0.4 3.6 0.3988 3.5894
.2 0.8 3.2 0.7982 3.1082
.3 1.2 2.8 1.1715 2.7081
4 1.6 2.4 1.4596 2.1613
.5 2.0 2.0 1.5482 1.5484
0.3 0.1 0.2333 2.1000 0.2321 2.0969
.2 0.4667 1.8667 0.4672 1.8670
.3 0.7000 1.6333 0.6955 1.6105
4 0.9333 1. 4000 0.8883 1.3173
.5 1. 1667 1.1667 0.9764 0.9849
0.4 0.1 0.15 1.35 0.1496 1.3638
.2 0.30 1.20 0.3013 1.2165
.3 0. 45 1.05 0.4527 1.0591
.4 0.60 0.90 0.5866 0.8808
.5 0.75 0.75 0.6499 0.6769
0.5 0.1 0.10 0.90
.2 0.20 0.80
.3 0.30 0.70
4 0.40 0.60
.5 0.50 0.50
0.6 0.1 0.0667 0. 6000
.2 0.1333 0.5333
.3 0.2000 0.4667
.4 0.2667 0.4000
.5 0.3333 0.3333
0.7 0.1 0. 0429 0.3857
.2 0.0857 0.3429
.3 0.1286 0.3000
.4 0.1714 0.2571
.5 0.2143 0.2143
0.8 0.1 0.0250 0.2250
.2 0. 0500 0.2000
.3 0.0750 0.1750
4 0. 1000 0. 1500
.5 0. 1250 0.1250
0.9 0.1 0.0111 0. 1000
.2 0.0222 0.0889
.3 0.0333 0.0778
4 0.0444 0.0667
J5 0.0555 0.0555

Arviot a, ja b4 on esitetty sivulla 83 ja 84.
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0. . JOHDANTO

Identifiointiongelmaan on ekonometrisessa kirjallisuudessa
kiinnitetty runsaasti huomiota, mm. melkein kaikki standardi-
oppikirjat omistavat luvun ongelman esittémiselle. Aihepiirin
kdsittely on kuitenkin melko epdyhtendistd, esimerkiksi kdy-
tetty terminologia erocaa eri kirjoittajilla. Sen yksinkertai-
sen asian esittdminen, ettd samat ilmidt voidaan selittdd
monella eri tavalla, ndyttdid joskus vaativan kovin paljon ja
kovin mutkikasta aherrusta, jonka alle identifiointiongelmaan
liittyvédt loogiset kysymykset helposti peittyvédt. Tdssd esi-
tettivid tarkastelu on pyritty suorittamaan niin, ett& identi-
fiointiongelman yhteydet méd&ritelt&dvyyden k&dsitteeseen olisi-
vat ndhtdvissd. Td118in terminologiset vaikeudet yhd korostu-
vat sillid middriteltdvyyttd on tutkittu ldhinnd logiikan puo-
lella ja n&din k&dytetyt termit eroavat ekonometrisessa kirjal-
lisuudessa esiintyvistd. Koska l&htSkohtana on kuitenkin juuri
identifiointiongelma on tydsséd pitdydytty jonkinlaiseen ekono-
metrisen kirjallisuuden keskimddrédiseen terminologiaan. Sekaan-

nusta aiheuttaa my8s se, ettd identifiointia voidaan tutkia

deterministisissi ja stokastisissa malleissa, sekd stokastisessa

tapauksessa vield populaatio- tai otostasolla. Havaintojen luku-

midrdn vaikutus parametrien "identifiointiin" on eri tapauksissa

erilainen.



Esimerkkini identifioitavuuden esittelyssd on kdytetty lineaa-
rista ekonometrista mallia, jonka ominaisuuksia mm. identifioi~-
tuvuutta on kirjallisuudessa melko perusteellisesti tutkittu.
Pyrkimyksend on esitelld ongelmaa hiukan laajemmin ja valttasd
lijallista teknillistd keikarointia, joka saattaa peittéd

oleellisesti yksinkertaisetkin kysymyksenasettelut.

Haluan lausua kiitokseni prof. Raimo Tuomelalle ja VTK, LukK

Yrjoé Vartialle saamistani huomautuksista.



1. IDENTIFIOITAVUUDESTA YLEISESTI

Ekonometrista mallia (vrt. logiikan teoria) on seuraavassa
karakterisoitu rakenteiden (vrt. logiikan malli) joukkona,
jotka ovat sopusoinnussa tiettyjen aksioomien kanssa. Mal-
lilla ymmdrretddn muuttujien vdlisten relaatioden muodonfja
virhetermin jakauman muodon spesifioimista. Kun mallin pa-
rametreille (vrt. teoreettiset apukdsitteet) annetaan tietyt

numeroarvot saadaan erds malliin kuuluva rakenne.

Koska ekonometriset mallit pyrkivdt kuvailemaan empiirisiia
ilmisitd, on mallia muodostettaessa ajateltava ainakin osa
mallin muuttujista havaittavissa oleviksi ja niiden tulkin-
ta kiinnitetyksi. Tosin useissa ekonometrisissa malleissa
monet "observaatiotermit" ovat etddntyneet melko kauas esim.
ostensiivisesta mid4rittelyn mahdollisuudesta, pikemminkin
meilld on toisia teorioita, joiden avulla ko. kdsitteet tu-
levat midiriteltyd. Em. problematiikkaan ei tdssd liene

syytd puuttua, oletettakoon vain yksinkertaisesti ettd meil-

14 on jokin tapa milli observaatiotermit on saatu mddriteltyd.

Mallilla pyritidin esittdmiin kaikki a priori informaatio me-
kanismista, jolla oletamme havaintojen syntyvin. T&118in ak-

sioomiin on luettava mukaan my®s kaikki mallin parametreja



koskevat a priori rajoitukset. Termin a priori katsotaan tédssd
liittyvdn juuri ko. mallinrakennustilanteeseen. Kyseessd saat-
taa olla paitsi teoreettisten pohdiskelujen, myds empiiristen
kokemusten kautta muualta tai aikaisemmin saatu tietdmys.
Usein lisidksi mallin empiirinen soveltaminen antaa aihetta
mallin pieniin muutoksiin, jolloin a priori ja a posteriori
tietoa on vaikea erottaa. Yksinkertaisinta on t&l118in olet-

taa, etti joka kerta on kyse aivan uudesta mallista.

Huomattakoon, ettd todellisuudessa mallinrakentajan ei usein-
kaan olisi syytd uskoa malliinsa kovin pitkdlle. Sen tulisi
olla hinelle paremminkin er&dnlainen "leikkiprosessi", jota

hin kidyttdd "reaaliprosessin" kuvaamiseen.

Tarkasteltaessa identifiointiongelmaa stokastisissa malleissa

oletetaan usein, ettd tunnemme riippuvien muuttujien ehdol-
lisen jakauman (ehdolla, ettd ennalta mdidrdtyt muuttujat saa-
vat tietyt arvot). Tédllaista tietoa ei luonnollisestikaan
voida saavuttaa direlliselld otoksella. "Rdrettomdn otoksen"
kdyttd on perusteltua, koska identifiointiongelma eroaa sel-
visti estimointiongelmista, loogisesti edeltden niitd ja
till4 oletuksella ero saadaan selvidsti esille. Identifiointi
asettaa nimittdin selvidt rajat tilastolliselle padttelylle,

vaikka olisi kiytettdvissd Héretttmidkin otoksia.



Mallin riippuvien, endogeenisten muuttujien jakauma jota mal-
lilla pyritddn selittdmididn, riippuu oleellisesti muiden, en-
naltamddrdttyjen muuttujien arvoista (jotka seuraavassa ole-
tetaan kiinteiksi luvuiksi) ja hdiridtermin jakaumasta. Eﬁnal—
ta mddrdtyt muuttujat ja ainakin osa riippuvista muuttujista
on havaittavissa, sen sijaan malliin liittyvdd hdiridtermid

ei voida suoraan havainnoida.

Sen havaintojen generoimistavan, jonka mallimme kulloinkin
kiinnittdd, esittdminen yleisesti on usein hankalaa ja epéd-
havainnollista. Erds mahdollinen, nimenomaan stokastisiin
malleihin sopiva yleinen tapa on ajatella riippuvien muuttu-
jien y jakauman G muodostuvan hdiridtermin u jakaumasta F

operaation I kautta, elil)

G = (I—F) (1.1.)

Tavallisesti operaatioon I vaikuttavat ennaltaméddr&tyt muut-
tujat z. Oleellista on ettd se sisdltdd tutkijalle tuntemat-

tomia teoreettisia apuk&dsitteitd, parametreja.

1) Tdssd esitetty mallin m&ddritelmd seuraa Hurwicz (1):td.
Identifioituvuus on mddritelty hiukan eri lailla, koska
tuntuu luonnolliselta mainita relaation R yksikdsitteisyys
midritelmissi. n-ali-identidioituvuuden mddritelmd seuraa
Tuomela (1):td. Kuitenkin on haluttu erottaa n-ali-identi-
fioituvuus voimakkaammin identifioituvuudesta vaatimalla
etteivit n-ali-identifioituvat mallit voi olla identifioi-
tuvia, mikd& on mahdollista Tuomela (1) :ssd.
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Usein on helpompi k&sitelld satunnaismuuttujien, kuin niiden

jakaumien vdlisid operaatioita. Jos esim. vektori y saadaan

u:sta ja z:sta muunnoksen T avulla seuraavasti
y=T"T (z,u) (1.2.)
miirdytyy (tietyilld ehdoilla) myds y:n jakauma yhtdldstd

Pp{y< ylt=pP{y|T (zu 2y} (1.3.)

Muunnos T mi#rii ndin ollen jakaumien vdlisen operaation.
T:n muoto lineaarisissa malleissa on esitetty luvussa 2.1.
Jakauman F muoto ja operaatio I (sisdlté&a vapaita parametre-
ja) sisdltédvdt siis informaation mekanismista, jolla havain-
tojen postuloidaan syntyneen. Tiettyd paria F ja I (jossa

F ja I kiinteitd) vastaa tietty mallin parametrien kiinnit-

timinen, eli tietty mallin rakenne. Kutsumme kaksikkoa
s = (F,I)

rakenteeksi S. Mik#li (1.1.) on voimassa sanotaan, ettd ra-
kenne S generoi jakauman G, ja merkitdsn G=R(S). R on siis
funktio, jonka md&drittelyalue on rakenteiden joukko $ ja
maalialue endogeenisten muuttujien jakaumien G joukko E.
Se, ettd R on funktio, johtuu operaation I yksikdsitteisyy-

destd. Jokaista rakennetta S vastaa siis yksik&dsitteinen ja-

-kauma G, eli

VS, VG,,VG, [Gl = R(S) & G, = R(S)=2G, = Gz:l
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Muodostamme ki#yttimimme mallin valitsemalla a priori kaik-
kien mahdollisten rakenteiden joukosta tietyn osajoukon, eli
rajoittamalla niit# tapoja, joilla a priori olemme valmiit
hyvdksym&&n havainnot generoiduiksi. T&114 tavoin karsimme
siis pois selitykset, jonka tyyppisidkd&dn emme periaatteessa
hyvidksy. Havainnot voidaan selitt&dd monella tavalla, mutta
niiden katseleminen ei sindnsd useinkaan riit& asettamaan
kilpailevia selityksid toistensa edelle. Emme yksinkertai-
sesti voi hyvidksy#d kaikenlaisia selityksid, esimerkiksi sel-
laisia, joissa kotitonttu sopivassa mielentilassa kriitti-
selld hetkelld puuttuu asioiden kulkuun. Muodollisesti voim-
me siis méiritelld mallimme seuraavasti:

MEARITEILME: Malli M on a.priori valittu kaikkien mahdollis-

ten rakenteiden S joukon $ osajoukko M.

Tarkastellaan niiden jakaumien G joukkoa K, jotka voidaan

generoida malliimme M kuuluvilla rakenteilla S

K=1{G|G=R(S) &« SeM} (1.5.)

Mikili nyt jokaiselle K:n alkiolle G pitdd paikkansa, ettd

sitd vastaa joukossa M ainoastaan yksi alkio S, eli
Vv G{GeKk=>[(G = R(S,) & G = R(S,)=> S, = sz)]} (L.6.)

kutakin endogeenisten muuttujien jakaumaa vastaava rakenne

on identifioitavissa. Identifioituva malli voidaankin md&ri-

telld seuraavasti:
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MEARITELMA: Malli M on identifioituva, mikili relaatio R
rakenteiden S ja jakaumien G vdlilli on k&dntden yksikdsit-

teinen M:ssé.

Mik&#li malli ei ole identifioituva, se on ei-identifioituva.

Usein mallia t&116in kutsutaan ali-identifioituvaksi, mikd
mielestdni on hiukan harhaanjohtava termi. Tits termid kay-
tetdin kirjallisuudessa myds hiukan poikkeavassa mielessd

(ks. luku 3\

Vaikka malli ei olisikaan identifioituva, voi joku sen osa
olla titid, esim. yksityinen parametri on identifioituva mi-
ki1li silli on sama arvo kaikissa niissi mallin M rakenteissa,
jotka generoivat saman endogeenisten muuttujien jakauman.
Mallin tietty3 osaa, esim. yhtd16d kutsutaan identifioitu-
vaksi, mik&li kaikki siihen 1iittyvdt parametrit ovat iden-
tifioituvia (erdissi tapauksissa lienee kuitenkin epidselvdd,
milloinka tietyn parametrin on katsottava liittyvén tiettyyn

yht&186n, milloin ei).

Mallin M identifioitavuus merkitsee siis sitd, ettd kutakin
observoitavaa endogeenisten muuttujien jakaumaa vastaa M:sséd
yksikdsitteinen rakenne. M:ssi ei ole olemassa useampia ob-
servationaalisesti ekvivalentteja rakenteita. Mallin osan
jdentifioitavuus taas merkitsee sitd ettd kaikissa tietyn
jakauman miirittelemissd (rakenteiden) ekvivalenssiluokkien
rakenteissa tdh&n mallin osaan liittyvien parametrien arvot

ovat samat.
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Identifioitavuuden k&dsite voidaan laajentaa normaalin iden-
tifioitavuuden ulkopuolelle tarkastelemalla ei-identifioitu-
via malleja tai mallin osia ja kiinnitt&m&1ll& huomio siihen
kuinka monta M:n rakennetta kuuluu tietyn jakauman m&drd&m&&n
rakenteiden ekvivalenssiluokkaan, tai kuinka monta mahdollis-
ta arvoa tiettyyn mallin osaan liittyvdt parametrit voivat
tillaisessa ekvivalenssiluokassa saada.

MAARITELME: Malli M on n-ali-identifioituva, jos kaikille

sen rakenteiden generoimille endogeenisten muuttujien jakau-
mille G ¢ K pit3d3 paikkansa, ettd niiden miirddmiin rakentei-
den ekvivalenssiluokkiin kuuluu korkeintaan n rakennetta
M:ssi ja ainakin yhteen ekvivalenssiluokkaan kuuluu tdsmdl-

leen n rakennetta M:ssd.

Edelld esitetty n-ali-identifioitavuus (n d3rellinen) on
yleistettdvissd numeroituvaan ja ylinumeroituvaan identifioi-
tavuuden kisitteeseen. Samoin se voidaan laajentaa koskemaan

tiettyd mallin osaa.

Huomautettakoon, ettid aikaisemmin k&ytetty termi n-identi-
fioituva on mielestdni harhaanjohtava, ja olisi korvattava
toisella. Sanallisesti yhteys n-identifioitavuuden ja "yli-
identivioitavuuden" v#lilld on liian lZheinen, vaikka termit
pyrkivdt kuvaamaan kvalitatiivisesti kahta erilaista ilmiota.
Mahdollinen olisi esimerkiksi termi n-kertaisesti ali-iden-

tifioituva tai edelli esitetty n-ali-identifioituva.
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Valitessamme a priori malliamme M voimme tehdd siitd laajan
tai rajoittavan. Voimme esim. tehdd siitd niin rajoittavan,
etti kun observaatiotermien tulkinta on kiinnitetty, ei mi-
k&%n mallimme rakenteista ole sopusoinnussa havaintojen kans-
sa, eli leikkiprosessimme ei sovi kuvailemaan reaaliproses-—
sia, kunhan meilld vaan on tarpeeksi havaintoja tdmdn totea-
miseen. Ihanteellinen tapaus on luonnollisesti sellainen,
jossa mallistamme 1loytyy tismilleen yksi rakenne, joka on
sopusoinnussa havaintojen kanssa. Mallin identifioitavuus
takaa juuri sen, ettd mik&li mallissamme on jokin havainto-
jen kanssa sopusoinnussa oleva rakenne sl, niin samojen ha-
vaintojen kanssa sopusoinnussa olevaa toista rakennetta ei

M:sti 1ldydy. Tilannetta on tarkasteltu oheisessa kuviossa.

KI
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Havaintojen perusteella (havainnot ymmdrrettynd riittdvén
laajasti) voidaan kiinnitt#d3d tietty endogeenisten muuttujien

jakauma G TEmi midrdd ko. jakaumaa vastaavan ekvivalenssi-

1

luokan NG eli niiden rakenteiden luokan jotka ovat sopu-
1

soinnussa havaintojen kanssa (data admissible set of struc-

tures, Christin terminologian mukaan) .

Normaalissa tilanteessa havaintojen kanssa muita sopusoin-
nussa olevia rakenteita 18ytyy kylld mallin ulkopuolelta,
esim., jostain toisesta mallista M'. Samalle ilmidlle voidaan
siis k&dytt#di toista mallia, toisenlaisia a priori rajoituk-~
sia ja oletuksia muuttujien védlisten relaatioiden muodosta
(esim. epdlineaarista mallia lineaarisen asemasta). Mik&dli
rajoitumme vain lineaarisiin malleihin (emmekd tee erityis-.
oletuksia virhetermeistid) N tulee vastaamaan niiden mallien

joukkoa, joilla on sama redusoitu muoto.
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2, IDENTIFIOITAVUUDESTA LINEAARISISSA MALLEISSA

2.1, A priori malli

Edelli on yleisin termein kuvattu sitd, mit& identifioita-
vuus merkitsee puuttumatta siihen miten yksityisessd tilan-
teessa voidaan todeta onko jokin malli tai sen osa identifi-
oituva vai ei, tai miten itse identifioiminen sitten suori-

tetaan.

Mallista riippuen on usein mahdollista tutkia edellytyksid,
joiden vallitessa tiettyyn malliryhm&&n kuuluvat mallit ovat
jdentifioituvia. Tdten voidaan pdidtyd erilaisiin sd@dntdihin
jotka takaavat mallin tai sen osan parametrien identifioita-

vuuden.

Hyvd ldhtdkohta ongelmaa tarkasteltaessa on pit&8d mielessd,
etti sekd a priori tieto (=mallimme) ettd a posteriori tieto
(=havainnot) asettavat rajoituksia sille rakenteelle, jonka
oletamme generoineen havainnot. K4ytt&mdlls kummankinlaisia
rajoituksia hyvdksi pyrimme midriimiin mahdollisimman pitkdl-
le itse rakenteen. Mik&li malli ei identifioidu, emmekd tyy-
dy ei-identifioituvaan malliin, joudumme yleensé‘tilantee-
seen, jossa mallin jdentifioimiseksi siihen on lisdttévd 1li-
sdrajoituksia, ns. identifiointirajoituksia. T&m& merkitsee

itse asiassa mallin muuttamista.
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Erds "leikkiprosessien" joukko, jonka ominaisuuksia on mel-
ko pitkdlle tutkittu, ja jota tdssd k&dytetddn esimerkkinid
edelld esitetylle yleiselle esitykselle, on ns. stokastiset

lineaariset mallit. Rakennemuodossa malli voidaan kirjoittaa

Al. Ay, + Bz, =u (2.1.)
A2 K (2-2-)

Tdssd y on riippuvien eli endogeenisten muuttujien vektori,

z ennaltamiir&ttyjen muuttujien vektori, u virhetermien
vektori, A on n x n riippuvien muuttujien kerroinmatriisi
ja B m x n ennalta mdirdttyjen muuttujien kerroinmatriisi.

Mukana on siis n riippuvaa ja m ennaltam&&dr&ttyd muuttujaal).

K on joukko lauseita, joka sis&dltdd kaiken muun kuin Al:ssé
ilmoitetun mallia koskevan a priori tiedon, esim. tiedon
jonkin parametrin arvosta tai vaihteluv&listd, oletuksen A:n
singulaarisuudesta, siitd ettei ennaltamddrédttyjen muuttu-

jien v&1il14 ole lineaarisia identiteettejd, siita ettd en-

1) Yleensi muuttujat luokitellaan endogeenisiin ja exogee-
nisiin, mutta useissa tarkasteluissa (kuten nytkin) on
tissd kdytetty luokittelu kéyttdkelpoisempi. Riippuvia
muuttujia ovat ainoastaan endogeenisten muuttujien arvot
ko. ajankohtana (=hetkelld t), ennalta miirdattyjd ovat
eksogeeniset ja viivdstetyt endogeeniset muuttujat. Mikad-
1i mallissa ei ole mukana viivistettyjd endogeenisia
muuttujia mainitut kaksi luokittelua yhtyvét. Mikdli
kiyttdisimme ainoastaan jakoa endogeeniset eksogeeniset
pitdisi malli esittdd muodossa

1%

R 2 T

T=0
jossa y, on endogeenisten muuttujien vektori hetkelld t ia
X ekso&eenisten muuttujien vektori. T&11l6in eksogeenis-
tgn muuttujien viivdstetyt arvot yksinkertaisuuden vuoksi
middritelty uusina eksogeenisina muuttujina.



18

naltamiiridtyt muuttujat ja hdiridtermit ovat korreloimatto-
mia, muut hdiridtermien jakaumaa koskevat oletukset, ym.
Tdssd yhteydessd ei hiiridtermejd koskeviin oletuksiin kui-
tenkaan tarkemmin puututa, koska identifiointiongelmaa voi-
daan esitellid ilmankin. Huomautettakoon kuitenkin, ettd hai-
ridtermeisti voidaan tehdid useita erilaisia oletuksia Jja
usein myds tdllaisia rajoituksia voidaan kdyttdd tehokkaasti

mallin tai sen osan identifioimiseen((ks. liite II).

Lineaarisessa mallissamme edelld esitettyd operaatiota I
vastaava transformaatio on lineaarinen transformaatio. Jos
F:n oletetaan olevan normaalisen, mySs G on normaalinen.

Jos lisdksi E(u) = 0 F:83 riittaa karakterisoimaan kovarians-—

simatriisi £. Samoin G:t& voidaan karakterisoida E(y):11d ja
1 -1

£¥:114. Mallin ns. redusoitu muoto on y = -A "Bz + A “u ja
¥ = a7t (2.3.)
= -1
E(y) = -A ~ Bz (2.4.)

Tiettyd rakennetta S joka riippuu edelld kuvatulla tavalla
hiiridtermin jakautumasta ja operaatiosta I, voidaan nyt

kuvata $%:11a ja matriiseilla A ja B eli

; A, B) (2.5.)

Edelli esitetty operaation I suorittaminen enteilee jo eréds-
t4i lineaaristen mallien identifointi-ongelmaa: ndemme ettd,
mikili rY:sta ei ole vahvaa tietoa A_lzn elementtien marda-
miseen, voi olla ettd j&lkikdteen emme pysty erottelemaan

1B alkuperdisid matriiseja A ja B. Onhan

matriisista m = A
messd vain n x n elementtid verrattuna n x n + n xm = n X (n+m)

elementtiin A:ssa ja B:ssd yhteensd.
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2.2. A posteriori observoimalla saatava informaatio

Edellid esitetystd lienee jo kdynyt selville, ettd mikdli
emme ole valmiit etukdteen rajoittamaan milli&n lailla nii-
den selitysten joukkoa, jotka olemme valmiit hyvdksymdén,
emme pysty saamaan mitddn tietoa siitd mekanismista Jjoka
havaintoja tuottaa. Luonnollisesti saamme informaatiota,
mutta sen arvo on rajoitettu, emmekd pysty jirjestdmddn sitd

laajempaan ilmidkenttddn nidhden.

Kun mallimme (sallittujen rakenteiden joukko) on 1lydty
kiinni on oleellista se, ettd havainnot asettavat rajoituk-
sia mallillemme. T&mi on luonnollista, silli viitdmmehdn
juuri jonkun mallimme rakenteista generoineen havainnot.

Otetaan esimerkiksi deterministinen lineaarinen malli

y = a + bx (2.6.)

jossa y ja x havaittavia muuttujia ja a ja b ennalta madrda-
mattomid kiinteitd lukuja. Saatuamme yhden havainnon (yl,xl)
emme vield voi midritd lukuja a ja b, mutta olemme saaneet

niiden vidlille riippuvuuden a+xlb =Y, (tdssd nyt Yyr¥y

kiinteitd 1lukuja ja a ja b tuntemattomia) . Toinen havainto
tuottaa ehdon a+x2b =Y, ja tédsté yhtdldryhmdstéd voimme mad-
riti tuntemattomat parametrit (oletetaan etteividt X, ja yi
molemmat ole nollia). Teoreettisesti apukdsitteet a ja b
voidaan siis mddritelld havainnoittavien muuttujien x ja y

avulla.
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Huomattakoon, ettd mik&dli edelld saamme kolmannen havainnon,
saamme my8s kolmannen yhtdldén, jolloin kahden muuttujan yhté-
16ryhmdssdmme on kolme yhtdldd. Tietyt loogikot (Simon, il-
meisesti Blalock) kutsuvat t&llaista tilannetta "yli-identi-
fioituvaksi", koska meilld on enemmdn kuin riittdvdsti havain-

toja mallin identifioimiseksi (ks. luku 4.).

Tarkasteltaessa yleisemmin lineaarisen mallin (2.1.)-(2.2.)
suhdetta a posteriori tietoon voidaan todeta ettd havainnot
deterministisessi tapauksessa asettavat m rajoitusta kunkin
yht&dlén parametreillel). Tdmd johtuu havaintojen muodostamis-
tavasta: valitaan m:lle ennalta méd&rdtylle muuttujalle arvot

ja annetaan mallin mddrdtd riippuvien muuttujien arvot.
Toisistaan yksityisid yhtdl6itd emme kuitenkaan pelkdstdan
havaintojen perusteella voi erottaa. Yli m:std havainnosta ei
siis itse asiassa ole mit#in hy&tyd, mik&li emme epdile mallim-
me paikkansa pitédvyyttd ja halua kiyttdd havaintoja sen testaa-
miseen. Edelld on luonnollisesti oletettava, ettd oletuksemme
siitid ettd havainnot on todella generoitu mallillamme, on oltava

voimassa.

My®s stokastisessa tapauksessa, tutkittaessa asiaa populaatio-

tasolla, asettavat havainnot ainoastaan m rajoitusta kunkin
yvhtilén parametreille. Lausejoukko K (mallin aksioomat A2.)

sisdltid usein oletuksen ennaltamdirdttyjen muuttujien ja

virhetermien korreloitumattomuudesta, ja tulos on johdettavissa

tdmdn avulla.

1) Ks. esim. Fisher (6).
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Erikoisesti huomattakoon, ettd vaikka lineaarisen mallin raken-
nemuoto ei olekaan identifioitavissa, on sen redusoitu muoto

aina identifioituva, kun havaintoja on tarpeeksi. Redusoidun

muodon matriisi on siis mdirdtty yksikédsitteiselld tavalla ha-
vaintojen perusteella. Mikdli emme ole kiinnostuneet rakenne-
muodosta, onkin erdisiin mallin kdyttStarkoituksiin riittdvad
tuntea tdmi. Edelld esitetty merkitsee, sitd ettd redusoidun
muodon matriisiin m sis#dltyvdt parametrit on eksplisiittisesti

middritelty havaintojen avulla.

2.3. A priori ja a posteriori tiedon yhdistdminen ja

parametrien identifiointi

A posteriori informaatio kykeni asettamaan m rajoitusta ku-
hunkin yht&166n liittyville parametreille, joita kaiken
kaikkiaan (jos emme kdytd hyvdksi a priori informaatiota)

0li yhtdl6ssd m+n. Jotta kuhunkin yhtdlddn tarvittavat para-
metrit voitaisiin md&rdtd, tarvitaan siis n lineaarista riip-
puvuutta lisdd parametrien v#lille. Yksi tdllainen ehto saa-
daan yleensid normalisointisd&@nn8std joka kertoo mink&d muuttujan
suhteen kukin yhtd18 on normalisoitu, eli mink&d muuttujan ker-
roin ao. yhtdldsséd on ll). Tdtd normalisointia vastaa usein
intuitiivinen kdsityksemme siitd mitd muuttujaa kussakin
yhtdl6ssd useamman yhtdlén simultaanimallin puitteissa se-
litetddn Lisdksi tarvitaan siis a priori rajoituksia n-1

kappaletta. (Muistettakoon ettd n oli endogeenisten muuttu-

jien lukumddrd.)

1) Ks. Fisher (6).



Edelli olevalla yksinkertaisella piddttelylld olemme johta~
neet tirkein ns. "order-ehdon" joka lineaarisessa mallissa
kertoo milloin tietty yht&dld (s.o. tietyn yht&d1ldn parametrit)

on identifioituva.

ORDER-EHTO: Lineaarisen mallin yht&lS on identifioituva, mi-
kili malli sisdltdi n-1 a priori lineaarista rajoitusta ko.

yhtdl8n parametreille.

Edelli esitetty ehto on vdlttdm&tdn, muttei riittdvd ehto
lineaarisen mallin (2.1.)-(2.2.) yhtdldn parametrien identi-
fioimiselle. Yksityiskohtaisemmilla tarkasteluilla on johdet-
tavissa ns. rank-ehto, joka on myds riittévél). Tdssd ei sy-
vennytd tilanteeseen tarkemmin; oleellista on ollut osoittaa,
etti useissa erilaisissa tilanteissa on mahdollista melko
yleisesti samoa, milloin tietyn tyyppinen malli tai sen osa

on identifioituva. T&118in pdddytddn juuri ylli esitetynlaisiin

sidntbihin.

Silloin kun lineaarinen malli ei identifioidu, on mahdollisia

rakenteita yleensd ylinumeroituva midrd, joten n-ali-identifioi-

2)

tuvat mallit ovat harvinaisia ’.

1) Rank-ehdosta ks. esim. Goldenberger (1), Christ (1).

2) Esimerkki 2-ali-identifioituvasta mallista 1O6ytyy esim.
kirjasta Christ (1) ss. 337-338.
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2.4, Rakennemuodon yhtdléiden lineaarikombinaatiosta

Lineaarisen mallin yhtdl6 on siis identifioituva, mik&li se
rakennemuodon yhtdldistd on ainoa joka paitsi, ettd se on sopu-
soinnussa havaintojen kanssa, on my8s sopusoinnussa niiden ra-
joitusten kanssa, jotka rakenteen kuuluminen tiettyyn malliin
juuri tdlle yhtdl6lle asettaa. Yksityisen yhtdl6n kertominen
vakiolla muuttaa yht&dldn parametrit, mutta oleellisesti yhtdlé
yleensd pysyy samana, esim. se on edelleen sopusoinnussa havain-

tojen kanssal).

Yleisesti voidaan osoittaa intuitiivisesti melko selvilti tun-
tuva seikka, ettd "todellinen" yhtdld voidaan erottaa kilpaile-
vista "vddristd" yhtdl6istd mikdli ko. rakennemuodon yhtilé ei
ole muiden rakennemuodon yhtdldiden lineaarikombinaatioz). Tama
pitdd tietysti paikkansa kaikille rakennemuodon yhtdléille,
joten a posteriori informaatio ei siis voi erottaa todellisten
yhtdldiden joukkoa, eli todellista rakennetta, muista rakenteis-
ta jotka saadaan muodostamalla yhtdlét todellisten yhtdl®iden

lineaarikombinaatioina. Olkoon E nxn nonsingulaarinen matriisi.

Kertomalla yhtdld (2.l1.) vasemmalta E:11d saadaan
§ §, _ .§
A Ye t Bz, = ug (2.7.)
jossa A§ = EA, B§ = EB ja ug = Eu

1) Ks. kuitenkin Fisher (6) ss. 25-26,
2) Katso esim. Christ (1); Koopmans (1) tai Goldberger (1l).
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Pelkistiddn havainnoilla saatava informaatio ei siis pysty
eroittamaan yhtdlén (2.7.) liittyv&d rakennetta yhtdlddn
(2.1.), liittyvdstd rakenteesta koska molemmat rakenteet ovat

sopusoinnussa havaintojen kanssa.

2.5, Identifioitavuus ja redusoitu muoto

Edelli tuli jo esille ettd huolimatta siitd ettei mallin raken-

netta voida identifioida, on sen redusoidun muodon parametrit
aina miirittivissid yksikdsitteisesti. Alkuperdisen yht&dlSsys-

teemin rakennemuoto oli

Ay, + Bz, = u, (2.8.)

ja vastaava redusoitu muoto

1

u, (2.9.)

- R § =
Xt_ﬂzt"-zt (A B)Zt+A

Mik&li alkuperdinen malli muunnetaan edellisessa luvussa
esitetyllsd tavalla lineaarisella muunnoksella E, on uutta

rakennetta vastaava redusoitu muoto

. jossa kuitenkin

oS = a8 168 - _(Ea)y YER) = -a”lB =1 (2.11.)
v1§_' = a8 lu?: = (EB)'l(Fut) = A'lut = v, (2.12.)



25

Kuten odottaa sopiikin on molempien rakenteiden redusoitu

muoto siis sama. Tdmihidn on vdlttdmdtdmtd, koska edelld oli
osoitettu ettd alkuperdinen ja tdstd lineaarimuunnoksella
saatava rakenne ovat molemmat sopusoinnussa havaintojen kans-
sa, eli molempien tulee generoida samat y:n havaintoarvot,

kun z:n ja u:n arvot on annettu.

Koska mallin redusoitu muoto on aina identifioitavissa ja
redusoidun muodon parametrit sisdltédvédt yksinkertaisen lineaa-
risen mallin tapauksessa kaiken sen informaation mit& havain-

noilla voidaan saada rakennemuodon parametreista - ne saadaan

ei-singulaarisella transformaatiolla yhtdl8istd jotka sisdltéd-

vit kaiken tidllaisen informaation - identifiointiongelma esite-

tidn usein kysymyksen#d voidaanko rakennemuodon parametrit mda-

ridtd yksikisitteisesti, kun redusoidun muodon parametrit tunne-

taan. Rakennemuodon parametreja vastaavat aina yksikédsitteiset

redusoidun muodon parametrit.

Ei-identifioituvassa tapauksessa redusoidun muodon paramet-
reja eivdt vastaa yksikdsitteiset rakennemuodon parametrit,
vaan useammat erilaiset rakennemuodon parametrien kombinaa-
tiot tulevat kysymykseen, emmekd osaa valita n&iden vidlilla.
Identifioituvassa tapauksessa riippuvuus on yksikdsitteinen

molempiin suuntiin.
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Malli

M= (:%,A,B) |AeR,eBeB,I € Z)

Mallin redusoitu muoto

rR= (V,m|r=-ats,1">= a~l g9 a7l

ei-identifioituva tilanne

identifioituva tilanne

Ns. "yli—identifioituvassa“ tilanteessa ei stokastisissa

lineaarisissa malleissa (todennékﬁisyydella 1) johtuen &ddrel-

lisesti otoksesta 18ydy lainkaan rakennetta, joka vastaisi

estimoitua redusoitua muotoa. Téssd kohden kirjallisuudessa
esiintyvd terminologia on hiukan ep&djohdonmukainen ja hamdd-
vi. "Yli-identifioituvat" mallit ovat aina identifioituvia.

Kirjallisuudessa esiintyy kaksi erilaista "yli-identifioita=-
vuuden" kédsitettd, joita on kisitelty tuonnempana. Joka ta-
pauksessa on muistettava, ettéd "yli—identifioitavuus" on mo-
lemmissa tapauksissa aivan erilainen ilmid kuin identifioi-
tavuus. Olisikin paikallaan kdyttdd termin "yli-identifioi-
tuva" sijasta jotain muuta termid, jolloin mallit1ovat yk-

sinkertaisesti joko identifioituvia tai eivét sitd ole.
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3. ERAASTA TERMIN "ALI-IDENTIFIOITAVUUS" KAYTOSTA

Malli, joka periaatteessa on identifioituva voi (mik&dli hyvdk-
symme eriiden kirjoittajien kielenk&ytdn) olla "ali-identifioi-
tuva", koska meillid ei ole riittdvdsti havaintoja eri paramet-
rien mdirdidmiseen. Esim. mallissa y=a+bx, jossa y ja x ovat ha-
vaittuja muuttujia ja a ja b tuntemattomia parametreja (teoreet-
tisia apukdsitteitd) emme yhden havainnon perusteella pysty
madrddmidn molempia parametreja, ellei meilld ole muuta a priori
tietoa niistd, esim. tunnemme toisen parametrin arvon, tai nii-

den suhteen. (Tdllaista terminologiaa k&yttd4d mm. Simon).

Tuntuisi kuitenkin jédrkevdmmdltd mySs t&dssid tapauksessa kutsua

mallia periaatteessa identifioituvaksi, eli lyhyesti identifioi-

tuvaksi. N3in yleensd tehd&ddnkin ekonometrisessa kirjallisuudes-
sa, esim. Marschak (1l). Tdmd kdytédntd olisi mySs paremmin sopu-
soinnussa muun terminologian kanssa. Huomattakoon ettd edelld
mainittu oletus Hd&rettdmistd otoksesta tutkittaessa identifioi-
tuvuutta stokastisissa malleissa merkitsee juuri sitd, ettd

tutkitaan identifiointia periaatteellisessa mielessd. Oletetaan

siis riittdvi miirid havaintoja, eik#d olla kiinnostuneita tdmén-

tapaisesta "ali-identifioitavuudesta". Mik&dli periaatteessa
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identifioituva malli j&isi n&din identifioitumatta, olisi t&ma
luonnollisesti erikseen selostettava, mikdli mahdollista kayt-

tden jotain muuta termid kuin "ali-identifioitavuus”.

Sindnsi edellid esitetynlainen teoreettisten k&sitteiden avonai-
seksi jd&minen puutteellisten havaintojen vuoksi on erittdin

mielenkiintoinen ilmi® ja kaipaisi mahdollisesti omaa termid.
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4, "YLI-IDENTIFIOITAVUUDESTA"

Tietyiss3d erikoistilanteissa identifioituvia malleja kutsu-
taan usein "yli-identifioituviksi". Termilld on kaksikin
erilaista kdyttd4. Molemmat vastaavat tilannetta, joka on
oleellisesti erilainen ei-identifioitavuudesta, ja eri ter-
mien kdyttd olisi paikallaan kummassakin tapauksessa. Ensim-
midinen "yli-identifioitavuuden" k&site liittyy samantapaiseen
tilanteeseen kuin luvussa 3 esitelty termi "ali-identifioi-
tuvuus". Mik#li meilld deterministisessd mallissa on enemmdn
kuin tarpeeksi havaintoja parametrien identifioimiseen, voim-
me midritd parametrit useiden eri havaintoryhmien avulla,
parametrit voidaan erdissid mielessd "yli-identifioida". Huo-
mattakoon kuitenkin, ettd mik#li malli on sopusoinnussa empi-
rian kanssa, tulevat parametrien arvot eri tavoilla laskettu-

na samoiksi. Itse midiritelmihin on sama, ainoastaan eri havain-

toja kdytetddn yhdessd saman midritelmdn kanssa arvioimaan

apukdsitteiden arvoja.

Edelld kuvatunlaista terminologiaa k&yttd& esim. Simon (kuten
vastaavaa "ali-identifioituvuuden" kdsitett&dkin). Té&mdn ta-
paista "yli-identifioitavuutta" voidaan kdyttdd mallin tes-

taamiseen, aivan samalla tavalla kuin yleensdkin testaamme
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mallejamme havaintojen avulla. Niin kauan kuin mallissa riit-
ti4 vapaita parametreja, ei mallia itse asiassa ole vield tes-—
tattu havaintojen avulla. Havaintoja on oltava v&dhintddn niin
paljon, ettd ainakin periaatteessa olisi mahdollista joutua

ristiriitaiseen tilanteeseen.

Tillainen ristiriitainen tilanne merkitsee sitd, ettd mallimme
on liian rajoittava, ei 18ydy yhtdan rakennetta jolla havainnot
voitaisiin ajatella generoidun. Mallimme on yksinkertaisesti
viird, ja se on hyldttavi, ellemme tyydy likimd&rdiseen tark-
kuuteen. Td118in kuitenkin j&a ongelmaksi mita havaintoja kdyte-
tdin parametrien miirismiseen, ja tilanne on melko lihelld (vain

eriissi mielessd) ekonometrisessa kirjallisuudessa esiintyvda

toista "yli—identifioitavuuden“ kidsitettd.

Tadmd termin "yli—identifioitavuus" kdyttd liittyy stokastisiin
malleihin ja tilanteeseen, jossa ddrellisen otoksen satunnais-
vaihtelusta johtuen parametrit voidaan miiridtd useammalla eri
tavalla. Kyseessa on 13hinni estimointitekninen ongelma ja
ongelma hiviii otoksen kasvaessa, esimerkiksi oletettaessa
edelli esitettyyn tapaan endogeenisten muuttujien ehdollinen
yhteisjakauma tunnetuksi. Sen apparaatin puitteissa, jota luvussa
l; kdytettiin identifioitavuuden miirittelemiseen, "yli-identi-
fioitavuutta" tdssid mielessd on vaikea kdsitelld. Huomautetta-
koon kuitenkin, ettd kaikki "yli—identifioituvat" mallit ovat

sielli annetun midritelmdn mukaan identifioituvia malleja.
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Hyvid esimerkki "yli-identifioitavuudesta" on tilanne, jossa
lineaarisen mallin &ddrellisestd otoksesta estimoitu redusoitu
muoto asettaa liikaa rajoituksia mallin "rakennekandidaateille"
ja yhtdin sellaista rakennetta, johon liittyvdt matriisit A ja
B johtaisivat estimoituun redusoidun muodon matriisiin % ei
16ydy mallista M. Luonnollisesti t&dllaisia rakenteita 1loytyy

mallimme ulkopuolelta. Tilannetta on tarkasteltu oheisessa ku-

viossa.

Mallin &d&rellisestd
otoksesta estimoitu
redusoitu muoto

: -A" T = n& (ZY,A,B)eM

Korostettakoon vield ettd vastaavuutta ei nimenomaan 1l8ydy

~

Sl:n ja Ty in vdlilld. Kun otoskoko kasvaa, ja mikdli havainnot
on todella generoitu jollakin identifioituvan mallimme raken-
teista, esim, Sl’ 16ytyy lopulta kylld yksikdsitteinen vastaa-
vuus rakennemuodon ja "oikean" redusoidun muodon Ty vdlill&.
"Yli-identifioitavuutta" voidaan verrata tilanteeseen, jossa
arvioimme suomalaisten 2l1-vuotiaiden miesten keskipituutta k&yt-

tden useampia otoksia, joissa otoskeskiarvot eroavat. Myds saman

otoksen puitteissa voidaan kdyttdd samalle teoreettiselle
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populaatioparametrille erilaisia (konsistentteja) estimaattoreita.
Tdllainen on tilanne, jos esimerkiksi oletamme miesten pituuksien
jakaantuneen normaalisesti ja kdytdmme direllisessd otoksessa
aritmeettista keskiarvoa ja mediaania populaatiokeskiarvon ar-
vioimiseen. Miki#li otos on ddretdn ja havainnot on todella poi-
mittu normaalijakaumasta, h&vidd ongelmamme, samoin kuin "yli-
jdentifioitavuus" lineaarisissa stokastisissa malleissa. Erds
vaikeus kdytdnndssd on tietenkin se etti ennemmin tai myShemmin
leikkiprosessimme ei riitd kuvaamaan todellisuutta ja ndin ko.
tuloksella ei olisi k&dyttdd, vaikka saisimme d4rettbmidkin otok-
sia. Se, ettd hallinnassamme oOn vain erids leikkiprosessi paljas-

tuisi ndet armotta.

Silloin kun kisitelldin H4rellisid otoksia ja halutaan jakaa
identifioituvat mallit "yli-identifioituviin" ja muihin mal-
leihin, kutsutaan nditd malleja usein "t&smdlleen" identifi-
oituviksi. Huomattakoon, ettd koko lineaaristen mallien esti-
mointiteoria voidaan jaoitella sen mukaan kdsitell&&nkd ei-
"tismilleen" -, vai "yli-identifioituvia" malleja. Ei-iden-
tifioituvien mallien rakenneparametreja ei voida lainkaan
estimoida (mutta monia ndiden parametrien funktioita voidaan,

esim. redusoitu muoto). "Tdsmilleen" identifoituvan mallin

kaikki parametrit ovat yksinkertaisella tavalla estimoita-
vissa (esim. ns. indirect least squares). Suuri osa lineaa-
-risten mallien estimointiteoriaa késittelee juuri "yli-iden-
tifioituvaa" tapausta, jossa on vaikeutena pddstd yksikédsit-
teisiin rakennemuodon parametreihin siten ettd kaikki a prio-
ri tieto tulisi efektiivisesti kiytettyd ja siten, ettd kaik-

ki a priori rajoitukset olisivat voimassa.

IR S = |
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5. HUOMIOITA IDENTIFIOITAVUUDESTA JA MEXRITELTAVYYDESTA

Kun sanotaan: "yli-identifioituvassa" tilanteessa voidaan
teoreettiset apukédsitteet miliritelld usealla tavalla" ja
kun sanotaan "n-ali-identifioituvassa tilanteessa voidaan
teoreettiset apukésitteet miiritelld usealla tavalla" on to-

della kyse eri "tavoista"”.

"yli-identifioituvassa" tilanteessa meilld on useita tapoja
midritelld sama kisite samassa mielessd kuin 4 voidaan m44ri-
telld +2 tai -2:n toisena potenssina tai populaatiotasolla
keskiarvo ja mediaani kaikissa mahdollisissa normaalijakautu-
missa johtavat samaan lukuun. Tavat ovat ekvivalentteja sii-
ni mielessi, ettd sama "maailman rakenne" saadaan kiinni

usealla tavalla.

n-ali-identifioituvassa tapauksessa meilli on samalle teo-
reettiselle apukdsitteelle avoinna useita keskenddn risti-
riitaisia mi#dritelmisd, joista kuitenkin voimme viitt#d jon-
kin olevan voimassa. Téllainen on tilanne jos esim. kahden
parametrin summa on mddrdtty, mutta itse;parametrien‘arvot voi-

vat ao. rajoituksen puitteissa vaihdella, siis mahdollisia
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"maailman rakenteita" on useampia. Tdssd mielessd n-ali-identi-
fioitavuus ja yleensd ei-identifioitavuus vastaa eksplisiittis-
ten miiritelmien disjunktiota (so. jokin annetuista médéritel-
mistd pitd#i "todelliselle rakenteelle" paikkansa). T&l1l6in useam-
mat rakenteet, (jotka kuitenkin kaikki ovat observationaalisesti
ekvivalentteja) ja ndin useammat teoreettisten apukédsitteiden

eli parametrien arvot ovat mahdollisia.

vli-identifioitavuus tulee nidhdikseni vastaamaan eksplisiittis-

ten midritelmien konjunktiota. "Todellisessa rakenteessa" pitédvat
kaikki yli-identifioituvan parametrin eksplisiittiset mddritelmdt
paikkansa. Yli-identifioitavuus vastaa ndin ollen mielenkiintois-

ta, erittdin voimakasta méddriteltdvyyden lajia.

"yli-identifioitavuus" (Simonin mielessd) esim. ylimddrdis-
ten havaintojen kautta vastaa eksplisiittistd mddriteltdvyyt-
t&, mikili malli periaatteessakaan on sopusoinnussa havainto-
jen kanssa. Mik#1li malli taas ei sovi kuvaamaan todellisuut-
ta eli eri havainnoista saadaan apukdsitteille ristiriitai-
set arvot (miiritelmistd tuskin sininsd voidaan kdyttdd sanaa
ristiriitaiset) on malli yksinkertaisesti vd&rd, eikd apu-

kidsitteiden midriteltdvyys endd ole niin mielenkiintoista.

Mik#li taas on kyse "yli-identifioitavuudesta" joka esim.
stokastisissa malleissa johtuu pienestd otoksesta ja siitd,
ettsd meilld on useita menetelmid joilla teoreettiset apukd-
sitteet (sininsi konsistentisti, mutta d&rellisen otoksen

satunnaisvaihtelusta johtuen ristiriitaisilta ndyttdvillad



35

tavoilla) voidaan mddrdtd useammalla tavalla, ollaan logiikan
tavanomaisen, l&hinnd deterministisiin tapauksiin soveltuvan
mddriteltdvyyden kdsitteen ulkopuolella. Populaatiotasollahan
ristiriidat hdvidvdt ja huomataan ettd itse asiassa meiddn mdi-
ritelmdmme ovat tdlld tasolla operoivan tarkastelukehikon puit-

teissa ekvivalentteja.

Runsaasti mielenkiintoisia mddriteltdvyyden ongelmia olisi var-
masti 1l6ydettdvissd tarkastelemalla ekonometrian tutkimusmene-
telmid tdstd ndkdkulmasta. Esimerkiksi ehdolliselle md&driteltéa-
vyyden kédsitteelle olisi luultavasti l&ydettédvissd useitakin
vastineita. Erddt ilmidt ovat usein havaittavissa vain tietyissd
olosuhteissa, esim. nousu- tai laskusuhdanteen aikana jne. Dummy-
muuttujien kdyttd, samoin kuin tietynlaiset kausipuhdistusmene-
telmdt, lienevdt myds hyvid esimerkkejd. Mielenkiintoinen on
my8s regressioanalyysissa tilanne, jossa yhtd muuttujaa selite-
tddn vaikkapa havaintojen puutteellisuuden johdosta muiden muut-
tujien pddkomponenteilla (vrt. Tuomela (1) ja faktorianalyysi).
Monimuuttujamenetelmdt tarjonnevat samantapaisia ongelmia

useita.

Taloudellisessa kirjallisuudessa esiintyy my6s tdysin verbaali-
sella tasolla apukédsitteitd, joiden md&dritteleminen on ongel-
mallista. Tdllaisia ovat esim. investointiteoriassa tédrked
"odotetut tuotot". Tdmd tulevaisuuden odotuksia kuvaava apukdsite
joudutaan kuitenkin mddrddmddn jollain tavalla historiallisen
hinta-, kustannus-, tuotanto- ym. kehityksen avulla, eli mdrit-

telemddn eksplisiittisesti suoraan observaatiotermien avulla.
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6. HUOMIOITA TEOREETTISTEN APUKASITTEIDEN TARPEELLISUU-

DESTA

Seuraavien esimerkkien ja niiden yhteydessd esitettyjen komment-
tien tarkoitus on lyhyesti sanottuna perustella seuraavaa vdi-

tettd: Rakennemuodon parametrien (teoreettisten apukédsitteiden)

ja niiden identifioituvuuden (eksplisiittisen mddritelt&dvyyden)

tarve riippuu oleellisesti siitd tarkoituksesta mihin ko. mallia

(teoriaa) aiotaan kdyttdd.

Tarkastelkaamme ensimmidisend apukdsitteiden ja niiden identifioi-
tuvuuden tarvetta koskevana esimerkkind Elinkeinoceldmdn Tutkimus-
laitoksessa rakennetun mallin kdyttdd vuoden 1973 alussa eri

tutkimuslaitoksissa suoritetuissa, tulopolitiikkaa koskevissa ar-

vioissa.

Malli on estimoitu rakennemuodossa, joten sen kaikki raken-
nemuodon parametrit tunnetaan, ja ndiden perusteella voidaan

aina laskea mallin redusoitu muoto To jota kédytetddn ennus-

‘tamiseen. Erikoisesti jotkut mallin yht&d1dt kuvaavat talou-

dellisten agenttien toimintaa, kulutusta, investointia, hin-

nanmuodostusta, ansiotasonmuodostumista, ulkomaankauppaa Jjne.



Ndin esim. ansiotason mddrdytymiseen liittyy tietty mekanismi,
joka on mddrdtty estimointiperiodilla havaitun kdyttdytymisen
avulla. Yhtdld kertoo, minkdlainen vaikutus hintakehitykselld,

tuottavuudella ja ty6ttOmyydellda on ansiotasoon.

Mikd1li oletamme ettd ko. mekanismi ja vastaavasti mallin muu
rakenne myds ennustetilanteessa on voimassa, voimme kdyttdd
ennustetarkoituksiin matriisia Toe Jos nyt kuitenkin ansio-
tason midriytymismekanismi oleellisesti muuttuu esim. siten
(kuten kevdilld 1973 mm. ehdotettiin) ettd tulopolitiikan
keinoin voidaan mdidr&td ansiotason nousu reaalisesti tuotta-
vuuden nousua vastaavaksi, on rakenteemme muuttunut ja jou-
dumme ennuste- ja analyysitarkoituksiin kdytt&mddn toista
redusoidun muodon matriisia Tqe Témidn voimme kylld helposti
misritd, koska tunnemme uuden rakennemuodon. Mik&li alun-
perin emme olisi md&r&nneet alkuperdistd rakennetta vaan oli-
simme pyrkineet ratkaisemaan ongelman suoraan redusoidun muo-
don o avulla, emme pystyisi mallillamme tarkastelemaan té&-

m&n tapaisia ongelmia.

Edelld kuvatunlaisia ongelmia, joissa uuden tiedon lisd&dmi-
nen malliin kdy paremmin, mik&dli tunnemme rakennemuodon, on

helppo kuvitella runsaasti.

Huomattakoon, ettd redusoidun muodon kdyttdminen merkitsee
erdiden teoreettisten apukdsitteiden korvaamista l&hempdnd
observaatiotermejid (periaatteessa aina ndiden avulla ekspli-

siittisesti miidriteltivissi olevilla) olevilla kdsitteills.
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Keskustelu teoreettisten apukdsitteiden tarpeellisuudesta ja
niiden mddriteltdvyydestd palautuu siis osin vanhaan keskuste-
luun siitd tarvitaanko rakennemuodon parametrien tuntemusta,

ja jos, niin millaisissa tilanteissa. Mikdli teoreettisten apu-
kdsitteiden arvot edellid oletettiin kiinteiksi, ei niitd aina
ollut vilttidmitdntd mddritelld eksplisiittisesti, mikdli kdytdm-

me teoriaamme puhtaasti ennustetarkoituksiin.

Esimerkkind ei-identifioituvien mallien kdytSstd mainittakoon
tuttu tarina kahdesta vanginvartijasta, joista toinen puhui totta,
toinen valehteli. Vangitulle esitetddn kaksi ovea, joista toinen
vie vapauteen ja toinen kuolemaan, ja h&nen annetaan tehdd yksi
kysymys vartijoille, johon ndméd voivat vastata vain mydntdvdsti
tai kieltdvidsti. Vangittu ei kuitenkaan tied&d kumpi valehtelee,

kumpi puhuu totta.

Juttu voidaan formalisoida yksinkertaisesti seuraavalla tavalla:

y = abx (6.1.)

jossa a ja b ovat vanginvartijoiden sisdisid tiloja kuvaavia
parametreja (saavat arvon -1 tai +1 sen mukaan valehteleeko ko.
vartija vai ei) x on asiain todellista tilannetta kuvaava muut-
tuja ja saa arvot v tai -v sen mukaan viekd ovi vapauteen vai ei.
y on vanginvartijan vastausta kuvaava muuttuja, joka siis my8s

voi saada arvoja v tai -v.
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Hyvd kysymys: Vastaisiko tuo toinen vartija mydntédvédsti, mi-

kdli kysyisin h&@neltd viekd vasemmanpuoleinen ovi vapauteen?

(T411l6in on oletettu, ettd molemmat vartijat tuntevat tilan-

teen tdysin). Edelld esitetty malli on hyvd ennustetarkoituk-
siin, muttei rakenteen analysointiin., Teoreettisia parametre-~
ja a ja b ei tarvitse, eikd voida identifioida, mik&1li ha-

vaintojen tekotapa on edelld kuvatulla tavalla rajoitettu.

Kdytdnn6ssd tdllaisia rajoituksia usein liittyy havaintojen

tekoon.

Parametreja a ja b ei tarvitse identifioida, koska olemme a
priori voineet identifioida er&ddn niiden funktion, tied&mme
nimittdin, ettd ab = -1. Kdyttotarkoitukseen (vapauteen pddsemi-
nen) riittdd mallin yleinen tunteminen ja sen erddn redusoidun

muodon tunteminen.

Voidaan tietysti vdittdd, ettd itse asiassa t&ll6in kadytdmme

mallia

e (6.2.)

mutta ko. tilanteen pohjalta on paljon helpompaa ja luonnol-

lisempaa konstruoida malli (6.1.).

Toinen yksinkertainen esimerkki mallista jossa teoreettisten
apukdsitteiden eksplisiittinen m&3rittely saattaa tuottaa

vaikeuksia on tyyppid
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y = ax + bx (6.3.)

olevat mallit (x ja y havaittavia muuttujia, a ja b teoreet-
tisia apukdsitteitd). Tuntuu ilmeisesti kuitenkin jérkevdltd

kdyttdd tdllaista mallia, eikd mallia
y = cx (6.4.)

mikdli x:n vaikutus y:hyn on intuitiivisesti selvdllid taval-

la jaettavissa kahteen komponenttiin.

Erds vastaavanlainen tilanne, jossa mieluummin jaamme yksin-
kertaisen, mutta epdlineaarisen riippuvuuden kahteen komponent-
tiin on arvo, joka muodostuu m&d&rd kertaa yksikkShinnasta vd-
hennettynd alennuksella. Syynd lienee se, ettd ajattelumme pyr-
kii lineaarisuuteen. On helpompaa ja tutumpaa muodostaa ensin
arvo mdidrdn lineaarisena funktiona ja pddtelld sen jdlkeen

alennus erikseen.

hinta x mddard - alennus

Arvo

A

pxqg-f (q)

Edelld on merkitty alennus mddrd@n funktioksi (tukkualennus).
Todellisuudessa lienee alennus mySs hinnan funktio, silléi
myyjdt usein nostavat ensin hintoja ja antavat sitten suuren
alennuksen. He myyvdt enemmdn k&yttden hyvdksi ihmisten yk-
sinkertaista kdsitystd tilanteesta. Joka tapauksessa systee-
mi on toivottoman ei-identifioituva, mik&li voidaan havain-

noida vain arvoja ja mdarid.
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Mainittakoon tdssd yhteydessd useissa fysikaalisissa ilmi&is-
si kdytetyt mallit, joissa varsinainen malli pitd& paikkansa
"jdeaali-ilmislle" ja sovellettaessa mallia kdyt&nt&on arvioi-
daan poikkeamat tdstd tietyilld korjauskertoimilla. Tuloksena
on yleensid teorioita, jotka suurin piirtein pitdvit paikkan-
sa koko alueella (tai kaikissa tapauksissa) ja tarkennettua
versiota kiytetddn tarpeen tullen. T&1l1ldin saavutetéan lisdk-
si tietty ajattelun yksinkertaisuus, koska ei tarvita useam-

pia perusteellisesti erilaisia malleja.

Edelld oli jo puhetta siitd, ettd ekonometriset mallit ovat

eridinlaisia leikkiprosesseja tuntemattomien reaaliprosessien
kuvaamiseen. On lisdksi ilmeistd, ettd pyrkiminen identifioi-
tuviin malleihin vaatii leikkiprosessilta riittédvaa yksinker-
taisuutta. Ensinnikiin leikkiprosessissa emme voi ottaa mu-

kaan kaikkia kidsitettdvien muuttujien vdlisid riippuvuuksia
(td118in esim. luvussa 2.3. esitetty order-ehto ei laajemman

systeemin puitteissa ehkd ole voimassa) . Toisaalta

riippuvuussuhteiden identifioiminen vaatii sen yksinkertais-
tamista esim. osa selittdvistd muuttujista on suljettava
pois. Jos siis hyvdksymme vditteen, ettd reaaliprosessit
ovat ei-identifioituvia, ndytt3d3 siltd, ettd pyrkiminen mdd-
riteltivissi olevien teoreettisten apukidsitteiden kdyttédmi-
seen ainakin joissakin tapauksissa merkitsee, jos ei nyt suo-
ranaista viidrinspesifiointia, niin ainakin karkeammin todel-

lisuutta approksimoiviin leikkiprosesseihin.
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Argumentin tekee teoreettisten apukdsitteiden eksplisiitti-
sen miiriteltivyyden vaatijalle kiusalliseksi se, ettd vaik-
kei rakennemuoto identifioidukaan, identifioituu redusoitu
muoto aina, eikd ei-identifioituvien mallien kdyttd ndin

edellytd ko. approksimointia.

Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd mik&dli hyvidksymme sen, ettd
leikkiprosessit approksimoivat reaaliprosesseja "the proper
guestion is not whether certain parameters assumed to be zero
are in fact so, the issue is rather whether they are in some
sense sufficiently small - whether the restriction that the
corresponding variables do not appear is or is not a good

approximation". Fisher (2).

Samoin laajempaa yhtédl8systeemid osiin hajoitettaessa suori-
tettava muuttujien eksogenisoiminen (ja mallin identifioimi-
nen timin avulla) on perusteltavissa, mikdli ne reaaliproses-
sissa ovat tdmdn osasysteemin kannalta approksimatiivisesti

eksogeenisia.

The use of a priori restrictions which are approximate thus
leads to negligible inconsistencies in such estimates also -
for good enough approximations. It follows that the restricted
estimates of the reduced form obtained from structural equation
estimates converge more rapidly to probability limits that
differ slightly or negligibly from the true reduced form
coefficients than the unrestricted least squares reduced form

estimates converge to the true reduced form parameters. Fisher (2).



43

Se minkdlaisen kannan otamme apukdsitteiden tarpeeseen ja minkd-
laisia vaatimuksia asetamme niiden md&riteltdvyydelle riippuu
siis oleellisesti siitd kuinka "tosikkomaisesti" suhtaudumme

mallimme kykyyn kuvata empiriaa.
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7. LOPPUPAATELMIX

On ilmeistd, ettd mdadriteltdvyyden ongelmat liittyvdt l&heisellid
tavalla identifioitavuuden kédsitteeseen. Koska asioita voidaan
tarkastella erilaisten kehikoiden puitteissa ja kiinnitt&d huo-
miota erilaisiin seikkoihin, ei t&dsmidllistd vastaavuutta eri
kehikoiden kédsitteiden vdlille ole toistaiseksi 1ldydetty. On
mySs varauduttava siihen, ettei t&dllaista vastaavuutta joka koh-

dassa ole loydettédvissdkdédn.

“Identifioitavuus on vain erds useista samantapaisia kysymyksid
kdsittelevistd, eri tieteiden parissa ja eri yhteyksissi esiin-
tulevista ongelmista. Tuntuisi luonnolliselta, ettd em. ongelmat
pyrittdisiin palauttamaan logiikan puolella suoritettaviin mdi-

riteltdvyyteen liittyviin tarkasteluihin.

Pyrittdessd palauttamaan identifioitavuutta mddriteltdvyyteen on
erikoisena ongelmana se, ettd useat mielenkiintoiset seikat jd&-
vdt populaatiotasolla tarkastelun ulkopuolelle. T&hdn saakka
kdytettyjen kehikkojen puitteissa voivat logiikan puolella suo-
ritetut tarkastelut muodostaa ndin ollen vain pohjan ekonometri-

sille identifiointitarkasteluille.
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Korostettakoon lopuksi, ettd

- Jjoissain tapauksissa emme kertakaikkiaan voi ratkaista ongel-
miamme rajoittumalla malleihin, joissa apukdsitteet ovat
eksplisiittisesti miidriteltdvissd. Ajattelumme yksinkertai-
sesti joskus toimii kdyttden ei-identifioituvia malleja.
Osasyy tdhdn on ilmeisesti se, ettd malliemme laajentuessa
identifioituvat mallit muuttuvat ei-identifioituviksi. Jat-
kossa kuitenkin identifioimme t&dllaiset mallit k&yttdmdlla
operationaalisia vastineita kisitteillemme, jotka vdhitellen

alkavat eldd hyvinkin itsendistd eldmdi.

- toisaalta tietyntyyppiset probleemat vaativat aina apukdsit-

teisen eksplisiittistd mddriteltdvyyttd.

Pohdittaessa edelld esitettyjd kysymyksid tuntuisi esimerkiksi
loogikkojen, tilastotieteilijdiden ja kansantaloustieteilijfiden
yhteistyd luonnolliselta. Tdllaisia hedelmdllisid keskusteluja

voitaisiin ilmeisesti melko pienelld vaivalla Suomessa Jjdrjestdd.
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