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Gammajakauman parametrien maximum-likelihood estimaattoreiden

approksimoinnista

1. Johdanto

Kaksiparametrinen gammajakauma on normaali- ja betajakauman

tapaan eräs matemaattisen tilastotieteen tärkeimmistä jat-

kuvista jakaumista. Gammajakaumalie käytän symbolia G(A,~),

jossa A ja ~ ovat positiivisia parametreja. Gammajakauman

tiheys funktio on

(1)

(2) JOO ~-l-x
r(~) = x e dx, Eulerin gammafunktio,o

ja ~(A) on ehdon A indikaattorifunktio ts. ~(A) = 1, jos

A on tosi ja ~(A) = 0, jos A on epätosi. Merkintä ~ ~ G(A,~)

tarkoittaa, että satunnaismuuttuja ~ noudattaa gammajakaumaa

parametrein (A,~). Parametri A on skaalaustekijä ja ~ on

käänteisessä suhteessa gammajakauman suhteelliseen hajontaan,

esim. jos ~ ~ G(A,~) niin c~ ~ G(CA,~), kun c>O •

rGammajakauman r:s origomomentti E(~ ) on

(3) r
r(~+r)/A r(~) ,

joten odotusarvoksi ja varianssiksi saadaan

(4) E~ = ~/A ,
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Variaatiokerroin D~/E~ = l/~ riippuu ainoastaan paramet-

rista ~ ja pienenee ~:n kasvaessa. Geometrisen keskiarvon

esitys

saadaan yhtälöistä

(7) logf = Elogi = ~(~) - logA •

Tämä jälkimmäinen osa seuraa gammafunktion esityksestä

r(~) = A~I~x~-le-Axdx derivoimalla ~:n suhteen: D~r(~)

10gA·r(~)+r(~)Elog~ •

Gammajakaumalla on seuraava esim. Raon (1968, s. 133) todis-

tama yhteenlaskuominaisuus: Olkoon ~l' •.• '~l toisistaan

riippumattomia satunnaismuuttnjia ja x. '" G(A,~),i = l, ... ,k.
-1

Tällöin (~l+."+~k) '" G(A'~l+··.+~k)· Tulos, ei päde ellei

parametri A ole jokaiselle xi:lle sama.

Jos A=1/2 ja ~=n/2 saadaan gammajakauman erikoistapauksena
n

x2-jakauma vapausasteella n:X 2 (I' = G(1/2, n/2). Usein aja-

tellaan X2-jakauma määritellyksi vain n:n kokonaislukuarvoilla,

jolloin x2(n) on n:n riippumattoman ja normaalijakauman N(O,l)

noudattavan muuttujan ~i neliöiden summan jakauma:

2 2 2
(~l+ ... +~) ~ X (n).

Asettamalla ~=l saadaan gammajakauman erikoistapauksena

eksponenttijakauma, Exp(A) = G(A,l), jota käytetään usein

odotusajan jakaumamallina jonoteoriassa. Jos x. on tietyn
-1

laisen tapahtuman odotusaika ja eri x.:t ovat toisistaan
-1

riippumattomia sekä j~l ~ Exp(A), niin k:n tapahtuman odotus

ajan ~l+' .. +~k jakauma on yhteenlaskuominaisuuden nojalla

G(A,k).

."
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Gamma- ja betajakaumat ovat myös lähisukulaisia: Jos x ja

y ovat toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia, joille

x - G(A,~) ja y - G(~'~2)' niin ~/(~+y) - Beta(~1'~2)'

Esim. Cramer (1946, s. 37l~ on järjestettyjen otoksien

tarkasteluissa soveltanut seuraavaa tulosta:

Jos z - Beta(a,b), niin muuttujan x=bz jakauma lähestyy
~ -_.- - -

gammajakaumaa G(a,l), kun b kasvaa rajatta. Tämän perusteella

hyvin vinojen betajakaumien ominaisuuksia voidaan johtaa

gammajakaumien avulla, mitä olen soveltanut julkaisussa

Vartia (1973, s. 79-85).

Suuren taipuisuutensa vuoksi gammajakaumaa voidaan käyttää

hyvin erilaisten positiivisten muuttujien jakaumamalleina.

Jonoteoriaan liittyvien sovellutusten lisäksi sitä on ehdo-

tettu viime aikoina esim. tulojen jakaumamalliksi, Salem &

Mount (1974).

Gammajakauman soveltamista kuitenkin vaikeuttavat parametrien

estimoinnissa vastaan tulevat epälineaariset yhtälöryhmät,

joiden ratkaisemisessa on turvauduttu iteratiivisiin mene-

telmiin tai ratkaisujen taulukointiin, esim. Choi & Wette

(1969). Vastaavia ongelmia syntyy laskettaessa eräitä harvi-

naisempia tunnuslukuja, ks. McDonald & Jensen (1975). Seu-

raavassa tarkastellaan gammajakauman maximum-likelihood

yhtälöiden likimääräistä ratkaisemista ~äyttäen suhteellisen

yksinkertaisia otossuureiden funktioita. Vastaavaa ongelmaa olen

aiemmin tarkastellut myös betajakauman tapauksessa, Vartia (1973) •

._....-
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Gammajakauman parametrien maximum-likelihood yhtälöt

Olkoon (~l/ .•. /~n) riippumaton otos jakaumasta G(A,~). Otok

sen likelihoodfunktion avulla saadaan helposti likelihood-

yhtälöt (ks. Choi & Wette (1969)

(7} 1jJ(11) - logA == logG

(8) ]1/A = x

jossa ljJ(x) dlogf(x)/dx on psii- eli digammafunktio (ks.

l/n
Abramowitz & Stegun (1970) tai Vartia (1973»), G == (~1~2 ...~n)

on havaintojen geometrinen keskiarvo ja x = (~l+ •.• +~n)/n

aritmeettinen keskiarvo.

Havaitaan, että yhtälö (7) merkitsee gammajakauman geometrisen

keskiarvon f logaritmin (6) ja otoksesta määrätyn geometrisen

keskiarvon logaritmin logG yhtä suuriksi, ts. ml-menetelmä

vaatii, että f = G. Vastaavasti (8) merkitsee odotusarvon

(4) ja aritmeettisen keskiarvon x yhtä suuriksi. Näin ollen

ml-menetelmä on tässä - kuten esim. betajakauman tapauksessa,

ks. Vartia (1973, s. 24-26) - tulkittavissa analogiamene-

telrnäksi:

(9 )

(10)

_ 6 ( . )l/n
estf - G - ~l·· ·~n

estEx == x ~ (xl+ ... +x }/n •- -n

Pararnetrit A ja]1 ratkaistaan tämän jälkeen f:n ja Ex:n

rnääritelrnäyhtälöistä:

(11) logf == ljJ(ll)":logA

(121 Ex - ~/A •



5.

Nämä yhtälöt voidaan kirjoittaa myös seuraavaan separoi-

tavaan muotoon

(13)

(14)

M

Ex ~/A ,

jossa M on suhteellinen (=logaritminen) ero odotusarvon

ja geometrisen keskiarvon välillä:

(15) M = log(E~/f) •

Suure M on ei-negatiivinen, koska E~ ~ f ja 100M ilmaisee

montako dyniä suurempi Ex on f:ää, vrt. Vartia (1976,s. 6).

Seuraavaksi johdatetaan eräitä yksinkertaisia M:n funkti-

oita ~i = ~i(M), jotka approksimoivat tark~s:i (13):n yksi-
. .

käsitteistä ratkaisua ~ = ~(M), parametria ~ lausuttuna

M:n funktiona. Parametri A saadaan rekursiivisesti (14) :stä

lausuttuna M:n ja E~:n funktiona A

Arit saavat vastaavasti esitykset ~

joissa A= log(x!G).

A(M,E~). Ml-estimaatto

~(~) ja ~ = A(~,~),

3. Yhtälön (13) likimääräinen ratkaiseminen

Psii-funktiota olen tarkastellut aiemmin, Vartia (1973,

s. 88-94), jossa olen mm. johtanut ja taulukoinut seuraavan

arvion

(161 logx _ !(1+3x)
x 1+6x
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Tämä on kahden merkitsevän numeron tarkkuudella oikea, kun

o < x < 2 ja tarkentuvasti oikea, kun x ~ ~ . Sijoittamalla

(16) yhtälöön (131 saadaan

(17)

Peräkkäisten sijoitusten menetelmällä saadaan

(18) ~ Rj
.!.(1+3~)
M l+6~

Rj .!.(1+3/2M) koska ~ Rj 1/2MM l+6/2M
,

.!. (2M+3 lM 2M+6

1 1= 2M + 6+2M

Tätä ~(M1:n arviota merkitsemme ~l(M) :llä

(19) 1 1
~l(M) = 2M + 6+2M

Taulukosta 1 havaitsemme, että"~l (M) on kaikkialla mel

koisen tarkka ~(Ml:n approksimaåtio sen maksimivirheen olles-

sa pienempi kuin 0.015. Lisäksi ~l(M) :llä on seuraavat omi

naisuudet:

(20) ~l (M) > J.l (M) kaikilla M:n .arvoilla,

(21) ~l(M) ~ ~(Ml' kun M~O, jolloin ~(M) ~ ~ ,
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Käyttämällä psii-funktion klassisen kehitelmän

(23)
_-.l..'_ 1 1 1

~(XL = logx 2x l2x2 + l20x4 + O(XS)

ensimmäisiä termejä, voidaan peräkkäisten sijoitusten mene-

telmää ja geometrisen sarjan summakaavaa käyttämällä johtaa

seuraavat yhtälöt:

~(ML
1 1 M M2

+ O(M3 ),(24) 2M + 6" - 18 - 135
2

~(H)
1 1 _ ~ + 0 (M3 )(25) 2H + 6+2M 90

1 1 o (M3
)(26) ~ (H) 2M + " 26 2 +

6+2M+15M

Näissä O{y) merkitsee funktiota, jolle O{y)/y pysyy rajoitet-

tuna, kun y ~ O. Voimme todeta, että kaavojen (25) ja (26)

nojalla ~l(Hl:n virhe on H:ssä toista astetta kun M ~ 0 eli

~(M) ~ = Taulukosta 1 havaitaan, että seuraava arvio

(27) 1 1
)l 2 (M) = 2M + 6+3M

on, päinvastoin kuin )11{H), jatkuvasti )1(M):n 'aliampuja' eli

)1 (M) > )12 (M). Vaikka )12 (M) ~ )1 (M), kun M ~ 0 eli )1 (M) ~ 00 ,

on se tällöin selvästi ~l(M) :ää heikompi approksimaatio.

Tosin )12(M):n maksimivirhe on pienempi kuin 0.01. Näin on

esitetty ~(M) :lle melkoisen tarkat ylä- ja alarajat:

(28 ) 1 1 ' 1 1
2M + 6+2M > )1(M) > 2M + 6+3M

Todettakoon, että aikaisemmin näyttää tiedetyn ainoastaan,

että )1 (Ml ~ 112M, esim Choi & Wette (1969) eivät muuta totea.

Olen maininnut eo. arviot (28) jo aiemmin, Vartia (1972, s. 510 ja

1973, s. 82).. Kuviossa 1 on esitetty funktiot )ll(M} ja )l(Ml suu

reen 11M määräämässä koordinaatistossa eräiden karkeiden arvioiden

kanssa. Arvio ~2(M) olisi kuviossa saman verran )l(M):n alapuo

lella kuin 1l1(M) on sen yläpuolella.
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Taulukko 1: ~l(M), ~(M) ja ~2(M) joillakin (l/M):n arvoilla

11M ~i (11) ~ (M) ~2 (M)

0.001 0.00099 5 0.0009937 0.000~327

0.005 0.004963 0.0048839 0.004~50

0.02 0.01 94 0.0187155 0.0164

0.10 0.08 85 0.083057 0.0778

0.50 0.3 500 0.338117 0.33 33

1.0 0.6 250 0.615557 0.61 11

2.0 1.1429 1.13773 1.13 33

3.0 1.6 500 1. 64694 1. 64 29

4.0 2.15 38 2.15185 2.14 81

5.0 2.65 62 2.65485 2.65 15

6.0 3.15 79 3.15687 3.15 39

7.0 3.6591 3.65830 3.65 56

8.0 4.16 00 4.15938 4.15 69

9.0 4.66 07 4.66021 4.65 79

10.0 5.161129 5.16088 5.15 873

15.0 7.66 3043 7.66285 7.66 129

20.0 10 .'6~34 10.16382 10.1612602

00.0 50.166 13 50.166108 50.16 5837

~1(M):n ja ~2(M):n sarakkeisiin on merkitty tarkkuutta

osoittavat viivat (oikeat desimaa1it) •

~(M) on laskettu liitteessä esitetyl1ä iterointimenetelmäl1ä.
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Kuvio 1: Funktio ~(M) ja eräitä sen approksimaatioita suureen

(11M) määräämässä koordinaatistossa

yl 1 I i i t i i I i
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4. Tarkkuuskaavat ~(M) olle

10.

Siirrytään konstruoimaan tarkkuuskaavoja ~(M) :lle. Kirjoi-

tetaan analogisesti (19):n kanssa

(29) ~ (M)
1 1

2M + ""="G-+""="2";;::M-+-e;""""(--M-o-)

jossa funktio e;(M) määrätään siten, että (29) on identi-

teetti. Näin muunnetaan ~(Ml:n approksimointitehtävä sopivasti

määritellyn korjaustermin (tässä e:(M) :n) arvioimiseksi.

Esimerkiksi korjaustermin €(M) arvioinnissa voidaan sallia

melkoisia epätarkkuuksia,koska sen vaikutus yhtälössä (29)

on velko vähäinen: ~(M):n pääasiallinen riippuvuus M:stä

sisältyy jo approksimaatioon (19).

Korjaustermi €(M) määrätään siis yhtälöstä

(30) €(M) = l/[~(M) - 1/2M] - (6+2M).

Taulukossa 2. on esitetty eräitä €(M}:n arvoja. Koska

~l(M) > ~(M) kaikilla M:n arvoilla, niin €(M) > 0 kaikilla M.

Edelleen yhtälön (~6) nojalla tiedetään, että

(31) e:(M) = ~~ M
2 + O(M

3
}

2 26
joten e:(M)/M ~ 15 ' kun M ~ O. Tämä kertoo riittävästi

€(M):stä pienillä M:n arvoilla.

. .



Taulukko 2: M, 11M, ~(Ml ja E(Ml joillakin M:n arvoilla

11.

M l/M ~ (Ml E (M.l

1000 0.001 0.0009937 19.52
50 0.02 0.0187155 8.738

10 0.10 0.083057 4.251
2 0.50 0.338117 1. 349

1.0 1.0 0.615557 0.6537

0.5 2.0 1.13773 0.2606

0.2 5.0 2.65485 0.0579

0.1 10.0 5.16088 0.0158

Sensijaan on vaikeampi selvittää kuinka E(M) kasvaa M:n kasvaes

sa, taulukon 2 mukaan se on joka tapauksessa hyvin hidasta.

Muunnetaan yhtälöä (13) käyttämällä psii-funktion siirto-ominai

suutta

(32) ~(x+l) = ~(x) + ~

(33)

Edelleen

log~ - [~(~+l) - l/~] M

(34) ~ = l/[M - log~ + ~(~+l)]

Koska ~(~+ll ~ -y -0.577216, kun p ~ ~, niin voidaan kirjoittaa

(35) ~ (~+ll - log~ = log GM , jossa

G ~ 1, kun ~ ~ O. Ja koska ~(Ml'M ~ 1, kun M ~ = (tai ~ ~ 01,
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niin suurilla M:n arvoilla ~ätee

(36) j.1 (Ml = 11 (M + logBMl

jossa B = ~(Ml ~ 1, kun M ~ = . Tämän tuloksen avulla voi-

daan selvittää E(M):n kasvunopeus, kun M kasvaa. Kirjoi-

tetaan (36) yhtälöä (29) muistuttavaan muotoon lisäämällä

ja vähentämällä oikealta puolelta termi 112M

(37) 111
l.l(M) = 2M + (M+logG-M - 2Ml

.l... ... l-(log6oM)/M
2M 2M + 21ogt}M

Lauseke (log~M)/M on vielä eliminoitava osoittajasta.

Koska (log6oM)/M ~ 0, kun M ~ = voidaan arvioida

(38) 1 - (log6oM)/M 1

l+(log6o'M)/M

jossa 60' ~ 1, kun M ~ 00 • Kertomalla nimittäjässä ja yhdis-

tämällä asymptoottisesti samat termit saadaan

(39)

jossa B-

j.1 (M) = _1_ + ------::::------~--.~2 ,
2M 2M + 41og~M + 2 (logfrML LM

~(M) ~ 1, kun M ~ 00 • Viimeinen osoittajan termi

häviää, kun M ~ 00, mutta muut termit kasvavat rajatta.

Voidaan siis todeta, että j.1(M) on suurilla M:n arvoilla

seuraavaa muotoa

(40) j.1 (Ml = ...!.. + __....;.1 _

2M 6 + 2M + 4log~M

jossa ~ ~(Ml ~ 1, kun M ~ 00 • Yhtälöllä (291 määritelty

E(Ml siis kasvaa kuten 4logM, kun M kasvaa rajatta.

Kuitenkin muotoa 4log~M oleva termi (jos ~ ~ 11 käyttäytyy
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aivan virheellisesti kun M ~ O. Se muuttuu mm. negatiivi-

seksi, vaikka E(M) on aina positiivinen. Sensijaan kaikki-

alla oikean suuruus luokan antava E(M):n arvio on

(41) 2El(M) = 21og(1+M ),

sillä El(M) ~ 41ogM, kun M ~ ~ ja El(M) häviää samalla

vauhdilla kuin M2 , kun M ~ O.

Vaikka (41) käyttäytyy oikein suurilla ja pienillä M:n ar-

voilla antaa se liian suuria arvoja, kun M on suuruusluok-

kaa yksi. Eräs hyvin yksinkertainen (vaikkakin suurilla

M:n arvoilla liian hitaasti kasvava) arvio on

(42)
2

E3 (M) = log(l+M) •

Vastaavaa ~(M):n approksimaatiota merkitään ~3(M) :llä,

(43)

Arvion

se saa

1 1
~3(M) = 2M + 6 + 2M + log(.l+M2)

~3(M) maksimivirhe on pienempi kuin 3'10-3 . Tämän

M:n arvolla 2, jolloin ~(M) ~ 1/3. Suhteellinen vir-

he saavuttaa maksiminsa n. 0.6 % samoilla alueilla. Kun

M ~ 0 häviää sekä absoluuttinen että (tietysti) suhteellinen

virhe nopeasti. Absoluuttinen virhe häviää samoin kun M ~ ~ ,

jolloin suhteellinen virhe pysyy n. 0.5 %:ssa. Arvion ~3(Ml

tarkkuus ilmenee taulukosta 3. Olen käyttänyt esitettyä ~(M):n

approksimaatiota gammajakauman muotoisten betajakaumien maximum-

likelihoodyhtälöiden ratkaisemisessa ja saanut sen avulla joh-

dettua yksinkertaiset likimääräiset esitykset betajakauman para-

metrien a ja b ml-estimaatoreille, ks. Vartia (1973,s.82). Muut

yritykset johtivat joko huomattavan monimutkaisiin lausekkeisiin

tai olivat epätarkkoja.



'l'aulukko 3: 11M, ~(Ml, ~3(Ml = log(1+M2 ), ~ (Ml ja
3

~3(Ml:n suhteellinen virhe eräillä M:n

arvoilla

14.

11M ~ (Ml 2
~3 (Ml ~3-~ .M log (HM l

~ , %

1000 0.001 19.52 13.82 0.0009951 +0.2

50 0.02 8.738 7.824 0.01879 +0.4

10 0.10 4.251 4.615 0.0827 -0.5

2 0.50 1.349 1. 609 0.3361 -0.6

1.0 1.0 0.654 0.693 0.6150 -0.1

0.5 2.0 0.2606 0.223
1.13~'

+0.1

0.2 5.0 0.0579 0.039 2.65 3 +0.02

0.1 10.0 0.0158 0.010 5.16 0 +0.002

Tutkimalla tarkemmin korjaustermin s(Mt käyttäytymistä erityi-

sesti pisteen M ~ 1 ympäristössä johdin sille seuraavan vie-

1ä melko yksinkertaisen approksimaation

Vastaavan ~(M):n approksimaation

(45 l ( 1 + 1
~4 M) = 2M 6 + 2M + 210g(1+0.387M1 • 3 )

absoluuttinen virhe on alle yhden tuhannesosan ja suhtee11i-

nen virhe on pienempi kuin 0.3 %. Tämä arvio on siis noin

2 kertaa tarkempi kuin P3(M) ja noin 20 kertaa tarkempi

kuin ~l(Ml. Kun M ~ 5 on ~4(Ml:n suhteellinen virhe pienempi

kuin 0.1 %. Todettakoon, että ~4(Ml:n ja ~(Ml:n kuvaajien

erottamiseksi toisistaan täytyisi kuvio 1 piirtää 10 kertaa

suurempaan kokoon.
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Liite: Algoritrni yhden muuttujan yhtälön ratkaisemiseksi

Tarkastellaan jatkuvan bijektion f määrittelemän yhtälön

(11 x ~ f(yl

ratkaisemista y:n suhteen, .. kun x on annettu luku ~. Tehtä

vänä on siis laskea f(y):n käänteisfunktion f-l(x) arvo ~

• •• 1\
p~steessa x:

Tämä on usein vaikea tehtävä. Vaikka f(yl olisi (tietyllä

tarkkuudella) helposti laskettava y:n funktio, kuten esim.

f(y) ~ logy- ~(y), niin f-l(x) voi olla hankala x:n funktio,

jota on vaikea riittävällä tarkkuudella lausua tunnettujen

funktioiden avulla.

Seuraavassa oletetaan 'konstruoiduksi parametrista a riip

puva f-l(x) :ää approksimoiva funktio

(3) -1
h (x I al ~ f (xl ,

jolla on seuraavat ominaisuude~.

A. Kaikilla relevanteilla lukupareilla (xo,yol, joille

Xo =

että

että

f(yO)' on olemassa parametrin a arvo a O siten,

h(xO,a
O

) = yO ja h(xlaO) ~ f-l(x). Tämä merkitsee,

funktiota h(xla
O

) voidaan käyttää f-l(xl:n approk-

simaationa ainakin pisteen Xo ympäristössä,

B. Kaikilla relevanteilla lukupareilYa (XO'YOL, joille

Xo = f(YOL yhtälö yO = h(xOlal on helposti ratkaista

vissa a:n suhteen. Tämä merkitsee, että funktio h(xla)

on helposti sovitettavissa f-l(x):n approksimaatioksi .~~

mielivaltaisessa pisteessä x o•
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Liitekuvio: Approksimoitava käänteisfunktio f-tx) ja sen

approksimaatio h(xlaO)'

yr----------------------.y

/ {(x,y)ly= h rxlao)}
•......•.

(x,yO) ~ ••••••• •••••••• \
yol------:......~--.......:.....,.,.·~--J~(xo'yO) {(x,y)\x. f(yl)

\.. .#.'(2,9) ~Y w :.......::..:.....::..--__~ ••••

."
.' ".' ."

••••••••• (x'Y1)

x

Olkoon yO = h(~) yhtälön ~ = f(y) ratkaisun ~ ensimmäinen

likiarvo, joka on laskettu jonkin f-l(x}:n approksimaation

h(x) avulla. Tätä alkuarvoa yO tarkennetaan seuraavalla

algoritmilla.

1. Laske x
o

= f(yO) eli YO:aa vastaava x:n arvo.

2. Määrää aO·s.e. YO = h(xOlaO) eli käyrä y = h(xlao ) kul

kee pisteen (xo'YO) kautta.

3. Laske Yl = h(~lao)' Tämä on ratkaisun y
likiarvo.

4. Palaa kohtaan 1. ja käytä lukua Yl uutena alkuarvona

YO:n sijalla.



(4)
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Jos verrataan edellä lyhyesti luonnehdittua menetelmää taval-

lisiin yhtälön ratkaisemisessa sovellettuihin iterointime-

netelmiin kuten Newtonin menetelmään, Mullerin menetelmään

(ns. Regula falsi) tai tavalliseen iterointiin (ks. Henrici

(1964») niin on todettava, että f~l(x):ää approksimoivat

funktiot h(xla) voivat edellä olla epälineaarisia ja globaa

lisia f-l(x):n approksimaatioita. Mainituissa tavanomaisissa

menetelmissä h(x\a):t ovat lineaarisia x:n funktioita ja

toimivat vain lokaalisina f-l(x):n approksimaatioina. Pyr-

kimyksenä on tässä ollut globaalisen approksimoinnin ideoiden

hyväksikäyttö yhtälön x = f(y) ratkaisemisessa: funktiot

h(xla ) voivat olla yleisemminkin mielenkiintoisia.n

Sovelletaan menettelyä yhtälön x = logy - ~(y) ratkaisemi

seen y:n suhteen kun x = ~. Tässä siis f(y) = logy - ~(y).

Ensimmäisenä ~:n likiarvona käytetään lukua
\

1 1 II
Y = - + -- = h(x) •
o 2~ 6+2~

Käänteisfunktion f-l(x) approksimaationa olkoon

(5 )
1 1

h(xla) = - + '2\2x 6+2x+alog(1+x)

Lasketaan kohdan 1. mukaisesti Xo = f(yO)

Määrätään tämän jälkeen a O yhtälöstä

(6)

(7)
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Saatu funktio y = h(xla
O

) kulkee pisteen (xo'YO) kautta.

A
Tarkennettu y:n arvio on

(8) ~+
2~

1
A A26+2x+a

O
log(1+x )

Esitetty iterointikaavio on parilla kymmenellä Basic-käskyllä

ohjelmoitavissa jå ~e konvergoi erittäin nopeasti. Kuuden.

desimaalin tarkkuuteen tarvittiin korkeintaan kolme iterointi-

kierrosta. Taulukon 1 ratkaisupisteet on laskettu GE 600:lla

tietokonepäätteen avulla.

"
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