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Esipuhe

Tama tyo 1iittyy Etlan ekonometrisen ryhman (aiemmin suhdanneryhma) ja
ulkomaantalouden ryhman tutkimustyon ohjaamiseen. Sektoriyhtaloiden
hyvaksikdyttod makroyhtdloiden estimoinnissa on Etlassa pohdiskeltu
monen vuoden aikana ja pohdintojen erdstd vaihetta kuvaavat ohjaamani
Jjohdannossa mainitut tilastotieteen proseminaarityot. Aggfegointi Ja
laisia; tdtd sukulaisuutta on kdytetty hyvdksi esim. julkaisussa

Edgren, Turkkila ja Vartia (1978).

Aggregointiongelman yksityiskohtaista ja mahdo11isiﬁman yksinkertaista
esitystéd on kaivattu esim. ulkomaantalouden ryhmassd, jossa sektori-
yhtdloiden hyvaksikdyttod suurempien vienti- ja tuontiryhmien kdayttay-
tymisen selittamisessd on sovittu ladhitulevaisuudessa kokeiltavan.
Tamdn vuoksi on ndhty tarpeelliseksi kerdtd samoihin kansiin aiempien
Julkaisemattomien kdasikirjoitusten ja uudempien pohdintojen tuloksia.
Tama tutkimus perustuu aiempaan vuoden 1978 marraskuun kdsikirjoituk-

seen ja on laajemman aggregointia kdsittelevan tutkimuksen 1. osa.

Helsingissd 24.1.1979

Yrjo 0. Vartia



KVADRAATTISTEN MIKROYHTALUIDEN AGGREGOINNISTA

l, Johdanto

Tdssd paperissa pohditaan edelleen aggregointiongelmaa niista 1ahto-
kohdista, jonka muodostavat ohjaamani tilastotieteen proseminaarityot
Ranta (1973), Ojamo ja Hydtyldinen (1973), éaarihen ja Laesvuori
(1973), keskusteluaiheessa Edgren, Turkkila, Vartia (1978) esitetyt
tulokset sekd Ilkan (1978) riippumattomasti johtamat kauniit tulok-
set. Esitystapa on tarkoituksellisen elementaarinen matemaattisessa
suhteessa, jolloin ndahdddn konkreettisesti mistd aggregoinnin vaikeu-

det ja makroyhtdlon eri termit syntyvit.

2. Mikrodata ja mikroyhtdlot

Tarkastellaan n:dd erillistd tilastoyksikkod CIFRRRPL (esim. henkiloi-
ta, kotitalouksia, yrityksida, toimialoja tai mahd. atomeja, kdrpdsid,
maita). Kunkin tilastoyksikon kohdalla on tiedossa muuttujien ¢, x ja

y arvot, jotka muodostavat seuraavan havaintomatriisin




......

a kulutusta), x ja y ovat selittdvat muuttujat (esim. tulot ja koti-

talouden kokoa kuvaava muuttuja).

Kaikkien muuttujien oletetaan olevan kvantitatiivisia, siis intervalli-,
suhde- tai absoluuttisen asteikon muuttujia. Jarjestys- tai Tuokittelu-
asteikon muuttujia ei tdssd tarkastella, vaikka saman tapaisia tuloksia
voidaan johtaa myds niille, ks. Edgren, Turkkila, Vartia (1978, s. 52-61).

tujille useat tulokset patevdt sellaisenaan.
Aluksi tarkastellaan yksinkertaista tapausta. Oletetaan, ettd mikrotasol-

la muuttujien (¥., X., y.) vdlilld vallitsee lineaarinen vakiokertoimi-
i’ i Y : - ,

nen riippuvuus:
(]) 4)1 =G+B]Xi+82yi, 1 = Ty h

Siis kunkin kotitalouden a, kohdalla wi on muuttujien (xi,yi) 1iheaar1—

kombinaatio, jossa kertoimet (a, By, By) ovat kaikille kotitalouksille

samat.(Tarkastelemme aluksi vain deterministisid yhtdloitd; myohemmin

on helppo 1iittdd mukaan tarpeelliset virhetermit). Spesifikaatio (1)

merkitsee, ettd on olemassa funktio g: RZ 5 R s.e.
(2) g(x,y) =0t B]X + Bzy
ja kaikille i = 1,...,n pdtee

(3) wi = g(xi,yj)-



Tamd on tavattoman restriktiivinen hypoteesi, jota pian kevennetdan.

3. Makrodata

Tarkastelemme tdssd kahta tapausta. Ensimmdisessd tapauksessa makro-

tason muuttujat ovat yksinkertaisesti mikrotason muuttujien summia,

n
(4) Y= 1 U)i
i=1
X = in
Y = Eyi

Jos wi Ja X; ovat kotitalouden a; kulutus ja tulot markoissa niin ¥ ja

X ovat kotitalouksien (esim. koko kansantalouden) kokonaiskulutus ja
kokonaistulot markoissa. Esimerkiksi kansantalouden tilinpidossa kdy-
tetddn (kuten yleensdkin tilinpitojarjestelmissd) tdtd yksinkertaista
aggregointitapaa, suoraa yhteenlaskua. Siksi sen tarkasteleminen on niin

tarkedd. Myohemmin voidaan tutkia mutkikkaampia makrotason muuttujien

Jjne., jotka tulevat myos kysymykseen hieman toisenlaisissa tilanteissa.

Suorat summat (4) kuvaavat "kokonaiskdsitteitd" tai "totaaleja" makro-
tasolla; yleensd esim. X:n suuruusiuokka on oleellisesti suurempi kuin
minkd tahansa X;im. Usein on Tuontevaa ja yksinkertaista tarkastella

sumnien (4) sijaan (aritmeettisia) keskiarvoja:



(5) b=ty =wn

Exi X/n

y =-% Ly. = Y/n.

Td110in usein ajatellaan tutkittavan "keskiarvoperhettd", "keskiarvo-
kuluttajaa" tms. Per capita-tarkasteluissa kaytetddn juuri keskiarvoja
(5) summien (4) sijaan. Huomattakoon, ettei muunnos summista keskiar-
voihin vdlttdmdttd ole mikd&n triviaali operaatio. Vain jos n on (esim.
ajassa) vakio ja voidaan luontevasti valita vain yhdelld tavalla on

asia lahes triviaali. Usein ei ole itsestddn selvda, mitkd tilastoyksi-

csss

Tavanomainen tutkimusongelma on selvittdd makrotason muuttujien (¥, X, Y)
tai (¥, X, y) valisid riippuvuuksia. Tavanomainen ennakkoluulo ja virhe-

kdsitys on, ettd jos mikrotasolla muuttujien valilld pdtee riippuvuus

(6) 1!)1- = g(xisyi)

niin sama (tai samantapainen) riippuvuus patee myds.makrotasolla:

1

(7) ¥ = G(X,Y) tai

<1
u
l{a}
—
x
[
<
~—

(8)



Niin ei asia suinkaan ole kuin erityisen yksinkertaisissa tapauksissa,
joita tarkastelemme heti seuraavassa. Y]eensS ¥ riippuu muistakin teki-
Jjoistd kuin totaaléista X ja Y ja ¥ riippuu muistakin suureista kuin
keskiarvoista x ja y. Erityisesti x- ja y-tekijoiden varianssit ja ko-
varianssit vaikuttavat makromuuttujien ¥ ja @ suuruuteen ja vaihtelui-

hin, kuten tulemme seuraavassa osoittamaan.

4. Erikoistapaus, jossa yksinkertainen aggregointi "onnistuu"

Yhtd1ot (1)-(3) kuvaavat sellaisen yksinkertaisen tapauksen, jossa mak-
rotasolla pddstddn hyvin yksinkertaisiin, mikrotason riippuvuuksia vas-
taaviin yhtdloihin. Tarkastellaan mistd tekijoistd ¥ riippuu:

(9) ¥ = Z"bi

(o + B'1x1. + Bzy].)

Lo + ZB]xi + zszyi

n

o + B]in + BZZyi

no + B]X + BZY‘

2

Havaitsemme, ettd on olemassa funktio G: R~ + R s.e.

(10) G(x,y) = na + Bix + By



Ja kaikilla (¥,X,Y)-arvoilla pdtee

) ¥ = G(X,Y).

......

......

vaikkapa vuodesta toiseen on se otettava mukaan G-funktion agrument-
teihin. Mutta ndiden darimmdisen restriktiivisten olettamusten valli-
tessa todellakin makrotasolla totaalimuuttujien (¥,X,Y) valilld vallit-
see mikrotason riippuvuutta wi = g(xi, yi) vastaava riippuvuus (10)-

(11). Tamd ns. analogiaperiaate ei siis ole aina loogisesti ristirii-

tainen, vaan on olemassa "Simpletanioita" (mahdollisia maaiimoita),
joissa se realisoituu. Tulos ei ole suinkaan uusi. Sen esittdd mm.
J.S. Cramer (1971, s. 175-181) ja Chipman (1976, s. 618-626), joka
formuloi abstraktilla matemaattisella kdsitteistol11d ns. "tdydellisen
aggregoinnin” ehdot, ks. myos Klein (1946 a, b), Malinvaud {1954),
Theil (1965). Pulmana on, miten edetd silloin kun tilanne on mutkik-

kaampi .
Samalla tavalla saadaan aritmeettisille keskiarvoille:

(12) = TPs/n = ¥/n

(o + Byxs + Bzyi)/"

(no + ByIx, + BZZyi)/n

no + B]X/n + SZY/n

= o + B]i+ 3237.



Olemme kerranneet vdlivaiheet, ettd myShemmdt komplikaatiot nakyisivdt

oikeassa valossa. Siis on olemassa funktio g: BQZ + R s.e.

(13)  g(xey) = o+ Byx + Byy

ja kaikilla (¢, X, y)-arvoilla patee

(14) ¥ =4g(xs y).

‘Vieldpsd g-funktio (13):ssa ja g-funktio (2):ssa ovat sama funktio:
(15) g(xsy) = G(xsy) = o + Byx + Bpy.

Keskiarvojen (¥, X, y) ja kaikkien mikromuuttujien (5> X5 y;) vEli1TE

vallitsee siis tdssd Simpletaniassa tdsmdalleen sama riippuvuus. Tdmd

tulos on toiminut ajattelun ohjenuorana aggregoinnin ns. analogiaperi-
aatetta sovellettaessa. On kuviteltu, ettd yleisemmissdakin tilanteissa
makroyhtdalon tulisi olla samantapainen kuin mikroyhtdld. Havaitsemme,

gaattitason selittdjid, joita mikrotasolla ei voi esiintyd.



5. Lineaaristen mikroyhtaloiden aggregointi

Tarkastellaan esityksen yksinkertaistamiseksi seuraavaksi tapausta,
jossa mikroyhtd1ot ovat edelleen lineaarisia, mutta niiden paramet-

rit vaihtelevat mikroyhtdlostd toiseen:
(16) 9y = 05 + ByyXy + By

Edelld tarkasteltiin tapausta, jossa kaikkien mikroyksikdiden a; para-
metrit olivat samat: o = a"811 = 6], 821 = 82, i=1,...,n. Nyt tar-
kastellaan lyhyesti niitd komplikaatioita, joita syntyy tdnidnkaltaises-
ta mutkistuksesta. Jokaisella mikroyksikolld a; on siis oma kdyttdyty-

2

misfunktionsa g.: R~ + R s.e.

(17) 95 (Xsy) = ag + Bi.x + B,uy

ja kaikilla (wi’ Xy yi) arvoilla pﬁteeA'

(18) ‘P.i = gi(xi’ .V-i)-

En ryhdy tdssd pohtimaan erditd funktiokdsitteeseen liittyvid melko

ta antavat tdsmallisen merkityksen (16):11e. Voimme todeta, ettd ndi-
den yhtd1diden kuvaama Simpletania on yhd erittdin "spesiaali", tar-

kastelemme jatkuvasti merkillistd erityistapausta.



Tarkastellaan jalleen ensin makrototaalia V¥:

= E(og + ByiXy * Byyy)

Ta; + IBysXs + TBy.y.e

Tahan on moni muukin pysdhtynyt, ks. esim. J.S. Cramer (1971, s. 177).

Kuinka edetd? Tdssad vaiheessa tarjoutuu kdyttodn ns. aggregoinnin perus-

lause, joksi Edgren, Turkkila, Vartia (1978, s. 15) ristivdt seuraavan

identiteetin:

W.X.Y. = Xy + cov(X, y),

(20) 1171

1M s
—

1

jossa x = WX y = TH.Y s COV(X, y) = Zwi(xi-i)(yi~§) ja painojen
W, summa on yksi. Painojen ei vdlttamattd tarvitse olla ei-negatiivi-

sia, silld W, = 1 riittda (20):n johtamiseen. Suoritetaan johto tdssd:

(21) cov(x, y) = Zw-i(x-i";()(.yi‘}-')

T (X¥5 = XY - Xyt xy)

X.V. - Xe = XIW.V. + X ¥V SW.
TWX.Ye = Y TWoXs - XIW.Y. + X Y Iws

TWXY, - XY - XY+ XY

X1
<1

W . X.Y. =
\'I 'I‘y1
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X5 ja Y; voivat olla mielivaltaisia reaalilukuja (tai lausekkeita) ja
: n
painot W samoin mielivaltaisia kunhan vain % W, = 1. Erityisesti
‘ 1=1
valitsemalla Wy = 1/n saadaan seuraavat identiteetit:

1

- ]
(22) 4 Ixy; ) (Y- 7 2y5)

1
—
=|—
M
x
-
-
~~
S|—
™
<
-
+
|
™M
-~
=<

]
x1
]
-+
0
o
<
L)
b
<
e

(23)  Exgyy o= (3 )/ + 2 - Dy - )

= XY/n + ncov(x, y),
jossa X = TX; jay = Y- Ndiden tulosten ymmdrtaminen edellyttisd,
ettd tuntee joitakin tdirkeimpid kovarianssin cov(x, y) ominaisuuksia.

Yleisesti voidaan "kirjoittaa" (vaikka symboleilla on tdssd hieman

tavanomaista yleisempi merkitys):

(24) CPV(Xs y) = Zwi(xi - 3-()(.y-i - 9)

COV(X:y) \/cOV(X,X)COV(y,.y)

vV cov(x,x)cov(y,y)

= SN s(x)s(y)

r(x,y) s(x)s(y),



= 1] =

vbov ysy) v4w (y —y

Ja r(x,y) = cov(x,y)/s(x)s(y). Jos painot W, ovat ei~negatiivisia niin

jossa s(x) v@ov (x5x) = véw

X ja y ovat x:n ja y:n painotetut keskiarvot, s(x) ja s(y) niiden hajon-
nat, cov(x, y) niiden kovarianssi ja r(x, y) niiden korrelaatiokerroin.
Tal16in s(x) ja s(y) ovat reaalisia ja ei-negatiivisia sekd -1 < r(x,y) < 1.
Kovarianssin ja korrelaatiokertoimen ominaisuuksista ks. Vasama-Vartia
(1973, s. 422-427).

......

Palataan yhtd16on (19) ja sovelletaan identiteettid (23) termiin T8y %5¢

(25) TByiX; = (ZBy;)(Tx;)/n + ncov(By;sX;)

ByX + ncov(B., x5).

Kaytamme joskus kovarianssin argumenteissa alaindeksejd selvyyden vuoksi.

Samalla tavalla kehitellddn termid 262 y ja saadaan:

(26) b4

Zog .+ IByyXy *+ ZByyYy

no + B]X + BZY
& nCOV(B]i’Xi) + ncov(ByysY;) -

Tdmd on haluttu esitys. Totaa]imuuttujien X ja Y kertoimina ovat B]i- ja

. . , = 1 e e s
62.-parametr1en keskiarvot B] 28]1, 82 282]. Lisdaksi on makro-

......
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(esim. tulot) ovat samat kaikissa mikroyksikdissa (jolloin siis s(x) = 0),

tai Byi” Ja x;-arvot eivat korreloi keskenddn (r(g 1.,xi) = 0). Tdmd kaik-

]
ki nakyy yhtd1ostd

(27) cov(B]i,xi) = S(Bli)s(xi)r(81i’xi)'

Olemme siis saaneet tarkastellussa Simpletaniassa seuraavan tuloksen.

Totaalimuuttuja ¥ riippuu totaaleista X ja Y sekd kovariansseista

4

cov(B],x) ja cov(B,,y) siten, ettd on olemassa funktio H: R" > R s.e.

(28) H(xs ¥» €y5 €)) = no + é]x + B,y + ncy + nc,

jossa g = %-Zai, B, ='%-zs]1, B, = %-2521 ja kaikille viisikoille

(¥, X, Y, bov(B], X)s cov(Bz,y)) pdtee
(29) ¥ = H(X,Y, cov(Bl,x), cov(Bz,y)).

Tassa tasmdllisessd mielessd mainitut kaksi kovarianssia ovat tdysin

totaalimuuttujiin X ja Y rinnastettavia selittdvid muuttujia,kun totaa-

lin V¥ vaihtelua halutaan selittdsd.

Keskiarvoille tulokset ovat vield yksinkertaisempia. Ne voitaisiin joh-
taa eo. tapaan myods suoraan, mutta tulos saadaan helpoimmin suoraan
(26):sta jakamalla n:11d. Keskiarvoille siis patee tarkastellussa Simp-

letaniassa:



~ i3 -

+ cov(s], X) + cov(BZ, y).
Tamd palautuu yhtdaloksi (12),jos kaikilla i:n arvoilla B]i =By = é]
eli s(B;) = 0 ja By, = B, = éz eli s(B,) = 0. Tasmdllisemmin ilmaistu-

4

na, on olemassa funktio h: R+ R s.e.

(31) h(xs ys ¢y €5) = o + B]x + ézy +¢y ¥ C

. o= 1 - 1 Z wdose o e ap
jossa o = = Zai, 81 =5 ZB1i’ 82 ol 2821 Ja kaikille viisikoille

(Vs X5 ¥, cov(B], X) s cov(Bz, y)) pdtee
(32) P = h(X, ¥, cov(By.X), COV(Bys ¥)).

Tassd tdsmdllisessd mielessa mainitut kovarianssit ovat selittdjind

P:in kdyttaytymisyhtd16ssa.

Vastaavanlaisia tuloksia johdettiin verofunktioille julkaisussa Edgren,
Turkkila, Vartia (1978). Muualla aggregointikirjallisuudessa en tieda
vastaavia ty]oksia johdetun. Esimerkiksi J.S. Cramer (1971, s. 177).
etenee yhtdlostd (19) vikasuuntaan. Ilkka (1978) kdsittelee asiaa
samantapaisesti, mutta olettaa, ettd mikrotasolla kaikki.kéyttéytymis-
B]i = B] Ja 321 = By kaikilla i:n arvoilla. Emme pysdahdy kommentoimaan
naitd tuloksia yksityiskohtaisemmin,vaan jatkamme yleisempiin tilantei-

siin.
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6. Kvadraattisten mikroyhtaloiden aggregointi

Luovumme mikroyhtdldiden lineaarisuusolettamuksesta ja tarkastelemme

oleellisesti yleisempdd kvadraattista tapausta:
(33) Wy =g+ Bygxy * By
+ Bqq:X e + By : + 2B 5%V
114174 22171 12ii i’

1
= T

1

(34) ¥

. 2 ‘
= ey Bk ¥ Bpgy ¥ BiXy ¥ By

2 \
+ 2B10i%4Y5)

2 2
t ZBoos¥y + 2:Bypi%Yy).

1
w (Zog + ZByaxg + EByLys + XBgX;

Tamd alkaa jo olla melkoista "harakanvarvasta". Lineaariset termit kisi-
tellddn edelld esitetylld tavalla, joten niiden kohdalla ei tule uusia

vaikeuksia. Kvadraattisten termien kohdalla tarkastellaan erikseen ter-

mid %(ZBIZixiyi)' Sovelletaan tdhédn aggregoinnin peruslausetta (22) seu-

raavasti:

1 1
(7 ZByp3) (7 ZX3¥3) + cov(Bymsxy)

1
(35) 7 ZBypi%yY;

- '| .
B]Z(E-inyi) + cov(B!Z, Xy).



Mutta tdssd esiintyvd summa (%-zxiyi) on eri asia kuin (%-ZXi)(%-zyi) =

edelleen soveltaen toisen kerran aggregoinnin peruslausetta (22):

1 - - -
(36) 7 IBypq XY = B]Z(X y + cov(x, y)) + cov(B]z, xy)

Byp X ¥ + BypCov(x, y) + coV(By,s Xy).

Tamd on haluttu esitys! Termi é12§ y vastaa makrotasolla mikroyhtd161i-
den "ristitermeja" 6121 Y5 Lisaksi on tullut makroyhtdloon kaksi
kovarianssitermii B]zcov(x, y) Ja COV(BIZ’ Xy). Edellinen riippuu para-
metrien 8]21 keskimddrdisestd suuruudesta ja selittdvien muuttujien x
ja y keskindisestd variaatiosta cov(x, y) ja jdlkimmdinen parametrien
6121 Ja ristitulojen X:¥5 keskindisestd variaatiosta. Kumpikin termi on
wi:hin, ts. jos B]Zi:t ovat yleensd pienid. Vastaavasti saadaan nelio-
termeille, esim.

2
(B 3y

f

é]]ZZ + ETFOV(X’ x) + cov(B]], x2)

B

n

32 4 é]]sz(x) + cov(Byqs x2).

-

Kun tulokset kootaan yhteen saadaan &:11e selitysyhtdloksi

(38) =0+ E]R + ézy

# By R+ gl + 2By R

+ cov(B], X) + cov(Bz, y)



- 16 -

+ qusz(x) + Ezzsz(y) + ZE]zcov(x, y)

+ cov(B]], x2) + cqv(BZZ, Xz) + 2cov(8]2, Xy) .

Kahdella ensimmdisella rivilld on normaalit analogiamenetelman mukaiset
termit, joissa kertoimina on intuition mukaiset keskimdardiset paramet-
rit. Kolmannella rivilld on lineaarisessa tapauksessa jo esiintyneet ko-
varianssit, jotka ilmaisevat missd mdarin selittdvien muuttujien keski-
madrdaistd suuremmat tai pienemmdt arvot ovat sattuneet kotitalouksille,
joiden reaktiot ndihin tekijoihin ndhden ovat poikkeukselliset. Neljan-
nelld rivilld esiintyvdt varsinaiset uutuudet lineaariseen tapaukseen ver-
rattuna, nimittdin selittdvien muyuttujien variaatiosta ja kovariaétiosta
johtuvat y-tekijassd nakyvdt vaikutukset. Jos x- ja y-selittdjdt olisivat
keskittyneet keskiarvojensa kohdalle hdaviaisivat kaikki namd vaikutukset,
koska ta116in sz(x) = sz(y) = cov(X, ¥y) = 0 (viimeinen termi voi hdvitd
muulloinkin). Yleensd nama vaikutukset on kokonaan jdtetty huomiptta, mi-~
kd on tietenkin loogisesti virheellistd. Termin é]152(x) merkitystd on

2 yseiden: taloudel-

syytd vertailla vastaavaan "tavalliseen" termiin §1]§
listen muuttujien (esim. tulojen, kulutuksen) tapauksessa varianssit
sz(x) ovat suuria, jakaumien vinouden vuoksi mahdollisesti jopa suurem-

2

pia kuin X°. (sz(x) > X e s(x) > X <> s(x)/x = variaatiokerroin > 1.

Témd ei ole mahdoton tapaus!) Koska termeilld E]]§2 ja B]]sz(x) on sama

20 Jja sz(x):n vaikutukset y-muuttujaan suoraan verrannol-

kerroin,ovat X
lisia niiden keskindiseen suuruuteen. Jos sz(x) on jatetty selittdvien
muuttujien listasta pois y:td selitettdessd, tulevat muidenkin muuttujien
kertoimet todenndkoisesti virheellisesti arvioitua. Erityisesti on odo-
tettavissa, ettéd 22 (joka luultavasti korreloi positiivisesti x:n va-

; g 2 N 1 . . ;
rianssin s”(x) kanssa) saisi liian suuren kertoimen esim. regressio-

analyysissd.
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Vastaavasti voidaan tulkita termit ézzsz(y) ja ZB]zcov(x, y). Jalkim-
mainen termi osoittaa, ettd selittdvien muuttujien kovarianssin muut-
tumisella on valiton vaikutus U-muuttujaan, vaikka muuttujien keski-

arvot ja varianssit pysyisivdat ennallaan (siis “"ceteris paribus").

Viidennen rivin kovarianssit vastaavat tulkinnaltaan kolmannen rivin
kovariansseja. Namd hdvidvat jos vastaavat kertoimet eijvdt vaihtele

mikroyksikostd toiseen.

' Formuloimme timin matemaattisen tuloksemme teoreemana.
Teoreema 1. Tarkastellaan mikroyksikkoja Ase- ey Jja ndiden ominai-
suuksia kuvaavia muuttujia ¢, x ja y. Oletetaan, ettd kunkin mikroyk-

sikon tapauksessa on olemassa funktio 9: 322 + R siten, ettd
(38) by =9y (x5s ¥).

Jos gi(x, y) on yleinen kvadraattinen funktio, jonka kertoimet saavat

muuttua mikroyksikostd toiseen

(39) g-i.(xs .Y) = Ot]- + B-Hx + BZ'iy

2 2
PRt By * BBy XY,

niin muuttujien (wi, X yi) aritmeettisten keskiarvojen valilld val-

-i,
litsee yhtd1o
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- P

-
Bppx * BooY

+ + 26]2 Xy -
+ cov(B], X) + cov(ez,y)

+ é]]sz(x) + ézzsz(y) + Zélzcov(x, y)

+ cov(B]],xz) + cov(822,y2) 1 2cov(6]2,xy).

10

Siis on olemassa funktio H: R~ > R s.e.
ESER" ] o + B]x + ézy
-« D = 9 .
c o + B X"+ B,y + 2B,,XY
(41) H 1 2 - 1 22 12
S So  C3 eyt
- e 2 =
¢ %5 S T 88y T Bpply T by
- - t ¢y 4105 + Cg
ja jolle pdtee identtisesti
X y B
o cov(B],x) cov(Bz,y) -
(42) Y =H
s(x) s(y) cov(x, y)
cov(81],x2) cov(Bzz,yz) cov(812,xy)

Teoreema 1 antaa tdydellisen ratkaisun.kvadraattisten mikroyhtdloiden
aggregoinnille. Teoreeman mukaan analogiaperiaatteen mukaisten selit-
tdjien rinnalla on kaytettavd yhtdlossa (42) mainittuja variansseja

Ja kovariansseja.
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Jos mikrotason yhtdlGissd parametrit ovat i:std riippumattomia havia-

vat 2. ja neljannen rivin kovarianssit ja saadaan seuraava teoreema.

Teoreema 2. Tarkastellaan mikroyksikkojd COERRREL ja ndaiden ominaisuuk-
sia kuvaavia muuttujia. Oletetaan, ettd on olemassa mikroyksikoistd riip-

pumaton funktio g: Flz + R siten, ettd

(43) ¥y = 9(xqs ¥y)-

Jos g(x, y) on yleinen kvadraattinen funktio

(44) g(x, ¥) = a + Bix + By,

+ snx2 + 322y2 + Zslzxy,

niin muuttujien (wi, Xis yi) aritmeettisten keskiarvojen vdlilla vallit-

see yhtdalo
(45) ¥ =0+ BiX + By
-2 L, =
+ B]]x + 822y + 2812xy

2

+ B]]sz(x) + ByyS (y) + ZB]Zcov(x, ¥)s
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Siis on olemassa funktio H: D?s + R s.e.

x Y o+ BiX + By
(36)  H - ) )
B1 52 % H B * Egpl 2k

* B11512 + 322522 + 28153

Ja jolle pdatee identtisesti

X ¥

- (47) Y =H

s(x)  s(y) cov(xs y)

- Teoreema 2 osoittaa, ettd mikroyksikoiden identtisten ja‘kvadraattisten
kdyttaytymisyhtd1oiden (44) parametrit (o, B], 82, 8]1, 622, 812) esiin-
tyvit sellaisenaan vastaavien per-capita-muuttujien X, v, %2, &2 jaxy

kertoimina makroyhtdlossa.

QOs mikroyhtd10ihin (44) lisdtddn additiiviset virhetermit €:5 joiden
odotusarvot ovat nollia ja jotka ovat toisistaan riippumattomia (kovia
Jos tilannetta on havaittu T:nd eri periodina (joille kullekin erikseen
ja kaikille yhdessd) patevat tehdyt oletukset ja joihin liittyvdt virhe-
termit ovat toisistaan riippumattomia,voidaan mikroparametrit (jotka
ovat myos makroparametreja) estimoida seuraavantyyppistd havaintomat-

riisia kayttden:



- 27 =

x y s(x) s(y) cov(xs y)

-
Tl ¥ sq(x) -sp(y)  covq(x, y)

. e N

Periodi

T | % ¥p osp(x) spy)  cove(x, y)

e —

Koska parametrit ovat sidottuja on OLS-estimointi kdtevda suorittaa

yhtdlosta

(48) lbt =a+ B'Ix.t * Bzyt

2

+ B+ 5.0 (0) + B3+ s 2))

+ 8]2(2§t§t + 2c0v(x, y)) + Etf

Yhtdlon estimoinnissa on varmaankin kéyﬁénnﬁssa vaikeuksia muuttujien
multikollineaarisuuden vuoksi, mutta periaatteessa asia on selvd.

Jos stz(x), stz(y) Jja covt(x, y) poistgtaan yhtd1dstd saadaan ainakin
a-parametrille harhainen ja epdkensistentti estimaattori. Koska ko.
varianssit ja kovarianssi eivdt normaalisti pysy aj§ssa vakioina, vaan
korreloivat §£:n Jja &t:n kanssa ,tulevat ainakin 61], 822 ja Byp Jja
mahdol1isesti myos B] ja 82 harhaisesti ja epakonsistentisti estimoitua,
ks. Goldberger (1964, s.']96). Tama olkoon esimerkkind niistd vaarois-
ta, joita liittyy kun jatetdan selittdjien varianssit ja kovarianssit
pois makroyhtd1oistd, ts. kun makroyhtdlot spesifioidaan virheelli-

sesti.



Yhtd1od (48) voidaan kayttdd myds estimoitaessa teoreemassa 1 kuvat-
tua muuttuvaparametrista mallia, johon on lisdtty eo. tavalla virhe-
fermit. Saadut estimaatit ovat talloin keskimddrdisten parametrien
(a, é], Bz, é]], é22’ B]Z) arvioita, ja niiden luotettavuus riippuu
s 2)’
covt(622,y2) ja covt(s]z,xy) poikkeavat nollasta ja ovat selittdvien
muuttujien kanssa korreloituneita. Ndma tekijat ovat normaalisti lahes
vakicita ja niiden suuruus riippuu vastaavien parametrien hajonnoista.
Esimerkiksi
’)

_ 2

4

o B 2, 2

= st (Byp) sy (X570r(Byqys Xy
menee nollaan yhdessd st(B]]i):n kanssa. Namd termit riippuvat yhteis-
kunnassa vallitsevista rakenteista, joissa tapahtuu tavallisisca olois-
sa vain hidasta muuttumista. Ndin ollen on odotettavaa, ettd vain o-
parametri tulee esitety11§ tavalla harhaisesti estimoitua, muut para-

metrit voidaan ndin arvioida melko luotettavasti.

Jos mainitusta poisjdtetyistd parametrien ja selittdjien kovarianssien
suuruuksista on saatu tietoa esim. erillisten otantatutkimusten avulla,
voidaan tdmd tieto Tuonnollisesti hyodyntdd 1isdamalld kovarianssit

mallin selittdjiin.
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7. Odotusarvoja generoiva funktio

Vertailemme edellisessd Tuvussa esiteltyjd tuloksia ITkan (1978)
samantapaisiin mielenkiintoisiin tuloksiin, jotka ovat erdissd suhteis-
sa johtamiamme tuloksia yleisempid ja erdissd suhteissa niiden erikois-
tapauksia. Ilkka (1978) tarkastelee satunnaisvektoria x = (X;,...,X ¥s
jonka kertymdfunktio on F(x) ='F(x],...,xk), sekd reaaliarvoista funk-

tiota g: R k

+ R. Funktio g(x) = g(x],...,xk) oletetaan ainakin kol-
masti jatkuvasti derivoituvaksi, Eg(x) = S g(x)dF(x) ja vektorit EX,
.E§2 ja E§3 oletetaan o]emassao]eviks%. Tgﬁtﬁvéna on johtaa g(x):n odo-
tusarvon Eg(x) ja g(x):n Ex~pisteessd lasketun arvon g(Ex) keskindinen

riippuvuus, jota kuvaa tekijd d yhtalossa
(50) Eg(x) = dg(Ex).

Tassd siis d on suhde Eg(x)/g(Ex), jolle Ilkka johtaa]) esityksen

K K
. _ ] :
(51) d=1+ kEj 7 Vi (o * 2 k§k+]‘81keki-0) + S, jossa
8 = jdannostermi

2 2
= E(x"Ex, )7/ (Ex, )
= muuttujan x, variaatiosuhde

= muuttujan x,  variaatiokertoimen nelid
1/2

Big = r(xy s 2 (vi/vy)
= muuttujien X5 Ja Xk valinen betaregressiokerroin

= ( azg(x)
5109xka1ogx1

/9(x)) -pisteessd x = Ex
= g:n toisen kertaluvun osittaisjousto X :n Jja X0

suhteen pisteessd x = EX.

1) ITkan oletukset ovat toiset,mutta ne eivdt ole riittdvid.
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Rekonstruoimme seuraavassa Ilkan todistuksen:

Kehitetddn g(x) = g(x»...»x;) Taylor-sarjaksi pisteen Ex = (Ex
ymparistossa |
K
(52) g(x) = g(Ex) + I g, (Ex)(x -Ex)
k=1
1 K K
tgr 'i)=:'| kE] g-ik(E?S)(X.i‘EK.i)(ij-Eg_(k)
+ R3,

-Igooo

Ex)

L ] e
missd Ry = 3T ? i ? gik](g)(xi-Egl)(xk-Egk)(x]-Egl) on jddnndstermi ja &

on sopiva pisteiden x ja Ex yhdysjanalla oleva piste, ks. esim. Apostol

(1957, s. 123-4). Tulkitsemalla x satunnaismuuttujaksi ja ottamalla odo-

tusarvot puolittain saadaan

K
(53) Eg(x) = Eg(Ex) + G 9y (EX)Ex, ~Ex )

K K
1
+ 7 E] 151 gik(Eﬁ)E(fi-Eéj)(fk'E§k)
£ E R

-3

= 9(Ex) + 7 T % g5, (Ex) cov(x;x) + E Ry.

Huomattakoon, ettd kaikki ensimmdisen asteen termit havidvat. Jakamalla

suureella g(Ex) saadaan
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(54)  d = Eg(x)/g(Ex)
- ; 5 95 (Ex) C°V(’-‘1”-‘k)D )

= + ~ 1S ) .
2 o1 joq O(ER] Dx;.Dx, =i ok

+ E Ry/9(Ex)

P 1 ( ) Dx. Dx, + S
=1+ — r{X;s X %. Bx, +
2 k=] i=1 9 =i* =k’ "5 Ttk 2
K g K g.
1 kk 2 Tk .
=1+ T (——Dx, +2 I — r(x.s X, ) Dx. Dx,) + S
?‘ k=] g k ]-=k+-| g -1 "k =1 _k 3
K g K g., Dx. Dx
1 kk 2 ik =i Tk
=1+ Z 5v/( (Ex, )~ + 2 X P{X.» X.) + 5
k=1 2 K 9 "k i=ke1 9 Vi |17 %k T3
K K |
=1+ X v, (e, .q+2 E Bip, €:r.a) * Sa.
KT 2 'k ‘“kk-0 =K+ ik ~ik-0 3

Tdssa on kaytetty hyvaksi tulosta

2
g(x)eik.o(x) = 9 g(x)/a]ogxialogxk = 9% = I Vi
Tdamd todistaa vditteen.

Esityksessd (52) kaikki tekijat, variaatiosuhteet Vi betaregressioker-
toimet Bik ja toisen kertaluvun osittaisjoustot eki:O ovat dimensiotto-
mia ("paljaita") lukuja. Tdm& on sen hyvd puoli. Todistuksen vdlivaihee-
na saatiin seuraavat vaihtoehtoiset, joissakin tilanteissa helpommin

tulkittavat esitykset:
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(55) d = E g(x)/9{Ex)
1 K. K gik(E?S)
=1+ ?‘kil iE] “g(E DX ka r(Xss xk) + S3
. 'l 1 g l; g'ik(E)é)
(56) d=1+% 2 e cov (x5 X, )+ Sg
(57) Eg(x) = 9(Ex) + » kE] '151 95 (Ex)cov(xss X ) + Ry

Erityisesti (57) on kdyttokelpoinen verrattaessa edellisessd Tuvussa
esiteltyja tuloksia Ilkan tuloksiin. Yhtd16 (57) sanoo, etteivit yleen-
sd Eg(x) ja g(Ex) ole yhtd suuria, vaan poikkeavat toisistaan sitd
enemmgn mitd suurempia muuttujien varianssit s(gi) ja kovarianssit
cov(gi, 5k) sekd funktion g: IQK > R toiset osittaisderivaatat

gik(Eg) = 329(E>_<)/3x1.axk (siis kaarevuudet) ovat. Lineaarisilla funk-
tioilla gik(x) = 0 kaikilla pareilla (iﬁk) ja ndille pdteekin yleises-

ti Eg(x) = g(Ex),silld td116in g(x) = & kak ja

(58)  Eg(x) = E(28,%,)

]
o™
o
P
m
1<
P

Kuten esim. Chung (1968, s. 44) osoittaa patee konveksille g:1le

(59) Eg(x) < g(Ex) (Jensenin epdyhtdlo)
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Vastaavasti konkaaville g:1le saadaan

60)  Eg(x) > 9(Ex).
Ndin ollen asiaa on kylld kirjallisuudessa tarkasteltu, mutta Ilkan for-
mulaatio on yleisin tuntemani. On.mahdollista, ettd lause on esitetty
aiemminkin jossain1lsen verran suoraviivaiselta tuntuvat esim. formulaa-
tiot (55)-(57). Sovelletaan yhtd10d (57) kvadraattiseen funkticon

K K K

(61) g(x) =a+ I Bx, + I I B. XX
k=1 k™ k i=1 k=1 ik™i%k

jolle siis gik(x) = By’

K K
(62) Eg(x) = g(Ex) + 151 51 Bik Cov(Xss X))

........

Erityisesti valitsemalla K = 2, Xy = X ja Xy =Y saadaan-tulokset edel-
lisessd luvussa tarkastelluille kahden muuttujan kvadraattiselle funk-

tiolle
(63) 9(xs ¥) = a + BiX + By

* B+ By + 288

1) Lisdys 20.2.1979: Goldberger (1964, s. 123) esittdd ja johtaa Ilkan
soveltamalla tavalla yhtdlon (57) ja soveltaa sitd satunnaismuuttujien
funktioiden asymptoottisen keskiarvon ja varianssin johtamiseen.




= 98 =

(64) Eg(x, x) = g(Ex, Ey) +

+ By DK + B0y + 2Bypcov(x ¥

o+ B]E§ + BZEX

+ B (Ex)? )?

+ BZZ(EX + 2B]2E§ Ey

+ By ng + 822D2¥ t 2Bypcov(Xs ¥)-

Tdmd tulos vastaa teoreeman 2 tilannetta, jossa vain odotusarvojen EXx

Jja Ey sijaan on (painottamattomat) keskiarvot X ja y. ITkan tulokset

ovat edellisen luvun tuloksia oleellisesti yleisempid siind, ettd g-
funktion muotoa ei ole rajoitettu esimerkiksi kvadraattiseksi. Edelli-
sessd luvussa esitetyt tarkastelut ovat taas siind mielessd yleisempid,
ettei mikroyksikoiden kdyttaytymisyhtdloiden oletettu olevan samoja
kaikille mikroyksikdille, vaan niiden parametrit saavat vaihdella mikro-
Yksikostd toiseen. Sen sijaan tdmdn Tuvun tarkastelut koskevat yhtd kiin-

tedd funktiota g(x), joka vastaa esim. edellisen Tuvun teoreeman 2 mik-
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