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Tunnetuissa pisteissd epdsddanndllisen funktion numeerinen integrointi

1. Johdanto
Elinkeinoeldmdan tutkimuslaitoksessa on valmistumassa tulojakauma-
ohjelmisto, joka mahdollistaa Tuokitellussa muodossa olevan tulo-
jakauman monipuolisen analysoinnin. Luokitellusta frekvenssijakaumasta
lasketaan jakauman ns. sp]inefunktio-esitys1), josta edelleen
madrdtddn mm. jakaumaa kuvaava tiheysfunktio, tunnusluvut, ns.
markkojen kertymdfunktio ja tiheysfunktio sekd Lorenz-kdyrd eri

tunnuslukuineen numeerista integrointia kdyttden.

TulojakaumaohjeIlmiston kehittamisessd tormdttiin integroituvien
funktioiden epdsdanndéliisyyden (erityisesti epdjatkuvuuspisteiden)
aiheuttamiin vaikeuksiin. Tavanomaiset numeeriset integrointimene-
telmdt edellyttdvdt integroitavan funktion sdanné11isyyden: mm.
epdajatkuvuuspisteiden ympdristossd tavalliset menetelmdt antavat

virheellisia tuloksia.

Teknisissd ja luonnontieteellisissd sovellutuksissa epdajatkuvia
funktioita harvemmin joudutaan tarkastelemaan, mutta taloudellisissa
sovellutuksissa niitd kyl11d esiintyy. Tulonsaajien ja markkojen
tiheysfunktioesitykset (esim. yksinkertaiset hintagrammat ja niiden

erddt yleistykset) ovat usein joissakin pisteissd epdjatkuvia tai nii-

1) Ks. Y. Vartia (1980): Interpolation of cumulative frequency curves
by cubic spiines, Helsingin yliopiston tilastotieteen laitoksen
"Research report" No. 22.



den derivaatioilla on epdjatkuvuuskohtia. Vastaavanlaisia epdsdaannolli-
syyspisteitd esiintyy myos esim. veroasteikkoihin T1iittyvissa tarkaste-

Tuissa (ks. 3 Tuku).

Laskentatyon ja analyysin tehostamiseksi on osoittautunut hyddylliseksi
tavanomaisten varsin epatarkkojen 1ikimdardisten mallien ja mihin
perustuvien (taskulaskimella laskettavien) karkeiden arvioiden sijaan
kdyttdd tarkempia mutta mutkikkaampia malleja (esim. valtion tulovero-
funktioille). Ndihin 1iittyvid laskelmia varten on laskenta-algoritmit
syytd ohjelmoida yleispdatevdssd muodossa tietokoneelle, jolloin pads-
tddn aiempaa huomattavasti monipuolisempaan, tarkempiin ja realisti-

sempiin tuloksiin.

Tdssd raportissa esitetddn, kuinka klassinen Simpsonin numeerinen
integrointimeneteIlmd voidaan yleistda algoritmiksi, joka sallii integ-
roitavalle funktiolle ddrellisen mddrdn epdsddnndlilisyyspisteitd.
Yleistetty ns. Simpson-vartia -algoritmi (SV-algoritmi) on ldhes yhta

helposti ohjelmoitavissa kuin Simpsonin menetelmdkin.

Luvussa 2 esitellddn ongelma ja tarvittavat merkinndt. Luvussa 3 kuva-
taan kaksi verotukseen 1iittyvdd sovellutusmahdollisuutta. Varsinainen

uusi numeerinen integrointimeneteimd esitetddn 4. luvussa.

2. Johdanto

Tarkastellaan funktiota f*(x), jonka epdjatkuvuus- ja muut epdsain-
n611isyyspisteet ovat tiedossa. Jarjestetddn ko. epdjatkuvuuspisteet,

f*(x):n derivaatan epdjatkuvuuspisteet ja muut mahdolliset erikois-



pisteet suuruusjarjestykseen x(1) < x(2) < ... < x(K) ja talletetaan

ne vektoriin

(1) e = (x(1), ... ,x(K)).

Funktion f*(x) kulku on td116in sdadanndll1istd jokaisella osavdlilla

[x(1), x(i+1)]. Tehtdvand on laskea numeerisesti f*(x):n integraali

x(K)
(2) S fX(x)dx .
x(1)

Jaetaan vdli [x(1), x(K)] = A osavdleihin A1 = [x1, x1+2], i=1,3,5,...

siten, ettei yksikaan luvuista x(k) (k = 1,...,K) ole minkdan Ai:n sisd-
piste eli1 luvut x(k) voivat esiintyda vain vdlien A1 pddtepisteina. Vdlin
A1 keskipiste olkoon Xi47° jolloin siis lukujen Xis X447 ja X440
perdakkdiset etdisyydet ovat samat: Xie1 ~ X3 = X442 - X441 ¢ A . Funktiolla

f*(x) tal sen derivaatalla voi olla epdjatkuvuuspiste vain vdlien

A1 = [x1, x1+2] padtepisteissd.

Hankalimmassa tapauksessa f*(x) on molemmissa pdatepisteissa epa-

jatkuva, ks. kuvio 1.

Kuvio 1. vdlin A, pddtepisteissd epdjatkuva funktio f*(x).
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Koska A = A_ uA_, u... A_ niin

1 3 I
x(K)
(3) S fR(x)dx = S fR(x)dx + ... + s f¥(x)dx
x(1) A1 AI

Kukin osaintegraali arvioidaan erikseen ja (2) niiden summana.

3. Sovellutusesimerkkeia

Esimerkiksi tulonsaajien keskimddrdainen rajaveroaste m0 voidaan

arvioida integraalina

mC - S m(y)f(y)dy ,

0

jossa f(y) on tulonsaajien tiheys tulon y kohdalla eli f(y) = F'(y),
jossa F(y) = tulonsaajien lukumddrdn kertymd tuloon y saakka. Koska
m(y) on paloittain vakio ja f(y):n arviotkin voivat olla epdjatkuvia
tuloluokkien rajapisteissd on m(y)f(y) epdjatkuva pisteissa, joissa
m(y) tai f(y) on epdjatkuva. Lisdaksi funktion m(y)f(y) derivaatta voi
olla epdjatkuva (ja mddrittelemdaton) vield joissain muissakin

pisteissd.

Vastaavasti keskimddrdinen verojousto e0 voidaan arvioida kaavalla

ed - s e(yu(y)dy ,

0



(o]

jossa w(y) = T(y)f(y)/ 6T(y)f(y)dy on maksettujen veromarkkojen tiheys
tulon y kohdalla. Integroitava funktio e(y)w(y) on varsin mutkikas
funktio, joka on mm. vain paloittain jatkuva. Se hyppdd aina tiettyjen
tulorajojen kohdalla. Myds sen derivaatalla voi olla epdjatkuvuus-
pisteitd, jotka estdvdt yksinkertaisten, polynomeihin perustuvien
numeeristen integrointikaavojen kdyton ko. erikoispisteiden

ymparistossd.

4. Numeerinen integrointi

Tarkastellaan kuvion 1 osaintegraalia

X yen
(8) 11 = [ fx(x)dx = [ f*(x)dx .
A1 x1

Funktiolla f*(x) tai sen derivaatalla voi olla epdjatkuvuuskohta

pisteissd x, taija x Jos f*(x) on mddritelty paloittain, saat-

i j+2°
tavat sen eri 'paloihin' 1iittyvdt mddariteimdt antaa ko. vdlien pddte-
pisteissd (solmupisteissd) keskenddn ristiriitaisia tuloksia. Esimer-
kiksi funktion arvoksi sen epdjatkuvuuspisteessd voidaan asettaa kumpi
tahansa kahdesta arvosta. On vaikea etukdteen suunnitella, miten
td11aisiin monikdsitteisyyksiin tietokoneohjelmassa tulisi reagoida.
Selkeddn ratkaisuun pddstddn vdlttamdl1d funktion arvojen laskemista
ko. erikoispisteissd. Koska pisteet x1 ja x1+2 voivat olla
erikoispisteitd, esitetddn seuraavassa yksinkertainen menetelmd, jossa

f*(x):n arvoja ndissd vdalin A, pddtepisteissd el tarvitse suoraan

i
Taskea.



Valitaan apupisteet Zy, 2 ja z siten, ettd

1+1 i+2
-
(5) z1 = x1 + ¢
2541 =X
142 " Me2 T F

ja &€ on etdisyyteen A ndhden pieni luku. Kutsumme €:11a merkittyjen

valien kohdalla olevia integroitavan funktion osia rdystdiksi.

Kuvio 2.

Mddrdtdan f*(x):n arvot pisteissd (5) eli rdystdiden seinanpuoleisissa

pisteissa:
— *
(6) Py = f*(z,)
{ Pis = FH(Z,)
Pis2 = f¥(z4,5)

Kdytdmme p-merkintdd eo. pisteille, koska niiden kautta mdardtaan

kulkemaan parabeli.



Ndiden kolmen pisteen kautta kulkeva parabeli on

(7) P(x) = Py + ay(x-2, ) + ay(x-z, J)(x-Z; ,) ,

jonka kertoimet voidaan lausua seuraavasti kdyttden Newtonin ins.

jaettua (divided) differenssia:

Py =P
- = o3 it - _(p.-
@& = by Bl =g PP/
+

8y = [24, 2440 Z4,,]

(2, 2491 - (24470 24,51
2y 7 B2

_ _
= —5 (P4 = 20340 * Pyyp)
26

Ja 25 = 2y = Rygq = Zgu =

Parabeli p(x) on siten funktion f*(x) kdyttdkelpoinen ja helposti mda-
rattdvd approksimaatio vdlin [Zi’ zi+2] 1isdksi myds rdystdiden kohdal-

la eli koko vdlilld A1 = [x1, x1+2]. Voimme arvioida funktion f*(x)

*
oikean puoleisen raja-arvon f1 = Tim f*(x) kun x —> Xy + 0 ja vasem-

*
- - * - —
manpuoleisen raja-arvon f1+2 = 1im f*(x) kun x —> X442 0 parabe

1imme avulla seuraavasti:

(9) | o= p(x) (= fy = FHX))

= F¥(x

142 ~ p(x1+2) (:f1+2 1+2))'

Arvioiden f1 ja f laskemisessa eivdat f*(x):n mahdolliset epa-

i+1
jatkuvuudet rdystdiden pdissd pddse aiheuttamaan mitddn vaikeuksia.



Lopullisena arviona pinta-alalle (4) saadaan Simpsonin kaavan mukai-

sesti
x1+2 X1+2
(10) S of*(x)dx = s p(x)dx
X X,
i i
Sk, eaf, e £ )
6 i+] i42
jossa h = x - X, = 27,

i+2 i

Tamdn yksinkertaisen kaavan ohjelmoiminen ei tuota mitddn hankaluuksia.

Arvot f. ja f, . ovat (9):n mukaiset arviot f*(x):1le rdystdiden

i+2
reunoilla. Ne lasketaan approksimoivan parabelin (7) avulla. Simpsonin
menetelmddn verrattuna on siten 1isdksi mddardttdvd ja ohjelmoitava vain
eo. parabeli p(x), joka on alkuperdistd funktiota f*(x) yksinkertaisem-
pi funktio. Rdystdiden leveyttd € lyhentdmd11d pddstddn esitetylla

Simpson-Vartia-meneteImdal1d tarkasteltujen epdsddanndlisten funktioiden

integroinnissa samaan tarkkuuteen kuin Simpsonin menetelmd11d sddannol-

1is1d@ funktioita integroitaessa.

Funktion f*(x) erikoispisteiden ja epdjatkuvuuksien aiheuttamat vaikeu-
det numeerisessa integroinnissa voidaan ndin vdalttda tinkimattd numee-
risen integroinnin tarkkuudesta. Laskentamenetelmd voidaan sdailyttda
ldhes samana kuin integroitaessa jatkuvaa ja jatkuvasti derivoituvaa
funktiota tavanomaisella Simpsonin menetelmd11d. Lisdyksend Simpsonin
menetelmddn on Simpson-Vartia menetelmdssa vain pidettdvd kirjaa

erikoispisteistd (1) ja ohjelmoitava parabelin (7) lauseke.
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